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autant  de  liens  avec  le  pass^.  lis  sont  les  t^moins  de  la  richcssc  dc  notrc  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  ct  sont 
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quelconque  but  commercial. 
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litteraires. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  PROBLEMES  D^TERMINl^.S. 


§  I. — Notions  prelimin aires, 

1 .  La  Geometric  analjtique ,  qu'oii  nommc  aussi  Ap- 
plication de  V Algjchre  h  la  Geometric,  a  pour  objet  (Je 
faire  connailre  I'tisage  de  I'Algibre  dans  les  recherches 
geometriques. 

ViisTE  eut,  Ic  premier,  Tidee  de  represenler  les  gran- 
deurs geometriques  par  les  symboles  de  Falgebre,  et  de 
traduire  en  equations  les  proprietes  de  T^tendue.  Par  la 
on  parvient  souvent  a  r^soudre  d'une  maniere  simple  des 
problemesqui  pr^senteraienl  de  grandes  difficultes,  si  Ton 
voulait  les  trailer  par  les  seuls  moyens  que  fournit  la  geo- 
metric. Descartes  eut  une  idee  plus  profonde  encore  que 
celle  de  Viete  :  il  appliqua  Falgebre  h  la  iheorie  des 
courbes,  qu'il  repr^senla  par  des  equations*,  il  est  regarde 
comme  riuvenleur  de  la  Geometric  analytique,  Ses  me- 
ihodes,  remarquables  par  leur  fecondile  el  leur  simplicite, 
appliquees  d'abord  aux  lignes  pianos,  ont  ete  etendues  aux 
surfaces  el  aux  courbes  quelconqnes.  De  la  vicntla  dislinc- 
lion  de  Geometric  analyliqiie  h  flenx  ou  a  trois  dimensions. 

2.  Nous  commence  rons  par  fa  ire  usage  de  la  melhode  de 
ViETE,  dans  la  resolution  des  problemes  determines. 
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On  sail  que  les  grandeurs  geometriques  peuvent  etre 
representees  par  des  nombres  qui  ne  sont  autre  chose  que 
les  rapports  de  ces  grandeurs  a  Tunile  de  leur  esp^ce.  Pour 
generaliser,  on  remplace  ces  nombres  par  des  lettres,  et 
I'on  concoit  par  la  comment  les  questions  de  geometric 
peuvent  ^tre  soumises  au  calcul  algebrique.  Ordinaire- 
ment  les  grandeurs  donnees  sont  representees  par  les  pre- 
mieres lettres  de  1  alphabet,  ct  les  inconnues  par  les  der- 
nieres. 

Prenons  d'abord  quelques  exemples  faciles  a  trailer. 

Probljsme  I.  —  Inscnre  un  carre  dans  un  triangle. 

Soit  ABC  (fig*  i)  le  triangle  donn^.  Supposons  le  pro- 
bl^me  resolu  et  designons  par  FDEG  le  carre  inscrit.  En 
representant  6C  par  a ,  la  hauteur  AH  par  A ,  et  le  cote  du 
carre  par  x  \  comme  les  bases  de  deux  triangles  semblables 
sont  proportionnelles  aux  hauteurs ,  on  a 

X  \  a  \\  h  —  X  :  hj 

HK  etant  egal  au  c6te  du  carre. 
De  la  proportion  on  tire 

hx  z=z  nh  —  ax, 
d'mi 

(a-^n)x=an     et     x  = -: 

^  '  a  -\-  h 

re  qui  revient  a 

a  -\-h  \h  W  a  \  X. 

La  distance  x  est  done  quatrieme  proporlionnelle  aux 
trois  lignes  a  +  A,  A  et  a.  Pour  construire  celte  quatrieme 
proportionnelle,  nous  prendrons  HL=a  \  a  la  suite  LM=A ; 
nous  joindrons  A  et  M  par  la  droite  AM ,  et  nous  menerons 
LK  parallele  a  AM.  Nous  obtiendrons  alors 

HM  :  AH  : :  HL  :  HK,     ou     a'\-h\h\\a\  HK. 

La  distance  x  ou  HK  etant  determinee,  il  suffit ,  pour  ache- 
ver  la  solution  j  de  conduire  DKE  parallele  a  CB,  et  d'a- 
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baisser  sur  ceite  demiere  droite  les  deux  perpendiculaires 
EG  et  DF. 

3.  Probleme  n.  —  Div^iser  une  droite  AB  (fig.  a)  en 
moyenne  et  extreme  raison. 

Soil  C  le  point  ou  la  ligne  est  divisee  comme  on  le  de- 

niande ;  en  d^ignant  AB  par  a ,  et  le  plus  grand  segment 

AC  par  X  ^  on  aura 

a  \x  \\  x\  a  —  *, 
d'ou 

Jt'  =  tf*—  fljt    et     jc*  -4-  ax  —  a'  =  o. 

Resolvant  cette  Equation  ^  on  a 

a  .       /i 

La  premiere  valeur  est  positive  et  la  seconde  negative.  Cetle 
demiere  ne  convient  pas  a  la  question. 

Si  nous  Youlons  construire  la  premiere  ligne,  nous  remar- 

cpierons  que  le  radical  \/y'^^*  ^^  Fhypot^nuse  d' 
triangle  rectangle,  dont  les  c6tes  de  I'angle  droit  sonta  et 
—  Alors  nous  ^liverons  au  point  B  une  perpendiculaire  BD 

egale  a  -;  et  la  droite  AD  representera  le  radical.  En  de- 


-+-«'• 


un 


crivant  du point  D  comme  centre,  avec  le  rayon  BD,  une 
circonference  rencontrant  en  E  la  droite  DA ,  on  aura 


AE 


s/-- 


La  droite  AE  est,  par  cons^uent ,  la  premiire  valeur  de  x 
qu'il  faudra  porter  de  A  en  C ,  sur  la  droite  AB. 

Nous  interpr^terons  par  la  suite  la  valeur  negative ,  et 
nous  reviendrons  sur  la  solution  du  premier  probleme. 

4.  Dans  les  deuxexemples  precedents,  nous  avons  suppose 
le  probleme  resolu  \  puis  nous  avons  cherch^  k  determiner 


I. 


6 

et  comme 
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CE=r  iCD  =  -«, 

a  2 


et  que  le  triangle  rectangle  CEB  donne 

CE'-hBE'=BC* 


il  s'ensuit  qu'on  a 


4        c'  ' 


equation  qui,  etant  resolue,  donnera  la  valeur  de  x. 

On  Yoit  que,  dans  chaque  cas,  le  calcul  par  lequel  on 
parvient  a  I'equation  est  en  tout  sen4>lable^  que  F^uation 
obtenue  est  toujours  la  meme ,  avee  la  seule  difii^rence  que 
la  ni^me  ligne  est  designee  taht6t  par  une  lettre ,  tant6t  par 
une  autre ,  selon  qu'elle  est  consideree  comme  connue  ou 
comme  inconnue.  II  est  vrai  que,  selon  quon  prendra  la 
n^^me  Hgne  pour  connue  ou  pour  inconnue ,  il  naitra  une 
difference  dans  la  maniere  de  resoudre  Fequatioo.  En  efTet , 
I'equation 


JP' 


donne 


^  =4- 


2  b' 


v/4  b'  —  a' 


t  valeur  de  AB  ; 


Pequation 


don 


4 


'l^b' 


ne 


lb 


x=  —T^c^  —  b%  valeur  de  CD; 


et  I'equation 


a- 


07' 


4 


■-  +  —. 


.} 


X' 
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do»ne 


\/^- 


xz=  .  /1.-4-A  /e'—a'c^  valeur  de  BC  ou  BD. 


4 

Lors  done  qu^un  probleme  est  propose ,  comparez  entrc 
elles  toutes  les  quantites  qu'il  renferme-,  examlnez  com- 
ment, quelqucs-unes  deces  quantites  etant  connues,  vous 
pourriez,  par  un  precede  synthetique,  parvenir  a  Irouver 
les  autres:  pour  cela,  il  n^est  pas  necessaire  de  reconnaitrc 
du  premier  coup  d'oeil  par  quelle  marche  le  calcul  alge- 
brique  conduira  des  premieres  quantites  aux  autres ,  il  sufGt 
de  sentir,  en  general,  que  les  uncs  peuvent  etre  deduites  des 
autres  par  un  moycn  quelconque. 

5.  Par  exemple,  si  Ton  proposait  une  question  qui  eut 
pour  objet  le  diametre  AD  (fig*  4)?  ^^  I^^  (I'ois  cordes  AB, 
BC ,  CD  inscrites  dans  un  demi-cercle ;  et  que ,  toutes  les 
autres  etant  donnees ,  on  cherchat  BC  \  au  premier  aperfu , 
on  voit  que  le  diamitre  AD  determine  necessairement  le 
demi-cercle,  et  quensuite  les  lignes  AB  et  CD,  par  leur 
inscription,  determinent  aussi  les  points  B  et  C,  et,  par 
consequent,  la  ligne  BC  qu'on  cherche.  Et  cela,  par  le 
moyen  le  plus  direct.  Mais  on  ne  d^couvre  pas  avec  la  m^mc 
facilite  par  quel  chemin  Tanalyse  conduit  des  quantites  don- 
nees a  la  ligne  cherchee  BC.  II  en  serait  de  m&me  s'il  fal- 
lait  cbercher  AB  ou  CD,  le  reste  ^tant  donne. 

Mais,  si  AB,  BC,  CD  ^taient  donnees,  et  quHl  fallut 
chercher  le  diametre  AD,  on  aper9oit  a  Finstant  que  le 
probleme  n'est  pas  possible  par  la  synthese ,  parce  que  la 
distance  des  points  A ,  D  depend  de  Touverture  des  angles 
B,  C;  que  ces  angles  dependent  du  cercle  dans  lequel  les 
lignes  donnees  doivent  Hre  inscrites,  et  que  ce  cercle  n^est 
pas  donne,  puisque  son  diametre  est  suppose  inconnu. 

La  nature  du  probleme  ne  permel  done  pas  de  irouver 
syntheliquement  le  diametre  AD^  alors  il  faut  trailer  la 
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question  coinnie  si  le  diametre  etait  coiinu,  pour  rcinonler 
aux  quail tites  donnees. 

Lorsqu'on  aura  bien  saisi  les  differenls  moyens  par  les- 
quels  chaque  terme  d'une  question  peut  etre  determine, 
alors  parmi  loutes  les  lignes  qui  doivent  entrer  dans  I'etat 
de  cette  question ,  on  regardera  comme  connues  les  lignes 
qui  presenteront  la  route  la  plus  facile  pour  arriver  a  la 
connaissance  des  autres.  C'est  toujours  par  ces  lignes  que 
le  calcul  doit  commencer,  quoique,  dans  le  cours  de  I'ope- 
ration,  on  puisse  en  inlroduire  d'autres.  Le  moyen  le  plus 
court  est  de  mettre ,  pour  un  moment ,  de  c6te  la  question 
qu'on  veut  resoudre,  et  de  s'imaginer  qu'il  s'agit  unique- 
ment  de  choisir  parmi  toutes  les  quantites  qui  doivent  en- 
trer dans  le  probleme,  celles  qui,  ^tant  supposees  (con- 
nues, meneraient  plus  facilemeut  a  la  connaissance  des 
autres. 

Ainsi ,  dans  Fexemple  precedent ,  si  c'est  le  diametre  AD 
que  Ton  cherche ,  il  est  aise  de  voir  qu'on  ne  peut  pas  le 
trouver  par  un  moyen  synthetique  5  mais  on  s'apercoit  bien 
vite  que,  si  ce  diametre  etait  connu,  on  arriverait  aux 
aulres  quantites  par  la  route  la  plus  directe;  on  regarde  done 
AD  comme  connu ,  et  Ton  ^tablit  le  calcul  comme  s'il  Fetait 
veritablement,  et  qu'il  fut  question  de  trouver  quelqu'une 
des  lignes  donnees  AB,  BC  011  CD.  Par  ce  moyen,  on  ob- 
tient  les  rapports  qui  existent  entre  les  quantites  qu'on 
iraite  comme  connues,  et  les  autres,  etl'on  arrive  toujours 
h  line  equation  entre  deux  valeurs  d'une  m^me  quantite, 
soit  que  Tune  des  valeurs  resulte  du  nom  donn^  a  cette 
quantite  au  commencement  de  I'operation  et  que  I'autrc 
alt  ete  trouvee  par  le  calcul,  soit  que  toutes  deux  aient  ete 
trouvees  par  des  operations  diflerentes  d'analyse. 

«  Au  reste,  le  plus  difficile  n'est  pas  de  concevoir  les  re- 
h  lations  generales  des  termes  d'une  question ,  mais  bien  dc 
H  saisir  certs^ines  liaisons  des  lignes  entre  ellcs,  certains 
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»  rapports  plus  propres  que  d^autrcs  a  &tre  souniis  au  cal* 
))  cul.  Car  il  arrive  frequemment  que  dcs  relations  qui  pa- 
))  raissent  immediates  au  premier  coup  d'oeil ,  eiitrainent 
»  dans  de  longs  circuits  lorsqu'on  les  traite  analytiquement, 
n  et  foFcenl  sou  vent  a  rerommencer  Top^ration  par  de  nou- 
)>  veaux  moyens.  II  ne  faut  done  employer  que  les  proposi- 
»  tions  ou  les  enonces  les  plus  propres  a  £tre  exprimes  par 
»  les  calculs  de  Talgibrc.  » 

Ces  propositions  sont,  en  general,  cellos  qui  conceruent 
les  lignes  proporiionncUes ,  et  les  proprietesdu  triangle  rec- 
tangle. Nous  supposons,  toutefois>  quHl  s^agit  ici  de  ques- 
tions relatives  aux  lignes;  car,  si  Ton  traitait  de  questions 
relatives  aux  surfaces  ou  bicn  aux  solides ,  il  est  clair  qu'il 
faudrait  recourir  a  d'autres  propositions  de  la  geometric 
elementaire. 

Dans  la  resolution  dcs  questions  de  la  premiere  espice, 
on  est  generaiement  conduit,  pour  obtenir  soit  des  trian- 
gles semblables,  soit  des  triangles  rectangles,  a  employer 
des  lignes  auxiliaires.  Les  problemes  que  nous  resoudrons 
oflriront  des  excmples  de  cette  remarque  importantc. 

Maintenant ,  occupons-nous  de  la  question  propos^e. 

Prftmiere  solution,  —  En  supposant  le  probleme  resolu , 
menons  la  diagonale  BD  (fig*  4))  ^^  abaissons  du  point  B  la 
perpendiculairc  BE ,  sur  le  prolongement  de  DC.  Les  trian- 
gles rectangles  ABD ,  BCE  seront  semblables  :  car  Tangle  A 
du  quadri latere  inscrit  ABCD,  et  Tangle  BCE  du  triangle 
6EC,  ont  le  meme  supplement,  BCD. 

Cela  pose ,  designons  par  a ,  £ ,  c  les  cordes  AB ,  BC ,  CD , 
et  par  x  le  diametre  AD ;  on  aura 

AD  :  AB  ::  bc  :  ce,    on    x  :  a  ::  ^» :  CE  =  ~^ 


X 


(l*ou  Ton  deduit 

DE  =  DC  4-  CE  =  c  -h  ^ 

X 
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Le  triaugle  rectangle  BCE  donne 

BC  —CE  =BE  ,    oil     Z»»-?Jl=zBE. 


x» 


Le  triangle  rectangle  BDE  donne 


Bd'  — De'=Be'; 


mais ,  le  triangle  rectangle  BAD  conduisant  a 

BD*  =  ad'  —  AB  '  =  ar'  —  a\ 

il  vient 

or' — /i»—  U -f- — y  =  BE  ! 

Egalant  les  deux  valeurs  de  BE  ,  on  obtient  lequatioa 

a:*—  a' —  [  c -\ )  =  b^ 

Developpant  les  calculs ,  on  trouve 

x»  —  fl'  —  I  c»  H 1 \z=b^ 

\  X  X*  J  x^ 

a}b^ 
Supprimant  de  part  et  d^autre j->  et  reduisant,  on  a 

'  X 

ji'^uation 

X* —  (a*  4-  6'-i-  c'}a:  —  labc  =  o. 

Deuxieme  solution.  —  Soit  encore 

AD  =  ar,     AB  =  «,     BC=^,     CD  =  c. 


Alors 


—2       —2       — a  ab 

BO  =  AD  —  AB  =  ^'  --  a\     CE  =  — , 

X 


comme  precedemment.  L'angle  BCD  ^tant  obtus,  on  a, 
d'apres  line  proposition  connue , 

Bd'=:BcVcd'h-  aCD.CE, 


\ 
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OU 

2abc 


x^ — «'=  ft»-h  c'-f. 


? 


d'ou  Ton  tire  facilement 

X*  —  (<i'-f-  6*-Hc')j:  —  2 abc  =  o. 

Troisieme  solution.  — Soil  encore 

AD  =  07,     AB  =  o,     BC=r6,     CD=:c. 

Par  une  propriety  connue  du  quadrilatere  inscrit ,  on  a 

AD.BC  H-  AB.CD  =  AC.BD. 
Mais 

AC  =  \Jx^  —  c\     el     BD  =  ^jx"  —  a' ; 
done 

bx  -{-aczzz  ^x*  —  c* .  v^x'  —  fl'. 

Elevanl  au  carre  les  deux  membres  de  cette  equation,  il 
?ient 

^'x'-4-  2abcx  -H  fl*c'=:x«  —  («* -f- c')x»4-  a'c^ 

Ordonnant,  on  a 

X*  —  («*-+-  6'  H-  c»)  x'  —  2  flftcx  =  o. 

Supprimant  la  solution  j:  =  o,  qui  ne  pent  convenir,  on 
arrive  a  Pequation  dej4  obteuue 

X*  —  («'  -f-  6'  -f-  c')  X  -;-  2  abc  =  o. 

On  voit,  par  cet  exemple,  comment  on  pent  souvcnt  varicr 
les  solutions  d'un  probleme. 

6.  Proposons-nous  encore  le  problime  suivant : 
Par  un  point  C ,  pris  sur  la  bissectrice  de  V angle  droit 
HAL  (fig.  5) ,  niener  une  droite,  CEF,  de  maniere  que  la 
partie  EF  de  cette  droite  comprise  enlre  les  cdtes  de  V angle 
droit  prolonges ,  s'il  est  necessaire,  soit  egale  a  une  lignc 
donnee. 
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Premiere  solution, —  Faisons  AF  =  j:,  et  formons  le 
carre  ABCD ,  dont  nous  d^signerons  le  cAte  par  a  ]  rcpre- 
sentons  la  longueur  donnee  EF  par  b.  Nous  aurons 

et  la  proportion 

AF  :  AE  ::  BF  :  BC,     ou     X  :  y^6'— x'::  x  +  a  :  at; 

ce  qui  donne 

(x  -H  a)  ^b^  —  x'  =  ax, 

Elevant  au  carre  et  ordonnant,  il  vient 

(i)  x*-h  2ax^ —  (&' —  2  a')  x' —  2ab^x  —  a'^b^=:  o, 

equation  complete  du  qua  trie  me  degre. 

Deuxieme  solution.  -—  Formons  le  carre  ABCD,  et 
divisons  la  droite  EF  en  deux  parties  egales  au  point  G ; 
faisons 

CD  =  a,     EG     ou     FG  =  ^     et     CG  =  x; 

nous  aurons 

CE  =  X  —  6,     CF  =  X  +  b. 


.a        1  » 


Ensuite ,  comme  CF  =  BC  -f-  BF  ,  il  viendra 

BF  =  v/(x-h^)*  — fl% 
et  a  cause  des  triangles  semblables  CDE ,  FBC ,  on  a 
CE  :  CD  ::  CF :  BF,      ou      x—b-.aWx  ^b\  ^{x  -f-  b )-'  —  « % 
d'ou  Ton  tire 


ax  -^  ab  z=  [x  —  b)  ^{x  -\~  by —  a'. 
Elevant  cliaque  membre  au  carre  et  ordonnant ,  on  a 

X*  —  2(rt'-hP)x'—  2«2^'4-6^=0, 

equalion  bicari  t'c ,  et  de  laqucUc  on  tire 


j:  =  ±  S  «'-'  +  //•  ±:  \'fi^  -^  /\fi'b '. 
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Troisienie  solution.  — En  rcmai^quant  que  le  point  G 
(^S'  ^ )  ^^^  ^  ^^  circonf(£rcnce  d'un  cercle  decrit  du point  A 
comme  centre  avee  uii  rayon  egal  a  GK ,  on  pourrait  abaisser 
la  perpendiculaire  GK  sur  la  diagonale  AC ,  et  chercher  AK 
ou  CK ,  AK  par  exemple-,  car,  si  cette  longueur  etait  trou- 
vee,  on  eleverait  la  perpendiculaire  KG ,  et  son  point  de 
rencontre  avec  la  circonference  decriie  du  point  A  servi- 
rait,  avec  le  point  C ,  a  fixer  la  position  de  la  droite  CF,  el 
le  probl&me  serai  t  resolu. 

Posons  done 

AK  =  x    et     AC  =  e,     ECj=:b. 

Sur  EF  comine  diametre,  decrivons  une  demi-circonfe- 
rence  qui  passera  par  le  point  A ,  et  coupcra  le  prolonge- 
ment  de  CA  au  point  M.  L'angle  FAM  =  BAG  est  ^gal  k 
la  moitie  d'un  droit ^  done  Tare  FM  compris  cntre  ses  c6tes 
est  egal  au  quart  de  la  circonf(^rence ;  il  en  resulte  que  Tan- 
gle au  centre  FGM  est  droit.  Dans  le  triangle  rectangle  MGC, 
on  a 

Gm'=MKxMC; 
mais 

GM  =  GE  =  ^,     MK  =  AK  =  or, 
done 

equation  complete  du  second  degre. 

Quatrieme  solution.  —  Elevons  au  point  F,  sur  CF 
[fig.  6 ),  la  perpendiculaire  FG,  qui  rencontre  en  G  le  pro« 
longement  de  CD ;  et  du  point  F  menons  FL  perpendiculaire 
sur  CG ;  faisons 

DG  =  J?,     CD  =  rt,     EF  =  b, 
Le  triangle  rectangle  CFG  donnc 

Cg'=CfVfg'      el      CGXFL  =  CFXFG. 
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Mttltipliant  par  2  les  deux  membres  de  la  seconde  e^alite, 
et  retranchani  de  Ik  premiere,  il  vient 

(i)  CG  (CG  —  2FL)  =  (CF  —  EG)'; 

or, 

CG=GD-hDC  =  j:4-fl,     CG  — 2FL  =  (x4-a)— 2a  =  ^  — «. 

FG  etant  egal  a  CE ,  a  cause  de  Tegalite  des  triaugles  rec- 
tangles FGL  ^  CDE ,  on  a 

CF  — FG  =  EF=:ft; 

substituant  cesvaleurs  dans  IVgalite  (i))  on  trouvc 

jr*  —  a'  =r  6%     ou     «» =  fl»  -h  b\ 

equation  binome  du  second  degre. 

7.  Par  Texemple  qui  vient  d'etre  traite,  on  peut  recon- 
naitre  de  quelle  importance  est  le  choix  de  Tinconnue. 
Dans  la  premiere  solution ,  en  prenant  pour  inconnue  la 
distance  AF  {Jig.  5 ),  nous  sommes  parvenus  a  une  ^nation 
complete  du  quatriime  degre.  Ce  r^sultat  pouvaitetre  prevu : 
en  effet ,  d'apres  les  conditions  generales  de  Tenonce ,  la 
longueur  donn^e,  en  la  supposant  suffisamment  grande, 
peut  ^tre  comprise  dans  chacun  des  trois  angles  HAL, 
HAL',  H'AL;  et,  dans  le  premier  de  ces  trois  angles,  on 
peut  mener  par  le  point  CdeuxdroitesE"CF'',  E"'CF'", 
egales  a  cette  m^me  ligne  donn^e  -,  ce  qui  fait  g^neralement 
quatre  solutions.  Or,  si  au  lieu  de  choisir  AF  pour  in- 
connue, on  prenait  AF',  F^uation  a  laquelle  on  serai t 
conduit ,  ne  differerait  de  la  premiere,  qu'en  ce  que  x  serai t 
remplacee  par  —  x ,  comme  on  peut  s*en  assurer  par  le 
calcul  \  et  il  en  serait  encore  de  m^me ,  si  Von  prenait  pour 
inconnue  AF"  ou  AF'".  D'apres  cela,  on  voit  que  les  dis- 
tances AF',  AF",  AF'"  representent  des  racines  negatives  de 
Tequation  a  laquelle  on  parvieni  en  posant  AF=  x:  d'ail- 
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leurs  AF  est  racine  positive  de  cettc  Equation;  cette  der- 
niere  devait  done  fttre  du  quatrieme  degre. 

Dans  la  seconde  solution,  nous  avons  pris  pour  inconnue 
la  distance  CG,  du  point  C  au  milieu  de  EF.  En  supposant 
que  CEF  r^ponde  a  la  question ,  si  Ton  prend  AF'  =  AE , 
et  que  Ton  m^ne  la  ligne  CE'F',  elle  fournira  une  seconde 
solution.  Nous  ferons  remarquer  egalement  que  si  E'^CF" 
donne  une  solution,  en  prenant  AF'"  =  AE",  et  menant  la 
ligne  F"XE'",  elle  conviendra  auproblime;  mais,  ici,  les 
distances  CG ,  CG'  sont  egales  entre  elles ,  et  il  en  est  de 
mfeme  de  CG"  et  CG'",  les  points  G',  G",  G"'  ^tant  les  mi- 
lieux  des  droites  E'F',  E"F",  E"'F"'.  On  ne  devra  alors 
trouver  pour  Vinconnue  que  deux  valeurs  diififrentes;  ce 
qui  est  conforme  au  resultat  obtenu ,  Tequation  etant  bi- 
carree. 

Dans  la  troisieme  solution ,  la  valeur  de  Tinconnue  AK 
{fig'  5 )  est  evidemment  la  m^me  pour  les  deux  lignes  CEF , 
CF'E';  la  m&me  reniarque  s'applique  aux  deux  lignes 
E"CF",  E'"CF"'.  On  obtient  done  seulement  deux  valeurs 
pour  Tinconnue,  ce  qui  est  indique  par  Tequation  trouvee 
qui  est  du  second  degre. 

On  peut  demontrer,  de  la  m6me  maniere ,  que  dans  la 
quatrieme  solution  Finconnue  n'est  susceptible  que  d'une 
seule  valeur. 

De  cette  discussion  resulte  cette  consequence  Importante, 
qu'il  faut  choisir  pour  inconnue  celle  qui  doit  avoir  le  plus 
petit  nombre  de  valeurs. 

• 

8.  On  peut  remarquer,  par  ces  exemples,  quelle  variete 
de  moyens  on  a  pour  resoudre  une  question^  mais  on  doit 
observer  en  m^me  temps  que  parmi  tous  ces  moyens ,  il  en 
est  de  bien  plus  expeditifs  que  d^autres.  Nous  trouvons  ici 
Toccasion  de  donner  une  regie  sur  le  choix  des  inconnues. 

Lorsque  deux  qiiantites  ont  une  telle  ressemhlance  de 
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rapporls  avec  les  autres  quant  it  es  de  la  question  j  queii 
prenant  Vune  ou  V autre  pour  inconnucy  on  arrii^e  a  des^ 
equations  entieretnent  semblables ,  ou  quen  les  prenant 
toutes  deux  en  mdme  temps,  elles  soient  du  meme  degre  et 
entrent  de  la  meme  maniere  dans  V equation  finale  y  ou  ne 
different  que  par  les  signes  -^  et  — ,  il  faut  les  rejeter 
toutes  deux  egalement ,  et  prendre  a  leur  place  une  troi^ 
siime  inconnue  qui  ait  un  m^me  rapport  a\fec  Vune  et  Vau^ 
trey  par  exemple  leur  dcmi-somme  ou  leur  demi-difference^ 
ou  une  moyenne  proportionnelle ,  ou  enjin  telle  quantite 
quon  voudra  qui  ait  avec  elles  une  meme  relation,  pourvu 
que  cette  quantite  soit  la  seule  qui  jouisse  de  cette  pro^ 
priete. 


§  II.  —  Construction  des  expressions  algebriques. 

9.  La  resolution  d'un  problvme  de  geometric  par  le 
moyen  de  I'algebre  se  compose  dc  trois  parties  priiicipales  : 
il  faut  premiirement  mettre  le  probleme  en  equations; 
2^.  resoudre  Fequation  ou  les  equations  du  probleme; 
3°.  construire  les  valeurs  obtenues.  Nous  avons  deja  fait  con- 
naitre  la  metliode  a  suivre  pour  traiter  la  premiere  panic ; 
la  deuxieme  est  du  ressort  de  Talgibrc.  Nous  sommes  done 
conduits  immediatement  i  nous  occuper  de  la  troisieme. 
Nous  allons  considerer  les  expressions  que  I'on  pent  con- 
struire avec  la  regie  et  le  compas.  II  est  bien  entendu  que 
ces  expressions  representeront  des  droites. 

Lorsque  I'expression  est  rationnelle  ct  enlierc,  c'est-a- 
dire  quand  on  a,  par  exemple, 

a,  b^  c,  dy  etc.,  representantdes  lignes  :  a  partir  d'un  point 
O  (fig'  7),  pris  sur  une  droite  indefinie  X'X,  on  porle, 
les  unes  a  la  suite  des  autres,  les  lignes  a,  c,  etc.,  dans 
le  sens  OX  ;  ce  qui  donne  une  certaine longueur OD.  Puis, 
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a  partir  de  I'extremit^  D ,  dans  le  sens  DX',  on  porte  ^gale- 
ment  les  lignes  i,  d,  etc.  Si  la  somme  de  ces  derni&res  li- 
^es  est  plus  petite  que  DO,  et  se  termine  en  H ,  la  droite  OH 
representera  la  yaleur  de  x.  Dans  le  cas  ou  la  seconde  somme 
b-hd  -h  etc.  est  plus  grande  que  la  premiire  a  -f-  c  4-  etc. , 
le  point  H  tombe  en  un  certain  point  H'  situe  a  gauche  du 
point  O,  et  la  valeur  absolue  de  x  est  representee  par  OH'. 
Quand  Texpression  est  rationneUe  et  fractionnaire,  on 

ramene  sa  construction  a  ceUe  d'expressions  de  la  forme  — 9 

—qui  sont,  Fune  ane  quatriime proportionnelle  sua  lignes 

c,  a,  fr,  et  Tautre  une  troisiime  proportionnelle  aux  li- 
gnes c,  a. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  termes  de  la  fraction 
soient  des  mon6mes ;  qu^on  ait ,  par  exemple , 

a^bcd 


X 


Cette  fraction  revient  a 

a*       a       bed 

f    f     g     f^     h 

a' 
Le  premier  facteur  -r:  est  une  troisieme  proportionnelle,  a, 

aux  deux  lignes y'et  a.  II  en  r^sulte 

eta       b       c       d 
f       g       h       h 

Le  facteur  -^  est  une  quatrieme  proportionnelle,  a\  aux 

lignes y*,  a^  a\  et,  par  suite, 

bat!      c       d 
g         /i       h 

De  m&me 

6  a' 


g 


n 

a  , 
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d'ou 


Posant 


on  a 


quatrieme  proportionnelle  aux  lignes  connues  h^  d^  a."^. 

On  voit,  par  cet  e:scemple,  que,  quels  que  soientles  nom- 
bres  des  facteurs  des  deux  termes,  on  construira  I'expres- 
sion  en  cherchant  autant  de  quatriSmes  propprtionnelles 
qu'il  y  a  de  facteurs  dans  le  denominateur,  en  supposant, 
comme  nous  Tavons  fait ,  que  le  nombre  des  facteurs  du  nu- 
merateur  surpasse  d'une  unit^  le  nombre  des  facteurs  du 
denominateur.  Nous  verrons  bient6t  quecette  condition  est 
remplle  lorsque  x  representant  une  droite ,  aucune  ligne  de 
la  question  n'a  et^  prise  pour  unite. 

Soit ,  maintenant , 


ce  qui  revient  a 


mnp 


a}  be       d^e"      fghk 

X  = h 


mnp       mnp       mnp 

Chacune  de  ces  dernieres  fractions  se  construira  comme 
precedemment ,  et,  en  designant  par  «',  a!\  a'",  les  trois 
lignes  representees  par  ces  trois  fractions ,  on  aura 

x=za*  -h  a"  —  a"' . 

Supposons  enfin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  etant 
des  polyn6mes ,  on  ait 
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CeUe  expression  revient  k 

jf—-.. 5 ^- 


Les  fractions  mon6mes  "-A»  *^tT"»  ^»  V'  ^^P^^'^^^^ 

des  lignes  qu^on  pent  designer  respectivementpar  a,  6,  a\  S\ 
on  aura 

Or,  c  4-  «  —  6  repr^sentant  une  ligne  r,  et  m  —  a  -h& 
etant  aussi  une  ligne  d^  on  obiiendra 

fraction  dont  les  deux  termes  sont  des  mon6mes. 

On  pourrait  toutefois  ramener  le  dernier  caa  k  oelui  qui 
le  precUe,  en  transformant  seulement  le  d&ioimnateur 
i* m  — pqr  -H  5*«  en  un  niim6me  l*i. 

Nous  allons  passer  aux  expressions  irralionnelles  du  se- 
cond degre.  Le  radical  du  second  degr^  pent  toujours  M 
ramener  a  I'une  des  trois  formes 

Soitd^abord 


=  ^a'— ^»+c»  — rf* 


On  construira  le  c6te  d'un  carre  a'  equivalent  k  la  somme 
des  Carres  a*,  c*,  etc.^  puis  le  c6ted'un  autre  carr^  6*,  Uni- 
valent a  la  somme  des  carr^s  £*,  d*^  etc.  II  en  r^sultera 


On  voit  sans  peine  que  x  est  le  c6te  de  Fapgle  droit  d'un 

2. 
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triangle  rectangle,  ayant  a.  pour  hypotenuse,  et  6  pour 
second  c6te  de  Tangle  droit. 
Soit  9  en  second  lieu  : 


__ah  fa^b      d^fg 

"  c'^y    c'  hi 


fg      m^n 


hi  pq 

Le  terme  rationnel  —  se  construit  comme  on  Pa  deja  vu. 
Quant  au  radical,  on  peut  Tecrire  de  la  maniere  suivante  : 


\/ 


a}       ab       d}       fs       m^       mn 

-X tX'^h — X  — 

c         e         n         I         p  q 


Ghacun  des  termes  du  radical ,  ^tant  un  produit  de  deux 
lignes,  peut  tive  remplae^  parun  carre.  En  executant  les 
operations,  et  en  repr^sentant  les  trois  carres  par  «• ,  6*,  y*^ 
le  radical  deviendra 

et  rentrera  alors  dans  le  cas  precedent. 

Nous  n'avons  eonstruit  que  les  radicaux  du  second  degre, 
mais  la  question  ne  prison  terait  pas  plus  de  difficulte  si 
Findice  du  radical  etait  une  puissance  de  a.  Par  exemple„ 
soit 


La  valeur  de  x  peut  6tre  mise  sous  la  forme 


Faisant 


a^b^  '      a^b^ 
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«aatira 


(c-«4-6) 


Mais  c  —  a-f-6,p-i-y  sonl  des  lignes  que  Ton  peut  repre- 
senter  par  oc\  6'^  done 


*/^V?       .  I    Ja^h^o!       4  /^,  lab      hJ 

Et,  en  observant  que  —  X  -^r  ®st  un  produit  de  deux 
Iignes  que  Ton  peut  remplacer  par  un  carri  d',  il  vient 

On  n'a  plus  qu^a  chercher  une  mojenne  proportionnelle 
enlre  a  et  d. 

Nous  ne  traiterons  pas  les  expressions  irrationnelles  qui 
ne  sont  pas  susceptibles  d'etre  ramenees  a  des  radicaux  du 
second  degre,  parce  que  ces  expressions  ne  peuvent  pas  6tre 
construites  avec  la  droite  et  le  cercle  qui  sont  les  seules 
Kgnes  dont  on  s'occupe  en  geooi^trie  el^mentaire. 

BE  l^uomog]^n£it£* 

10.  On  nomme  equation  homogkne  ^  expression  homo-^ 
gene,  une  equation  ou  une  expression  dont  tons  les  termes 
sont  du  m^me  degr^.  Lorsque  les  lettres  repr^sentent  des 
lignes,  le  degr^  d'un  terme  en  tier  est  ^gal  au  nombre  des 
facteurs  alg^briques  qui  entrenl  dans  ce  terrae.  Ainsi, 
$a^b*c  est  du  sixi^me  degre. 

Lorsque  le  terme  considere  est  fractionnaire ,  son  degre 
est  le  degr^  du  num^rateur  diminu^  de  celui  du  denomina- 

leur  ^    ^   ^    est  du  quatrieme  degr^. 

Si  le  terme  est  irrationnel ,  on  obtient  son  degre  en  divi* 
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sant  par  Findice  du  radical  le  degr^  de  la  quantity  placee 

sous  ce  m^me  radical  j  i/         ^    est  du  troisieme  degre. 

n  r^sttlte  des  definitiona  qui  viennent  d'etre  donnees  que 
si ,  comme  nous  Tavons  suppose ,  les  lettres  repr^sentent  des 
lignes,  r^uation 

est  homog^ne,  et  tous  ses  termes  sont  du  second  degre. 
n  est  important  de  faire  observer  qu'une  Equation  telle 

que  ax-hs^i  3^i^x  est  encore  homogene ,  si  a  et  a:  repr^- 
sentent  des  lignes ,  5  une  surface  et  (^  un  volume ,  parce 
qu'une  surface  est  consid^ree  comme  un  produit  de  deux 
dimensions ,  et  un  volume  comme  un  produit  de  trois  di- 
mensions. 

1 1 .  Principe  de  Vhomogeneite.  —  Lorsqu^en  appliquani 
Talgibre  a  la  resolution  d'un  prohleme  de  g^om^trie,  au-* 
cune  ligne  donn^e  dans  la  question  n'a'et^  prise  pour  unit^, 
Tequation  ou  les  equations  qu'on  o&tient  doivent  Stre  ho- 
mogenes  (*). 

Ce  principe  est  verifi^  par  toutes  les  egalites  immediate- 
ment  d^uites  des  theoremes  de  la  geometric  el^mentaire. 
Ainsi,  a,  b^c^  representant  Thypotenuse  et  les  c6t^  de 
I'angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  on  a  Tequation  homo- 
gene  a*  =:  J*  -+-  c*.  De  m&me,  si  c  represente  une  moyenn^ 
proportionnelle  entre  a  et  i,  on  a  encore  F^ualion  homo- 
gene  c'  =  ab,  Ces  relations  restent  les  memtes ,  quelle  que 
soit  la  ligne  a  laquelle  on  ait  rapport^  celles  de  la  figure, 

{*)  II  est  souso-entendu  que  les  fonctions  trigonometriqu^s  sont  consid^ 
rees  comme  des  facteurs  numeriques,  et,  par  suite,  ne  peuvent  entrer  dans 
revaluation  des  degres   des  termes.  Ainsi  les  tetmes  c  cos  « ,  a*  sin'  m  , 


tan^  V. 


sont  respcctivemcnt  du  premier,  dcuxleme  et  troisieme  de(fr^. 
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Demonlrons  maintenant ,  d'une  mani&re  generic,  le 
principe  de  l*homogeneit^. 

II  est  clair  que  loute  equation  du  problimeque  Ton  traife 
exprime  une  relation  entre  certaiues  grandeurs,  et  que  cette 
relation  est  ind^peudante  des  unites  auxquelleson  a  compai*^ 
ces  grandeurs ,  pour  les  exprimer  en  nombres. 

Cette  equation  subsistera  toujours  quand  on  rapportera 
Ics  quantites  qu'elles  renfermenta  de  nouyeUes  unites;  or, 
si  une  certaine  unite  devient  n  fois  plus  petite,  toutesles 
quantites  de  son  espice  seront  exprimees  par  des  nombres 
n  fois  plus  grands ;  de  sortc  que  Tequation  dont  il  s'agit 
devra  subsisler  encore  lorsqu'on  y  donnera  a  cbacune  de 
ces  quantites  uue  valeur  n  fois  plus  grande.  Alors,  cbaqne 
lerme  de  Tequatioii  se  trouvant  multiplie  par  une  puissance 
de  n  marquee  par  le  dc^re  de  ce  tcrme ,  tous  les  ternies  du 
meme  degre,  quelle  que  soit  Icur  composition,  varieront 
dans  le  m^me  rapport,  tandis  que  les  termes  de  dcgr^s  difle- 
rents  varieront  dans  d^autres  rapports^  il  faudra  done,  pour 
que  Tequation  ne  soit  pas  troublec ,  que  tous  les  tcrmcs 
qu'ellc  contieut  soient  du  memc  degre ,  c'est-a-dirc  que 
cette  equation  soit  homogenc. 

12.  L*homogeneite  cesse  d^exisler  desqu'on  suppose  une 
des  lignes  donnees  egale  a  Tunite,  car  alors  les  factcurs  et 
les  diviseurs  ^gaux  a  cette  ligne  disparaissent;  mais  on  peut 
la  retablir. 

En  effet,  il  est  aise  de  comprendre  que  reciproquement 
si, en  partant  d'une  equation  ainsi  allerec,  on  veut  lui  rendro 
son  etat  primitif,  il  sufQt  d'introdnire  Ic  multiplicateurou 
le  diviseur  i ,  de  maniere  que  tous  les  termes ,  en  comptant 
ces  facteurs  ou  diviseurs  i ,  se  trouvent  6tre  du  m^me  degre  •, 
en  y  remplacant  ensuile ,  pour  plus  de  clarte,  ce  signe  i  par 
une  lettre  indeterminee ,  Tequalion  sera  necessairement  re- 
venue a  la  forme  qu'elle  aurait  cue  d'abord ,  relaiivcment 
a  une  unite  independanle  des  ligucs  considerees, 
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On  deduit  de  cequi  precede  la  regie  suivante  r 
Quand  iine  des  quantites  qui  entrent  dans  la  question 
aiira  etc  prise  pour  unite,  ilfaudra^pourretabUrrhomO" 
geneile ,  representer  cette  quantite  par  une  lettre  et  I'ln* 
troduire  comme  nmltiplicateur  ou  comme  di^iseur  dans  les 
diffirents  termes  deV equation  j  a  des  puissances  telles  que 
tous  les  termes  aient  le  mdme  degre, 

Supposons  qu'ayant  pris  une  certaine  Hgne  pour  unite, 
on  ait  trouve 


/a       c^d 


On  designers  par  /  la  ligne  qui  a  ele  prise  pour  unite  et 
Ton  multipliera  les  quantites  sous  le  radical,  par  des  puis- 
sances de  /  telles  que  tous  les  termes  places  sous  le  radical 
soient  du  second  degre ,  ce  qui  donnera 


=Vt-— • 


§  III.  —  Des  valeurs  negatii^es,  ou  imaginaires  des 

inconnues, 

13,  On  a  Yu,  dans  I'algebre,  que  les  questions  sur  les 
nombres  couduisent  quelquefois  a  des  valeurs  negatives ,  soil 
pour  toutes  les  inconnues ,  soil  pour  quelques-unes  d'entre 
elles ;  I'interpretation  de  ce^s  valeurs  s^applique ,  en  general , 
au^  problimes  de  geometric  qu'on  resout  par  Fanalyse.  En- 
trons,  a  ce  sujet,  dans  quelques  developpements. 

Revenons  au  probl^me  du  n^  3 ,  dans  lequel  on  propose 
de  diviser  une  droite  AB  {fig'  2)  en  moyenne  et  extreme 
raison,  c'est-a-dire,  comme  on  sait,  en  deux  segments  AC., 
CB ,  tels  que  AC  soit  moyen  proporlionnel  entre  la  ligQ^^ 
eniiere  AB  et  I'autre  segment  CB. 

En  posant  AB  ==  a ,  AC  =  x .  on  a 

BC  =  r?  —  X, 
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et,  par  suite, 

2     V        4 

La  premiere  valeur  positive  et  plus  petite  que  a,  convient 
a  la  question ,  en  determinant  un  point  C  situ^  entre  A  et  B  •, 
mais  la  seconde  valeur,  qui  est  negative ,  ne  pent  pas  Hre 
consid^ree  comme  une  reponse  au  problime  tel  qu'il  est 
enonce.  D'apres  la  m^thode  suivie  en  alg^bre ,  changeons 
dans  I'equation  le  signe  de  x,  elle  devient 


x*  =  fl  (<i  -i-x). 


et  conduit  a 


L'equation  qu'on  vient  de  resoudre  est  celle  a  laquelle  on 
parviendrait  si  Ton  cherchait  sur  le  prolongement  de  BA 
un  point  C^  dont  la  distance  au  point  A  fut  moyenne  pro- 
portionnelle  entre  sa  distance  au  point  B  et  la  droite  AB;  il 
resulte  de  la  que  si  Ton  porte  la  valeur  positive  de  x  comme 
on  Ta  fait  de  A  en  C ,  et  la  valeur  negative  de  A  en  C^  a 
gauche  de  A ,  on  aura  les  deux  solutions  du  probleme  sui- 
vant :  Trouper  sur  la  droite  indefinie  gut  passe  par  deux 
points  donnes  A  et  B,  un  point  dont  la  distance  au  point  A 
soit  moyenne  proportionnelle  entre  sa  distance  au  point  B 
et  la  longueur  connue  AB.  Enonc^  de  cette  mani&re,  le 
probleme  est  generalise ,  puisque  le  point  que  Ton  cherche 
n'est  plus  assujetti  a  la  condition  visiblem^nt  trop  res- 
treinte,  d*6tre  situe  entre  A  et  B^en  effet,  on  reconnait 
sans  peine  que  la  distance  au  point  A  d'un  point  C  situe 
sur  le  prolongement  de  BA ,  pent  etre  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  distance  de  ce  point  QJ  au  point  B  et 
]a  longueur  AB. 

On  aurait  pu  se  proposer  d'abord  cetle  question  gene- 
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rale.  Alors,  en  regardant  le  probleme  comme  resolu,  et 
supposant  que  le  point  C  fut  le  point  demande,  on  serai  t 
arrive  en  posant  AC  =x  kla  meme  equation 

(i)  a'crr  a  {a  —  x)y 

et  aux  m^mes  valeurs  de  x.  Mais  on  aurait  introduit  des  le 
commencement  du  calcul  une  restriction  que  ne  comporte 
pas  r^nonce ,  puisqu'on  aurait  suppose  le  point  C  situe 
entre  A  et  B.  La  valeur  positive  est  la  seule  qui  convienne 
a  cette  supposition ,  et  la  valeur  negative,  etant  prise  posi- 
tivement  et  portce  du  c6te  AX ,  oppos^  a  celui  ou  Ton  a 
clierclie  le  point  C ,  determine  la  seconde  solution  du  pro- 
bleme. 

II  resulte  de  ce  qu'on  vient  de  voir,  que  la  valeur  nega- 
tive sert  tantot  a  generaliser  un  probleme  dont  le  propose 
n'est  qu'un  cas  particulier,  tanl6t  a  faire  disparaitre  line 
restriction ,  d'abord  necessaire,  pour  mettre  le  probleme  en 
equation. 

Mais  il  est  important  de  remarquer  que  la  valeur  nega- 
tive prise  d'une  maniere  absolue,  a  ete  portee  en  sens  con- 
traire  a  celui  dans  lequel  on  a  plac^  la  distance  cher- 
cbee. 

De  la  ce  principe  adopte  : 

Lorsqiion  applique  Valgebre  a  la  resolution  d'un  pro^ 
hlhme  de  geometric  et  quon  p rend  pour  inconnue  une 
distance  comptee  sur  une  ligne  donnee  a  partir  d'un  point 
fixe  sitae  sur  cette  ligne ,  les  valeurs  negatives  de  cette 
inconnue  doii^ent  ^tre  portees  en  sens  oppose  a  celui  oii 
Von  a  suppose  que  cette  distance  etait  placee. 

14.  L*application  de  Talgebre  a  la  resolution  d'un  pro- 
bleme de  geometric  pent  donner  pour  Finconnue  ou  les 
inconnues  des  valeurs  imaginaires.  Ces  valeurs  indiquent 
souvent  Fimpossibilite  du  probleme^  nous  ne  dcvons  pas 
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dire  qu'elles  indiquent  toujours  rimpossiblite ,  car  il  y  a 
des  cas ,  comine  nous  allons  le  faire  voir,  ou  ces  valeurs 
proviennent  d'une  fausse  hypolhese  etablie  pour  mettre  le 
probldme  en  ^nation. 

Reprenons  le  probl^me  du  n^  3 ,  et  supposons  que  Ic 
point  demande  soil  situ^  en  C"  (fig.  a)  du cdle  BY.  Faisons 

BC"  =  x,     AB=:a, 

tkCi"  sera  egal  a  41 + x,  et,  d  apr^  les  conditions  de  Fenonce, 
nous  aurons  T^quation 

[a -^  xY  z=z  ax  ^     ou     x' -|- ox  H- a' =  o ; 
ce  qui  conduit  a 


=-i±i/ 


valeurs  qui  sont  imaginaires. 

Nous  Savons  deja  que  la  question ,  en  elle-m^me ,  n'csi 
pas  impossible ,  puisque  nous  avons  trouve  deux  solutions ; 
Tune  de  ces  solutions  donnant  un  point  entre  A  et  6 ,  et 
Tautre  un  point  situe  a  gauche  de  A. 

L'impossibilit^  provient  ici  de  la  supposition  faite  en 
eonu&en^ant ,  supposition  qui  pla^ait  le  point  cherch^  au 
dela  du  point  B,  par  rapport  au  point  A.  On  voit,  en  eiTet, 
qa'une  idle  hypothise  est  inadmissible,  puisque  la  dis- 
tance KQ",  qui  devrait  ^tre  moyenne  proportionnelle  entre 
las'  longueurs  AB,  BC'',  est  plus  grande  que  cbacuue  dVHes. 

15.  Nous  devons  faire  remarquer  qu'une  valeur  positive 
de  Tinconnue  ou  de  I'une  des  inconnues,  n'est  pas  toujours 
une  reponse  a  la  question  qui  a  fourni  cette  valeur. 

Soit  propose,  par  cxemple,  le  problime  suivant : 

Connaissant  l* hypotenuse  BC  (fig.  8),  et  la  somme 
AB  +  AC  +  AD  des  cdtes  de  V angle  droit  et  de  la  hau- 
tear  d'un  triangle  rectangle  j  determiner  le  triangle. 

Soient  BC  =  a ,  AB  -4-  AC  -+-  AD  =  J.  En  posant  AD  =  j\ 
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AB  =  J,  il  en  resuhera  d  abord 

AC  =  ^  —  X  —  y^ 
Le  triangle  rectangle  BAG  donnera 

ou 

(1)  2/'+a7*-}-  2jr^  —  2^X 2^/ +  ^*— a'=:  o. 

De  plus ,  a  cause  de  la  similitude  des  triangles  rectangles 
BAG, CAD,  on  a 

a\y  \\  h  —  x—y  \x^ 
d'ou  Ton  tire 

y^'-^xy  —  hy -\' ax=io^ 

ou  bien,  en  multipliant  par  2 , 

(2)  2/'-+-2j:j  —  2^j^4-2flj:  =  o, 

Retranchant  I'equation  (2)  de  (1) ,  il  vient 

x"^  —  ihx  —  2  flrx  -f-  6^  —  a'  =:  o  ; 
d'ou 

X  =  a -4- ^  ±  V^2  «' -1- 2  a6. 

La  premiere  valeur  est  evidemment- positive,  la  seconde 
est  aussi  positive,  car  la  quantite  ia?  -\^%ah  pouvant  6tre 
remplacee  par  a*  -f-  a*  -H  2  ai ,  est  plus  petite  que  le  carre 
de  [a-^h^  ^  puisque  a ,  hypotenuse  du  triangle,  est  neces* 
sairement  moindre  que  h  qui  repr^sente  la  somme  des  c6tes 
de  Tangle  droit,  augmentee  de  la  hauteur. 

La  hauteur  du  triangle  etant  evidemment  plus  petite  qu€ 
i,  et,  a  plus  forte  raison,  que  a  -h  i,  la  premiere  valeur 
de  X  ne  pent  etre  une  reponse  au  probleme. 

16.  On  sait  que  les  raciues  d'une  equation  du  second 
d<egre  a  une  inconnue  peuvent  etre  imaginaires  Ou  reelles  •, 
proposons-nous  de  les  construire  lorsqu'elles  tombent  dans 
c^  dernier  cas.  L' equation  du  second  degr^^  en  ayant  egard 
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aux  signes  des  tennes,  peut  aroir  Tune  des  formes  sui- 
Tantes :  • 

(1)  x*^px  +  q=zOy 

(2)  x^  —  px  —  ^  =  0, 

(3)  x»-|-/>x4-7  =  o, 

(4)  x^-hpx  —  ^  =  o. 

Lorsque  x  eip  representent  des  Iignes,  il  faut ,  pour  Fho- 
mog^n^ite,  que  le  dernier  terme  q  represente  une  surface. 
Designons  par  b*  le  carr^  Equivalent.  Alors  T^uation  (i) 
devient 

x'  —  px  -+-  b^  =  o^ 
d'ou  Ton  lire 

x(p  —  or)  =  ft*. 

On  Toit  que  cette  &)uation  est  la  traduction  algebrique  de 
Fenonce  du  problime  suivant :  Constnure  un  rectangle, 
connaissant  la  surface  V  et  la  somme  p  des  cdtes  adj'a- 
cents. 

Prenons  AB  =  p  {fig*  9)\  sur  cette  ligne  comme  dia- 
mitre  d^criyons  une  demi-circonference  \  en  un  point  quel- 
eonqne  6 ,  Eleyons  sur  AB  la  perpendiculaire  BC  =  b  -,  par 
TextremitE  C  menons  CDE  parallele  a  BA ;  et  d'un  des 
points  de  rencontre  D  de  la  parallele  avec  la  circonference  > 
abaissons  DG  perpendiculaire  sur  AB.  Nous  aurons 

AGxGB  =  Dg!     ou     AG(/?  — AG)  =  ^% 

ou  bien  encore 

BG(/?  —  BG  )  =  /•'. 

II  resulte  de  la  que  les  segments  AG  et  BG  du  diam^trc 
sont  les  racines  de  I'dquation 

X  (/>  —  J?)  =  b^. 
Si  BC  =i  AB,  ou  4*=r  \p^    la  ligne  CDE  devient  tan- 
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gente ,  et  les  deux  se^enu  AG ,  BG  sont  egaux  k-^p.  Gesi 
le  cas  ou  les  racines  de  T^quation  sont  egajes.  Lorsque  BC 
surpasse  -j  AB,  la  ligne  CDE  cesse  de  renconlrer  le  cerclej 
cette  circonstance  r^pond  au  cas  des  racines  imaginaires. 
L'equation  ( 2 )  revient  a 

Sous  cette  forme ,  on  reconnait  la  traduction  algebrique  de 
I'^nonce  du  probleme  suivant:  Const  mire  un  rectangle  9 
connaissant  la  surface  b*  et  la  difference  p  des  cdtes  ad- 
jacents, 

Sur  AB  =  p  (fig.  10),  comme  diam^tre,  on  dicrira  la 
circonference  OB.  Au  point  B,  on  menera  la  tangente 
BC  =  i,  dont  on  joindra  I'extremite  C  au  centre  O,  en 
prolongeant,  toutefois ,  la  ligne  de  jonction  jusqu^a  son  in- 
tersection E  avec  la  circonference.  On  aura 

CExCD  =  Cb',     ou     CE  {CE  —  p)  z=z  b\ 

on  aura  aussi 

—  CD(— CD— /?)=6». 

Ce  qui  prouve  que  les  racines  de  Fequation  sont  -f-  CE  et 
—  CD. 

En  changeant  les  signes  des  racines  des  equations  (i) 
et  (2)  qui  viennent  d'etre  construites,  on  a  evidemment 
celles  des  equations  (3 )  et  ( 4) • 

§  IV.  —  Application  de  Valgebre  a  quelques  problemes 

de  geometrie, 

17.  Reprenons  le  probleme  qui  a  pour  objet  d'inscrire 
un  carre  dans  un  triangle.  En  nommantx  le  c6te  du  carre, 
et  faisant  [fig-  i) 
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on  a  trouv^  (n°  2) 

ah 


Le  carre  pouvant  s'appuyer  sur  un  quelconque  des  trois  c6- 
tes  du  triangle ,  nous  allons  chercher  dans  quel  cas  cc  carre 
inscrit  est  maximum.  D*apr£s  la  forme  de  la  valeur  de  x,  il 
est  visible  que  quel  que  soil  le  c6te  du  triangle ,  le  num^- 
rateur  de  la  valeur  de  I'inconnue  representera  toujours  le 
double  de  la  surface  du  triangle,  et  le  d^nominateur,  la 
somme  de  ce  c6t^  et  de  la  hauteur  correspondante.  Le  plus 
grand  carre  correspondra  done  au  cas  ou  la  somme  dont  il 
Skagit  sera  la  plus  petite. 

Supposons  BC  plus  petit  que  AC,  ou  a<^6,  en  d^si- 
gnant  par  b  le  second  c6te  AC ;  nommons  A'  la  hauteur  BH' 
correspondante  a  b.  On  aura 

«  4-  A  <  ^  -+-  A'. 
En  efFet ,  I'^alite  ah  =  bh'  donne 

a\h\ :  h'  :  h\ 

on  en  deduit 

b  -^  a  :  h  —  h' ::  a  :  h'. 

Mais  a  est  plus  grand  que  h'  \  done 

b  —  ay>h'-k\     ou     fl-4-A<^-HA'. 

Le  carre  maximum  s'appuiera  done  sur  le  plus  petit  des 
ti*ois  c6tes  du  triangle. 

Remarque.  —  Si  a  =  i,  I'egalite  ah  =  i/i'  donne  h  =  h% 
par  suite, 

et,  dans  ce  cas,  les  carres  qui  s^appuient  sur  les  cotds  a  et 
b  sont  egaux  cntre  eux. 

Lorsque  deux  c6tes   a,   b  par    excmple,    forment  uu 
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angle  droit ,  on  a 

il  y  a  done  encore  deux  carres  egaux. 

Mais  les  hypotbises  que  nous  venous  d'etablir  sont  les 
seules  dans  lesquelles  deux  des  carres  puissent  ^tre  egaux 
entre  eux.  On  voit  effeclivement  que  si  aucune  de  ces  hypo- 
theses n'a  lieu ,  on  aura 

a  <^b     et     a^  h' ^ 

et,  par  consequent,  comme  on  Fa  deja  demontre, 

48.  Probleme. — Inscrire  dans  un  triangle  ABC  (fig.  1 1), 
un  rectangle  GFED,  dont  la  surface  soit  egale  a  m*. 

Soient  BC  =r  a ,  la  hauteur  AH  =  h ,  DE  ==  x ,  DG  =  j^  \ 
on  aura 

xy  z=z  m"^     ei     X  :  a  \\  h  —  y  \  h, 
d'oii 

hx^  ah  —  ay\ 

Eliminant  x ,  il  vient 

(i)  /'  —  /'/-+--— =  o, 


a 


equation  qui  doune 


h  ,       Ih'       hm} 


Lorsque  le  radical  est  reel ,  les  deux  valeurs  de  y  sont 

positives 5  leur  somme  est  A,  et  leurproduit, 5  repre- 

sente  un  carre  qui  est  au  carre  doune  m*,  comme  la  hau- 
teur hA\x  triangle  est  a  la  base  a. 

Pour  construire  ces  valeurs  ,  on  decrit  sur  la  hauteur  AH 
comme  diametre  une  demi-circonference;  on  prend  sur  la 
base,  a  partir  du  point  H ,  pied  de  la  hauteur,  une  distance 


*% 
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HMegale  aucdte  du  carre ^  on  eleve  ensuitc  au  point  M 

une  perpendiculaire  MFP,  rencontrant  la  circonference 
aux  points  P,  P' :  les  longueurs  MP,  MP'  sont  les  valeurs 
de  jr. 

En  effet,  si  Ton  mene  les  perpendiculairesPK,  P'K'sur 
AH,  on  aura 

— »      — »       ////i' 

HKXKA=:KP  =:HM  = 

n 

D'ailleurs , 

HK-HAK=rAH  =  //. 

Par  consequent ,  HK ,  AK  sont  les  racines  de  Tequation  (i ) . 
On  voit  facilement  queHR'  =  AK,  et,  par  suite,  quo 
HK,  HK'  sont  les  valeurs  cliercliees. 

II   resulte   de  la  qu'il   existe  deux   rectangles  DEFG, 
D'E'F'G',  qui  repondent  a  la  question. 

49.  Remarque,  —  La  plus  grandc  valeur  de  in}  est  celle 
pour  laquelle  on  a 


=  —J      oil     /?i»  z=  -7-  ; 
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c'est-a-dii'e  que  la  surface  du  rectangle  maximum  est  egale 
a  la  moitie  de  celle  du  triangle  donne* 

20.  Probleme.  —  Couper  une  sphere  CM  (fig.  12)  parun 
plan,  de  maiiiere  que  le  segment  AMB  soil  equwalent  au 
cone  ay  ant  meme  base  que  le  segment ,  et  pour  sommet  le 
centre  de  la  sphere. 

En  sUpposant  que  H  soit  le  point  du  rayon  CM  par  le- 
quel  le  plan  coupant  doit  etre  mene,  designons  par  x  la 
distance  CH ,  et  par  r  le  rayon  de  la  sphere. 

Puisque  les  deux  volumes  doivent  6tre  egaux,  le  cone  sera 
la  moiu^  du  secteur  CAM6. 
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Or ,  le  volume  du  cone  a  pour  expression 

Celui  du  secteur  est 

I Trr^ X  MH  =r  I  7rr»  (r—  x). 
On  aura  done  I'equation 

jn{r'^  —  .T^)  X  =i  ~  Tt r^  (r  —  x),      ou     (r -|- :r)  j?  =  r^ 

Ce  qui  revient  a 

x"^  -h  rx  —  r^  =  o, 
OU  bien  encore  a 

Le  point  H  sera  done  determine  en  divisant  le  rayou  de  la 
sphere  en  moyenne  et  extreme  raison. 

2i.  Donnons,  en  terminaut  ce  chapitre,  ies  enonces  de 
quclqucs  problemes  a  resoudre. 

I.  Connaissant  la  base  d'un  triangle ,  V angle  ausorrt" 
nret,  et  la  sonime  des  deux  aittres  cotes,  trouver  chacun 
de  ces  cotes. 

II.  Surune  base  donnee,  construire  iin  triangle  dans  le- 
quel  lasomme  des  deux  autres  cotes  soil  double  de  la  base, 
et  dont  le  sommet  soi't  sur  ufie  droite  donnee  de  position, 

III.  Construire  un  triangle  dont  la  base  so  it  a  la  hau- 
teur comme  pest  ac^^ct  quisoit  iclque  Vaire  duplus grand 
rectangle  quon  puissc  j  inscrire,  egalo  m*. 

IV.  Par  un  point  donne  sur  le  plan  de  deux  droites  in- 
"^        definies y  mener  une  sccante  telle  que  Vaire  du  triangle  in- 

tercepte  egale  m^'.  (Discussion.) 

V.  Etant  donnes  la  hauteur  d'un  triangle  j  le  rayon  du 
ccrcle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit ,  trou\^er  Ies 
trois  cotes  du  triangle. 
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VI.  Connaissant  le  perimetre  (Tun  trianglcy  et  fa 
rayons  des  cercles  inscritet  circonscrit,  trom^er  les  cotes, 
Quelles  relations  faut-il  etablir  entr^  les  donnees  pour  que 
le  triangle  soit  equilateral y  pour  quil  soit  isocele,  pour 
quil  soit  rectangle? 

Vn*  Etant  donnes  les  angles j  la  surface  et  le  perime"- 
ire  d'un  trapeze,  trouper  les  quatre  cotes, 

VIII.  Etant  donnees  trois  circonferences  conceniriquesy 
troui^er  le  cote  du  triangle  equilateral  y  dont  les  sommets 
seraient  sur  ces  trois  circonferences. 

IX.  Troui^er  un  triangle  semblablc  a  un  triangle 
donney  et  dont  les  sommets  reposent  sur  trois  circonfe- 
rences concentriques  donnees, 

X.  Etant  donne  un  cercle  sur  une  sphere,  trouv^er  un 
second  cercle  parallele  an  premier  comprenant  a\^ec  lui 

un  segment  qui  soit  dans  le  rapport  -  av^ec  le  cone  dont  le 

sommet  serait  au  centre  du  premier  cercle,  et  qui  aurait  le 
second  pour  base.  Examiner  le  cas  oh  p  =  q-  et  celui  oil 
Von  at\  =  3p. 

XI.  Un  tronc  de  cone  h  bases  paralleles  etant  donne , 
mener  un  plan,  parallele  aux  bases,  qui  div^ise  ce  tronc 
en  deux  parties  ayant  entre  elles  un  rapport  connu, 

XII.  Circonscrire  a  une  sphere  donnee  un  cone  dont 
Vaire  totale  soit  egale  a  celle  d'lin  cercle  donne,  Dans 
quel  cas  cette  aire  sera-t-elle  minimum? 

XIII.  Une  sphere  et  un  cylindre  etant  places  sur  un 

meme  plan,  couper  ces  deux  corps  par  un  second  plan  pa^ 

rallele  au  premier,  de  maniere  que  les  solides  compris  entre 

ces  plans  paralleles  soient  entre  eux  dans  un  rapport 

donne. 

3, 
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XIV.  Conslruive  sur  un  cercle  donne  un  cone  tel  que  le 
"volume  de  la  sphere  inscrite  soit  la  /i''"*'  partie  du  sien, 
( Discussion.  —  Dans  quel  cas  le  volume  de  la  sphere  sera- 
t-il  maximum  I') 

XV.  Inscrire  dans  une  sphere  un  cylindre  donl  la  sur^ 
face  convexe  soit  egale  a  Tim*.  Determiner  la  surface 

maximum, 

XVI.  Inscrire  dans  une  sphere  un  cjlindre  dont  la  sur- 
face  totale  soit  egale  a  n  m},  Trouv^er  le  maximum  de  la 
surface  inscrite. 

XVII.  Trouv^er  parmi  tous  les  cylindres  dont  la  surface 
totale  est  donnee,  celuL  dont  le  volume  est  maxirnum, 

XVIII.  Inscrire  dans  un  cdne  donne  un  cylindre  dont  la 
surface  coni^exe  soit  egale  A  7rm*.  Determiner  le  maximum 
de  la  surface  du  cylindre  inscrit. 

XIX.  Circonscrire  a  un  cjlindre  donne  un  cone  dont  la 
surface  conv^exe  soit  un  minimum, 

XX.  Inscrire  dans  une  sphere  donnee  un  cone  dont  le 
volume  soitun  maximum, 

XXI.  Circonscrire  a  une  spher^e  donnee  un  tr^onc  de  cdne 
dont  le  volume  soit  Trm'*.  Deter*miner  le  minimum  de  ce 
volume, 

XXII.  On  donne  la  surface  totale  et  le  volume  d'un 
cone,  determiner  le  rayon  de  sa  base,  ct  sa  hauteur, 

(Discussion.  —  Quel  est,  pour  un  volume  donne ,  le  mi- 
nimum  de  la  surface?  et  pour  une  surface  donnee ,  le 
maximum  du  volume?) 
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« 

DES  LIEUX  G^OMETRIQUES.  —  COMMENT  ON  LES 
REPRfeENTE  PAR  DES  EQUATIONS. 


22.  On  a  vu,  en  appliquant  les  propositions  de  la  geo- 
metrie  el^mentaire ,  que  lorsqu'on  cherche  un  point  d^apres 
certaines  conditions,  ces  conditions  conviennent  quelque- 
fois  a  tons  les  points  d'une  ra^me  ligne  qu'on  nomme  lieu 
geometrique*  Alors,  le  probleme  est  ind^termine.  Appli- 
quons  Falg&bre  a  quelques  questions  de  cette  esp^e. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  n  resoudre  la  ques- 
tion suivante : 

Un  point  A  etant  donne  sur  une  Jroite  indefinie  AX 
(fig.  i3),  trouv^er  hors  de  cette  droite  un  point  M  tel  qiien 
abaissant  sur  AX  la  perpendiculaire  MP,  cette  perpendi- 
culaire  soit  egale  h  la  distance  de  son  pied  au  point  A . 

On  reconnait  immediatement  que  le  probleme  est  inde- 
termin^^  car,  en  prenant  les  distances  arbitraires  AP,  AP', 
AP",  etc.,  et  en  elevant  Jes  perpendiculaires  PM,  P'M', 
P"]Vf ,  etc.,  respectivement  egales  aux  distances  AP,  AP', 
AP",  etc.,  les  points  M,  M',  M",  etc.,  satisferont  aux  con- 
ditions de  Tenonce. 

Si  nous  designons  par  x  Tune  quelconque  des  distances 
AP,  AP',  AP",  etc.,  et  parj^  la  perpendiculaire  correspon- 
dante,  nous  aurons  Tequationj^  =;  a:,  qui  est  indetermin^e. 
Les  points  M,  M',  M",  etc.,  appartiennent  a  une  droite  pas- 
sant par  le  point  A;  car,  en  joignant  ce  dernier  point  a 
deux  points  quelconqnes  M,  M\  les  triangles  rectangles 
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APM,  AP'M'  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  egal 
compris  entre  c6t^s  proportionnels ;  par  suite,  les  angles 
MAP,  M'AP'  sont  egaux ,  et  les  trois  points  A ,  M,  M'  sont 
en  ligne  droite. 

L'^quation  j^  =  j:  caract^rise  la  droite  AMM'M'',  etc.; 
c'est-a-dire  qu'en  donnant  des  valeurs  arbitraires  ax,  et  en 
prenantles  valeurs  correspondantes  dey,  onpourra  irouver 
autant  de  points  qu'on  voudra  de  cette  droite. 

23.  Prenons,  pour  second  exemple,  la  question  sui- 
vante  : 

Etant  donnes  deux  points  A,  B  (fig.  i4)i  transfer  un 
troisieme  point  C ,  tel  que  la  somme  des  carres  de  ses  dis^ 
tances  aux  deux  premiers  soil  egale  au  carre  de  la  droite 
AB. 

On  voit  encore  ici  que  le  probleme  est  indetermine  \  car 
tons  les  points  de  la  circonference  d^crite  sur  AB  comme 
diametre  repondent  a  I'enonce. 

Appliquons  Talgebre  a  la  question  dont  il  s'agit. 

Abaissons  du  point  C  la  perpendiculaire  CP  sur  AB ,  et 
faisons 

APrrrjT,       CP  =  ^,       AB  =  2£I. 

Les  triangles  rectangles  APC ,  BPC  donnent 


— 9 


AG  =*'+jV      CB  =(2a  — x)'-|-^'; 

d'oii 

et,  par  suite, 

II  est  visible  qu'on  doit  arriver  k  la  meme  equation, 
quelle  que  soit  la  position  du  point  C  au-dessus  ou  au-des- 
sous  de  AB.  D'ailleurs,  Tequation  renfermant  deux  incon- 
nues ,  on  pourra  donner  a  Tune  d'elles ,  x  par  exemple,  des 
\alei^rs  arbitraires,  qui  feront  connaitre  les  valeurs  corres- 
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pondaiites  dey,  Commc  on  a 

on  voit  que  X  ne  pent  recevoir  de  valeurs  negatives,  et 
qu'aucune  valeur  positive  ne  devra  surpasser  2  a.  En  faisant 
varier  a:  de  o  a  2a,  chaque  valeur  de  cette  inconnue  don- 
ucra  pour  jr  deux  valeurs  45gales  et  de  signes  contraires,  que 
Ton  portera^en  sens  opposes  a  partir  de  la  droite  AB. 

Mous  ferons  remarquer  que  le  maximum  du  produit 
X  [ia — x)  esta',  et  correspond  a  x=a.  Alors^en  faisant 
varier  x  Ae  o  k  a^  y  croitra  de  o  a  a ,  et  pour  les  valeurs 
croissantes  de  ,r ,  de  a  a  sa , y  diminuera  de  a  a  o.  Ce  qui 
s'accorde  avec  la  geometric. 

II  resulte  de  la  que  requation^'*=  2  ax  —  x*  donnera 
tons  les  points  de  la  circonference ,  en  faisant  varier  x  do 
o  a  2a. 

Ces  deux  exemples  font  entrevoir  la  possibilite  de  repre- 
senter  des  lignes  par  des  equations.  Nous  verrons,  par  la 
suite,  que  toute  ligne  dont  on  connait  ou  la  definition,  ou 
]a  generation,  ou  une  propri^te  caracteristiquc,  peut  etre 
representee  par  une  equation. 

24.  Dans  la  plupart  des  problemes  de  geometrie,  on  a 
pour  but  de  determiner  des  points;  c'est  pourquoi  nous 
aliens  d'abord  faire  connaitre  la  maniere  de  fixer  analyti* 
quement  la  position  d'un  point. 

Pour  determiner  la  position  d'un  point  sur  une  droite 
AX  (fig*  i5),  on  donne  sa  distance  a  un  point  fixe  A  de 
cette  droite;  on  affecte  cette  distance  du  signe  H-  ou  du  si- 
gne  — ,  selon  qu'elle  est  comptee  du  cote  AX,  ou  du  cole 
AX'. 

D'apres  cette  convention ,  si  Ton  designe  d'une  mani^r^ 
generale  par  x  cette  distance  prise  avec  le  signe  qui  lui  ap- 
partient,  Tequation  x  =  4-  3  conviendra  a  un  point  P  si- 
tue  sur  AX  a  une  distance  de  A,  egalc  a  3  unites;  et  Tc- 
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quatioii  X  =■  —  3  delermiuera  un  point  P'  place  sur  AX'  a 
la  meme  distance  du  point  A, 

1^5.  Pour  fixer  la  position  d^un  point  sur  un  plan,  on 
trace  dans  ce  plan  deux  droites  YAY',  XAX'  (fig'  i6)  qui 
font  entre  elles  un  angle  connu.  Un  point  M  est  determine 
lorsque  Ton  connait  les  longueurs  des  paralleles  MP,  MQ , 
menees  respectivement  de  ce  point  aux  lignes  fixes  AY,  AX. 
Ces  longueurs  MP,  MQ  sont  egales  aux  distances  AQ,  AP. 
Quand  elles  seront  connues ,  on  les  portera ,  a  partir  du 
point  x\,  Fune  sur  YAY',  Tautre  sur  XAX';  et  en  mcnant, 
par  les  points  Q ,  P,  des  paralleles  QM ,  PM  aux  droites  AX , 
AY,  leur  point  de  rencontre  sera  le  point  demande. 

Toutefois,  pour  que  les  points  P,  Q  soient  determines , 
il  faut  que  Ton  donne  non-seulement  leurs  distances  au 
point  A,  mais  encore  que  Ton  fasse  connaitre  le  sens  dans 
lequel  ces  distances  sont  comptees.  On  est  convenu  de 
regarder  comme  positives  les  distances  prises  dans  le  sens 
AX  et  dans  le  sens  AY  •,  et  comme  negatives  celles  qui  sont 
estimees  en  sens  contraire. 

Les  distances  telles  que  AP,  on  son  egale  MQ ,  se  nom-' 
uicnt  abscisses;  et  les,  distances  telles  que  AQ  ou  MP,  s'ap- 
pellent  ordonnees.  On  designe  generalement  les  abscisses 
para:,  et  les  ordonnees  par j^.  L^  ligne  XX',  sur  laquelle  se 
comptent  les  abscisses ,  se  nomme  Vaxe  des  abscisses  ou 
des  X.  La  droite  YY'  est  Vaxe  des  ordonnees  ou  des  y, 

L'ab^cisse  etTordonnee  d^un  point  prises  simultan^ment 
§e  nomment  coordonnces  de  ce  point. 

Le  poi^t  A  ou  se  coupent  les  deux  a^es,  est  Vorigine  des 
coordonnees. 

Les  abscisses  et  les  ordonnees  doivent  6tre  regardees 
^ comme  des  quaniites  variables  susceptibles  de  rjecevoir  tou-; 
tes  les  valeurs  possibles,  positives  ou  negatives. 

P'apres  les  conventions  precedentes,  x  et^  sont  positifsi 
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dans  Tangle  YAX  (fig*  1 6) ;  a:  est  negatif  ely  positif  dans 
Tangle  YAX'-,  x  ^ly  negatifs  dans  I'angle  Y'AX'^  et  enfin, 
X  est  positif  cty  negatif  dans  Tangle  Y'AX, 

Quand  on  donnera  les  coordonnecs  particulieres  d'un 
point,  on  saura  done  dans  lequel  des  quatre  angles  formes 
par  les  axes,  Ic  point  est  silue. 

Si  Ton  a ,  par  exemple ,  x  =  H-  a ,  J'  =  —  3 ,  on  pren- 
dra  dans  le  sens  AX,  la  distance  AP=:  2,  et  dans  le  sens 
AY',  la  longueur  AQ'=3,  et  en  menant  par  les  points 
P  et  Q'  des  parallMes  respectives  aux  axes,  le  point  M', 
auquel  elles  se  couperont,  sera  le  point  demande. 

Pour  lout  point  de  Taxe  des  x,  Tordonnee  est  egale  a  zero ; 
et  pour  tout  point  de  Taxe  des  y,  Tabscisse  est  aussi  egale 
a  zero.  Les  coordonnecs  de  Torigine  sont  done  toutes  deux 
^gales  a  zero. 

S6.  Cherchons  main teu ant  Texprcssion  de  la  distance  de 
deux  points  M',  M"  {fig^  17),  en  fonction  de  leurs  coorr- 
donnees. 

Soient  x\  j'  les  coordonnecs  du  point  M'  5  a:",  y"^  celles 
du  point  M",  et  6  Tangle  des  axes.  En  menant  par  le  point 
M''  une  parallele  a  Taxe  des  x,  jusqu'a  la  rencontre  de  Tor- 
donnee du  point  M',  on  forme  le  triangle  M"DM',  dan^ 
lequel  le  c6te  M"  M'  est  la  distance  demandec. 

Or,  d'apres  un  theoreme  connu ,  on  a 


M'M"  ziilVT'D  -l-M'D  —  2M''D,M'D.cos.M'DM". 

Nommons  D  la  droite  M'M";  cojmme  les  c6tes  M"D 
ct  M'D  ont  pour  valeurs  respectives  [x' — x"),  [y' — y")^ 
et  que  Tangle  M'DM"  est  le  supplement  d«  Tangle  0  d^»s 
axes ,  on  aura 

Telle  est  la  forinule  qui  donne  le  carre  de  la  distance  do 
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ddux  points  en  fonction  de  leurs  coordonnees^  et  par  suite 
cetle  distance  elle-m^me. 

Cettc  formule  a  ete  obtenue  en  placant  les  deux  points 
dans  Tangle  des  coordonnees  positives  ]  mais  il  est  facile  de 
reconnaitre  qu'elle  convient  a  toutes  les  positions  des  points 
dans  les  quatre  angles  formes  par  les  axes,  en  ayant  ^gard 
aux  signes  des  coordonnees. 

Lorsque  Tangle  des  axes  est  droit ,  on  a  cos  0  ==  o,  et  la 
formule  (i)  devient 

En  effet,  dans  ce  cas,  la  distance  D  est  Thypotenuse  d'un 
triangle  rectangle  dans  lequel  les  cotes  de  Tangle  droit  sont 
les  differences  (x' — x^')  et  [y^  —  y''). 

Si  Ton  veut  avoir  la  distance  d'un  point  a  Torigine  des 
coordonnees^  on  supposera  qu'un  des  points  donnes,  M"  par 
exemple,  se  confond  avec  Torigine;  on  aura  alors  x"==  o, 
y'^=  o,  et  les  formules  (i)  et  (a)  deviendront 

(3)  D^=a/*H-/'+  2x'j'cos  e, 

(4)  D'=:x'^-h/'.       ' 

^7.  Maintenant  que  nous  savons  determiner  la  position 
d'un  point,  concevons  qu'une  ligne  quelconque GH  (Jig-  1 8 ) 
soit  tracee  sur  un  plan,  et  que,  dans  ce  plan  ,  on  ait  meiie 
deux  axes  XAX',  YAY'.  II  est  aise  de  voir  que  pour  une 
abscisse  quelconque  AP,  Tordonnee  PM  sera  determinee, 
puisqu'il  suflSra  pour  Tobtenir  de  mener  par  le  point  P  unc 
parallele  a  Taxe  des  j",  jusqu'a  la  rencontre  de  la  ligne  GH. 
Ainsi,  Tordonnee  et  Tabscisse  sont  d^pendanles  Tune  de 
Tautre,  ou,  comme  on  Tenonce  ordinairement,  Tune  quel- 
conque de  ces  deux  quantites  est  fonction  de  Tautre.  Quand 
cetle  fonction  est  constanle,  c'est-a-dire  lorsque  la  relation 
entre  Tabscisse  et  Tordonnee  ne  change  pas  en  passant  d*uii 
point  a  iiu  autre  de  la  lignc,  Tequation  qui  exprime  cettc 
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relation  est  ce  que  Descartes  a  uomme  Y equation  de  cette 
ligne.  On  entend  done  par  equation  d'une  ligne^  Texpres- 
sion  de  la  relation  eonstante  qui  existe  entre  les  coordon- 
nees  de  chacun  de  ses  points. 

Pourobtenirl'equation  d'une  ligne,  il  faut  connaitre  la    • 
definition  de  cette  ligne,  ou,  ce  qui  revient  au  m^me,  Tune 
quelconque  des  proprietes  qui  la  caracterisent ,  ou  bien  en-» 
core  son  mode  de  generation. 

28.  Non-seulement  une  ligne  pent  fetre  representee  par 
une  equation  a  deux  variables ,  mais  encore  une  equation 
F  [x ,  y)  =  o,  entre  deux  variables ,  represente  euvgen^ral 
une  ligne,  lorsque  les  variables  x^y  sont  considerees  commc 
les  coordonnees  d'un  point. 

En  effet,  supposons  qu'on  ait  resolu  Fequation  par  rap- 
port a  I'une  des  deux  inconnues ,  y  par  exemple ,  et  qu'on 
ait  trouve  differentes  valeurs, 

Prenons  la  premiere,^  =f[x)^  et  donnons  a  a:  differentes 
valeurs  a,  a',  a", .  •  •  ?  etc. 5  on  en  deduira  pour  y  des  valeurs 
correspondantes  6,  6',  6", . .  . ,  etc.  Et,  en  prenaut  celles  qui 
sont  reelles,  les  diff(6renls  systemes 

determineront  des  points  tels  que  M,  M',  M'',  etc., 
(fig-  1 8),  qui  joints  deux  a  deux,  formeront  une  ligne 
brisee  MiVI'M^M"',  etc.  II  est  visible  que  si,  au  lieud'as- 
signer  a  x  une  suite  de  valeurs  ay  ant  entre  elles  une  cer- 
taine  difference,  on  imagine  que  x  varie  d'une  maniere 
continue,  la  ligne  brisee  deviendra  une  courbe  dont  les 
points  auront  pour  coordonnees  tous  les  systemes  de  valeurs 
qui  verifient  I'equationy  =:y  (jr),  en  faisant  croitre  x  de 
—  00  a  -h  00  .  On  en  dirait  autant  des  autres  equations 


' 
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Ell  operant  dc  cette  nianiere,  on  obtient  tons  les  systemes 
de  valeurs  qui  peuvent  verifier  Tequation  proposee 

Done,  une  equation  enlre  deux  variables  x^  y  represenic 
une  ligne  qui  est  le  lieu  geometrique  des  points  quiont  pour 
coordonnees  tous  les  systemes  de  valeurs  qui  peuvent  satis- 
faire  a  cette  equation. 

Les  lieux  respectifs  des  equations  partiellesj^  =y(x), 
y  z=zf'  i^x)^  etc.,  soiit  nommes  les  branches  de  la  courbe 
representee  par  Tequation  F  [jc^y)  =  o. 

29.  Faisons  quelques  applications  des  principes  prece- 
dents. 

Connaissant  le  centre  et  le  rayon  d^une  circonference 
de  cercley  proposons-nous  de  trouv^er  reqiiation  de  cette 
ligne . 

Soient  a,  6,  Tabscisse  et  I'ordonnee  du centre  C  (Jig- 19)) 
et  r  le  rayon.  Si  nous  designons  par  xely  les  coordonnees 
d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe ,  nous  aurons  (n°  26) 

Cm'=  (a:— a)»H-(7  — 6)'-4-2(a:  — a)(7  — 6)  cos  ©, 

6  etant  Tangle  des  axes. 

Rempla9ant  CM  par  r,  on  aura 

(a:  — a)»4-(r  — 6)'-+.2(j:—  cx)  {7  —  €)  cos  0  =  r%    • 

equation  qui  n'est  autre  chose  que  la  traduction  analytique 
de  la  definition  de  la  circonference. 

30.  Cherchons  maintenant  le  lieu  de  V equation y^  =20:, 
ou  construisons  la  ligne  que  cette  equation  represente. 

En  resolvant  Tequaiion  par  rapport  a  j^,  on  a  les  deux  va- 
leurs j"  =  ^ix^ y  =  —  sl'^Xy  ou  simplement yz=z±\ax. 

II  est  evident  que  J"  est  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs 
negatives  de  0:5  on  ne  doit  done  attribuer  a  cette  demiere 
variable  que  des  valeurs  positives.  En  supposai^t  d'abord 


' 
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jj:r=  o,  on  a  j^=:  o ,  ce  qui  fait  voir  que  Fongine  dcs  coor- 
donnees  est  un  des  points  demandes.  Pour  toute  valeur  po- 
sitive de  a:,  on  obtient  pour  y  deux  valeurs  egales  et  de  signes 
contraires,  d'ou  il  suit  que  les  points  du  lieu  de  Fequation 
sont  deux  a  deux  a  egale  distance  de  Taxe  des  x.  On  voit  fa- 
cilement  que  x  augmentant ,  y  augmente  aussi ,  et  que  ccs 
deux  quantiies  peuvent  croitre  jusqu^a  Tinfini  \  c*est-a-dire 
que  les  points  successifs  de  la  lignc  representee  par  Teqtia- 
tion  donn^e  s'eloignent  de  plus  en  plus  de  Taxe  des  x,  et 
que  cet  eloignement  n'a  pas  de  limite. 

On  compreud  sans  peine  qu'il  n'est  pas  rigoureusement 
possible  d'obtenir  toutes  les  solutions  de  Tequation  proposee^ 
car  on  ne  pent  attribuer  a  x  que  des  valeurs  discontinues. 
Mais  on  pent  toujours ,  en  donnant  a  cette  variable  des  va- 
leurs tres-peu  difierentes  les  unes  des  autres,  avoir  des 
points  de  la  ligne  aussi  rapproches  et  en  tel  nombre  que 
Ton  voudra.  On  joindra  ensuite  ces  points  par  un  trait 
continu,  et  I'on  aura  une  ligne  qui  diiTerera  d*autant  moins 
de  celle  que  repr^sente  Fequation ,  que  les  points  qu'on  aura 
determines  directement  seront  plus  nombreux. 

On  trouvera  de  cette  maniere  que  le  lieu  de  rcquation 
^'=  ax  a  la  forme  indiquec  par  la^§.  20. 
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CLASSIFICATION  DES  LIGNES. 


3\o  Les  lignes,  comme  on  Ta  deja  vu,  peuvent  6tre  re- 
presentees par  des  equations  qui  ne  .sont  autre  chose  que 
1 'expression  d'une  relation  constante  entre  les  coordonnees 
de  chacun  de  leurs  points.  Or,  ces  equations  pouvant  ^tre 
algebriques  ou  transcendantes ,  on  a  distingue  les  lignes  en 
lignes  algebriques  et  en  lignes  transcendantes ,  suivant  que 
leurs  equations  sont  de  la  premiere  espice  ou  de  la  se- 
conde  (*).  Nous  nous  occuperons  principalement  des  lignes 
algebriques. 

Ces  ligucs  sont  classees  en  differents  ordres  d'apr^s  le 
degre  de  leurs  equations.  Ainsi ,  les  lignes  du  premier  ordre 
sont  celles  dont  F^uation  est  du  premier  degre;  les  lignes 
du  second  ordre  sont  celles  dont  Tequation  est  du  second 
degre;  et  ainsi  de  suite. 

Nous  devons  faire  observer  que  cettc  classification  sup- 
pose que  le  degre  de  I'equation  d'une  ligne  est,  comme  on 
le  verra  plus  loin ,  independant  du  sjsteme  d'axes  coor- 
donnes  auquel  on  la  rapporte.  II  est  encore  important  de 
remarquer  qu'une  equation  a  deux  indetcrmin^es  ne  repre- 
sente  pas  toujours  une  courbe  de  I'ordre  exprime  par  le 
degre  de  I'equation;  mais  qu'clle  peut  representer  un  sys- 
temede  lignes  d'un  ordre  inferieur.  En  effet,  soit 


(*)  Nous  ne  considerons  ici  que  des  coordonnees  reclilignes;  par  la  suite, 
uous  emploierons  un  autre  systeme  de  coordonnees^ 
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cette  equation.  En  supposaut  que  le  premier  membre  soit 
decomposable  en  facteurs  rationnels  /{oc^  y)^  f^  {^^  ?)? 
/''  (a: ,  y ) ,  etc.,  il  est  visible  que  les  solutions  de  Tequation 

sont  celles  des  equations 

et  comme  chacune  de  ces  dernieres  represente ,  en  gene- 
ral, une  ligne,  il  en  resultc  que  le  lieu  de  Tequation  pro- 
posee  est  le  syst^me  de  ces  lignes.  Ainsi ,  I'equation 

(j-  -{-  ax  -h  b){y^  —  ex)  {jr^  —  dx'^ -f-  ex  -k-f)  =  o 

represente  un  syst^me  de  trois  lignes  :  Tune  du  premier 
ordre,  I'autre  du  deuxieme  ordre,  et  la  derniere  du  troi- 
sieme  ordre.  II  est  bien  entendu  que  les  facteurs  du  deuxieme 
et  du  troisieme  degre  sont  supposes  indecomposables. 

32.  On  ne  se  borne  pas  a  distinguer  les  lignes  algebriques 
en  divers  ordres;  on  cherche  encore  les  diiferents  genres 
qu'un  meme  ordre  pent  renfermer,  et,  s'ily  a  lieu,  les  dif- 
ferentes  especes  de  chaque  genre. 

Ces  lignes  sont  alors  classics  d'apres  certains  caracteres 
qui  lesdistinguentcompletement  les  ones  des  autres.  Enfin 
on  determine  la  forme  et  les  proprietes  de  chacune  d'eJles. 
C'est  ce  que  nous  ferons  pour  les  deux  premiers  degres. 
Nous  reconnaitrons  que  dans  le  premier  degre  il  h'y  a  que 
des  lignes  droites ,  et  que  le  second  renferme  trois  genres  dc 
courbes  bien  distiuctes.  On  a  trouve  pour  le  troisieme  degre 
soixante-dix-huit  especes  de  courbes. 
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CIIAPITRE  QUATRIEME 

LIGNES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Construction  des  equations  du  premier  degre. 

33.  L'equation  dii  premier  degre  peut  ^Ire  ramenee  a  la 
forme  Ky  -\-  Ba:=  C.  Si  nous  supposons  C  =  o ,  et  si  nous 
resolvons  Tequalion  par  rapport  ky^  nous  aurons  j  =  ax  ^ 
Ic  coefiicient  adiex  pouvant  felre  positif  ou  negalif. 

Prenons  d'abord  a  positif.  En  donnant  a  x  des  valeurs 
positives ,  on  a  pour  j"  des  valeurs  positives  5  et  en  attribuant 
a  X  des  valeurs  negatives ,  on  obtient  des  valeurs  de  la  m^me 
cspece  pour  y.  D'ou  il  resulte  que  les  points  dont  les  coor- 
donnees  verifient  la  relation  y=zax  sont  situes  dans  Tangle 
TAX  (/ig*.  21)  et  dans  son  oppose  au  sommet  Y'AX'. 

Cette  equation  donne  -  =  a\  c'est-a-dire  que,  pour  les 

points  qu  elle  determine ,  le  rapport  de  Tordonnee  a  Tab- 
scisse  a  une  valeur  constante  a;  par  consequent,  si  M,  M' 
sont  deux  de  ces  points ,  et  qu'on  mene  les  ordonnees  MP^ 
M'P',  les  triangles  AMP,  AM/P'  seront  semblables,  comme 
ayant  un  angle  egal  compris  entre  des  c6les  proportionuels. 
Doncles  angles  MAP,  M'AP'  seront  egaux;  par  suite,  les 
points  M ,  M'  sont  en  ligne  droite  avec  I'origine.  II  en  serai t 
de  m^me  de  tous  les  points  qu'on  determinerait  par  Tequa- 
lion  j  =  ax. 

On  conclut  de  la  que  Tequation  j=  aj:  a  pour  lieu  geo- 
metrique  une  ligne  droite  HH'  (/?§.  21)  qui  passe  par  Tori- 
gine  des  coordonn^es  et  par  Fun  des  points  M  que  deter- 
mine 1  'equation  y  =  ax. 
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Reciproquement ,  si  Ton  prend  un  point  quelconque  M' 
sur  la  droiteHH',  les  coordonn^es  dc  ce  point  satisferont  k 
la  relation  y^=ax. 

En  eflet ,  en  menant  les  ordonnees  MP,  M'P',  les  triangles 
semblables  A  MP ,  AM '  P'  tlonneron  t 

M^  P^  _  MP 

AP'  ~  AP' 

Mais 

MP  .  M'  P' 

— -  =  a  ,     done        ,  ^,  =  /i ; 

AP  '  AP' 

et,  en  designant  generalement  par  xci  y  les  coordounees  du 
point  M',  on  arrive  a  Tequation  yz=:  ax. 

Lorsque  a  est  negatif ,  en  mettanl  le  signe  —  en  evidence , 
on  a 

* 
dans  ce  cas,  les  valeurs  positives  de  x  founnssent  des  va- 

leurs  negatives  pour  y^  et  les  valeurs  negatives  de  x  con- 

duisent  a  des  valeurs  positives  pour  j.  En  raisonnant  comme 

precedemment ,  on  trouvera  une  droito  dans  la  situation 

HAH'  (fig-  22).  On  conclut  de  la  que,  quel  que  soit  a, 

Tequation  y  =  ax  repr^sente  une  ligne  droite  passant  par 

Torigine  des  coordonnees. 

Pour  construire  cette  ligne ,  on  fait  x  =  i^  ce  qui  donne 

y=:  a-^  k  pariir  de  Toriginc,  on  prend  sur  Taxe  des  x  une 

longueur  AP  egale  a  I'unite,  par  le  point  P  on  m^ne  a 

I'axe  desy  une  parallele  indefinie  PM  (Jig*  21  et  22)  sur 

laquelle  on  prend  une  longueur  PM  ^gale  a,  au-dessus  ou  au- 

dessous  de  Faxe  des  x,  suivant  que  a  est  positif  ou  negatif ^ 

et  Ton  joint  le  point  M  n  Torigine  des  coordonnees. 

34.  Prenons  maintenant  Tequalion  complete 
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en  la  r^solvant  par  rapport  a  j^,  on  a 

B     C 
en  nommaut  a ,  6 ,  les  rapports  —  7 '  1  * 

Relativement  auxsignes  dont  a,  b  peuvent  ^tre  affect^s^ 
il  y  a  quatre  c^t«  a  consid^rer. 
I**.  Soient  aelb  positifs. 
En  attribuant  a  x  les  m6mes  valeurs  dans  les  equations 

y:=zaxy     X^nax-^  by 

les  yaleurs  de  y  foumies  par  la  seconde  seront  egales  aux 
yaleurs  de  y  donnees  par  la  premiere ,  augmentees  de  la 
quantite  constante  b,  Or,^=  ax  est  Tequation  d'une  droite 
FF'  (fig-  23)  passant  par  Torigine^  done  y  =  ax  -^b  re- 
presente  une  droite  D'D  parall^Ie  a  la  premiere,  el  menee 
par  un  point  B  de  I'axe  des  y^  a  une  distance  b  de  Tori-, 
gine. 

Pour  que  cette  conclusion  ne  laisse  aucuu  doute ,  nous 
allons  faire  voir  qu'en  prenant  un  point  quelconque  sur  la 
droite  DD'  dans  chacun  des  angles  qu'elle  traverse ,  les 
coordonnees  de  ce  point  satisferont  a  la  relation 

j^  rr  a j;  -f-  b, 

Prenons  le  point  M  dans  Tangle  YAX.  L'ordonnee  PM 
^alePN  +  NM.  Or 

done 

PM^«XAP-H  b. 

Considerons  le  point  M'  situe  dans  I'angle  YAX'.  On  a 
pour  ce  point 

P'M'=:M'N'— P'N'. 
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La  valeur  absolue  de 

d'ou  Ton  deduit 

P'  M'  =  «.  -  ^  X  AF  =  If  X  -  AF  4-  ^ . 

Comme  —  AF  est  1  alwcisse  du  point  M',  on  voit  que  les 
coordoniiees  de  ce  dernier  point  v^rifient  la  rdttion 

^  =  ax  4-  ^. 

Enfin ,  soil  M''  un  point  pris  dans  1  angle  Y'AX'5  on  aura 

P"M''=:P^W"  — M"N". 

La  valeur  absolue  de  P"N''  est  a  x  AP'',  celle  de  M''  N''  est  b. 
On  a  alors 

P''M*'  =  aXAP''— ^; 

Tordonnee   du    point  M"  est  —  P"M^   d'oii   il    r^sulte 
qu'on  a 

~P"M"=:flX-AP"-+-^,      ou     r=::ax^h. 

2^.  Si  Ton  a  Tequation 

y  z=z  ax  —  h^ 

on  trouvera ,  en  raisonnant  comme  pr^^demment ,  qu'elle 
represente  la  droite  D^D  [fig.  24 ). 
3^.  Lorsque  I'equation  est 

cette    equation  a  pour    lieu   geomelrique  la  droite  DD' 
t^^-  25). 
4''.  Enfin ,  si  Ton  a  Tequation 

r=  —  ax  —  h^ 
on   trouve    facileraent  qu'elle   represente   la   droite  DD' 

[H-  26). 

4> 


/ 
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35.  Si  dans  requalion  complile 

Aj-f-Bar=:C 

cm  suppose  A  =  o ,  on  a 

Ba7  =  C,     oo     ^=^" 

On  vait  sans  peine  qne  cette  derniire  equation  represenle 

une  parallMe  a  Taxe  des  /,  situee  a  droite  ou  a  gauche  de  cet 

C 
axe,  selon  que-  est  positif  ou  n^atif,  et  qui  rencontre 

C  ' 
I'axe  des  X  a  une  distance  g  de  Torigine, 

C 
Si  B=  o,  Tequation  se  r^uil  a  y  ==  -?  qui  represente 

evidemment  une  parallile  a  Taxe  des  x,  au-dessus  ou  au- 

dessous  de  cet  axe. 

Uresulte  de  ce  qui  precede,  que  toujours  I'equatioa  du 
premier  degr^  a  pour  lieu  geometriquc  une  ligne  droite. 

36.  D'apris  ce  qui  vient  d'etre  expos^ ,  pour  construire 
une  Equation  du  premier  degr^ ,  il  faudrait  la  ramener  a  la 
forme  y  =  a-^p  -+-  6 ,  determiner  la  droite  y  =  ax ,  et  mener 
une  parallile  a  cette  derniere  droite ,  par  un  point  pris  sur 
I'axe  des  y ,  a  une  distance  de  I'origine  ^gale  a  i,  au-dessus 
ou  au-dessous  de  I'axe  des  x,  Mais  on  construit  plus  facile- 
ment  I'^qualion  en  clierchant  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  avec  les  axes  des  coordonnees ;  ce  qui  se  fait  en  sup- 
posantsuccessivement  x=o,  j=o,  dans  I'equation  donnee. 

Soit  5  par  exemple ,  I'equation 

4/  —  2X  =r  5; 

5 
I'hypothise  x  =  o  donne  y  =  ^,  et  la  supposition  y  =  o 

5 
tonduit  k  x  = En  prenant  \Jig.  27) 

4  2 
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lei  eu  joigriaut  les  poinls  C ,  13  par  uae  droite  iiidefinie,  on 
aura  la  lignc  representee  par  Tequation 

4/  —  2X=  5. 

37.  Apres  avoir  d^montr^  que  toute  equation  du  premier 
degr^  a  pour  lieu  g^m^trique  une droite,  nous  devons  faire 
voir  qu^une  ligne  droite ,  quelle  que  soit  sa  position ,  est  re^ 
pr^sent^  par  une  equation  du  premier  degr^. 

Soit  d'abord  la  droite  HAH'  [fis^  ^0  P^^^^i^^  P^i*  Fori- 
gine.  Si  I'on  prend  sur  eette  ligne  deux  points  quelconques 
M ,  M',  et  si  par  ces  points  on  m^ne  les  parallMes  MP,  M'P' 
a  Taxe  des  y,  les  triangles  semblables  M'P'A,  MPA  don- 

neront  -^^  ==  —  •  On  voit  par  la  que  le  rapport  de  Tor- 

Air  A,\ 

donn^  a  Tabscisse  a  une  valeur  constante;  en  d^ignant 
cette  valeur  par  a ,  et  en  representant  g^neralement  par  j 
et  X  les  coordonn^,  on  oDlient 

-=fl.     ou     Y^=ax, 

X 

Soit  maintenaut  la  droite  DCU'  rencoiitrant  Taxe  des  y 
eii  un  point  quelconque  B  {fig*  ^3 ) . 

Menons  par  Forigine  la  parallele  FF'  k  DD\  et  consid^- 

rons  Fordonn^e  PM  d'un  point  quelconque  de  cette  der- 

niere  ligne.  L'ordonnee  coupera  la  parallele  FF'en  un  point 

PN 
N.  Le  rapport  rr—  a  une  valeur  constante  a.  Or 

PA 

PN  =r  PM  —  MN  =  PM  —  AB. 

En  posant 

PM=/,     AP  =  j;,     AB  =  ft, 
on  obtient 


X 


tty     OU     y  =z  ax  -^  b. 


Lorsque  la  droite  considerec  est  parallele  a  Fun  des  axes, 
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a  Faxe  des  y  par  exemple,  en  supposant  que  cette  ligne 
soil  DD'  {fiS'  ^^) )  ^^^^  '^^  points  de  cette  ligne  ont  une 
abscisse  egale  a  AC.  D'ou  il  resulte  que  AC  etant  designee 
par  c,  Tequation  de  la  ligne  DD'  est  j:  =  c. 

On  trouverait  j^  3=  c^  pour  I'equation  d'une  parallele  a 
Taxe  des  x.  Par  consequent ,  toute  droite ,  quelle  que  soit 
sa  position ,  est  representee  par  une  equation  du  premier 
degr^. 

Problemes  sur  la  ligne  droite. 

38.  Nous  venons  de  voir  que  F^uation  d'une  droite  est 
g^n^ralement  de  la  forme  ^  =  ax  +  6.  Quand  on  dit  qu'une 
droite  est  donnee,  on  entend  que  les  quantites  a,  b  sont 
connues;  et  quand  on  se  propose  de  determiner  une  droite, 
9n  a  pour  but  de  trouver  ces  m^mes  quantites.  L'analyse 
est  d'accord  avec  la  geometric ,  gui  apprend  que  deux  con- 
ditions sont  necessaires  et  suffisantes  pour  fixer  la  position 
d'une  droite. 

Nous  allons  resoudre  divers  problemes  dans  quelques- 
uus  desquels  nous  aurons  a  calculer  a  et  ft. 

39.  PnoBLEME  I.  —  Connaissant  V angle  DCX  =3:  a, 
qu'une  droite  DD'  (fig.  23)  forme  at^ec  Vaxe  des  x,  et 
Votdonnee  AB  ^^b  ^  Vorigine,  trouver  F equation  de  cette 
droite. 

L'equation  de  la  droite  est  de  la  forme j^  =  ax  -h  i,  et 
I'inconnue  est  a. 

Pour  trouver  la  valeur  de  a ,  menons  par  Forigine  la 
droite  FF'  parallile  a  DD'  j  Fequation  de  cette  parallile  est 

y  =  ax. 

Si  NP  est  Fordonnee  d'un  point  quelconque  de  cette  derr 

niere  ligne ,  on  atira 

NP 
AP 
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Le  triangle  NAP  donDe 

WP  _  sip  NAP 
AP  ""  sin  ANP' 

Si  Ton  designe  par  9 1'angle  Y  AX  des  axes ,  on  aura 

ANP  =  G  — «, 
et ,  par  suite , 

sin  a 

a  : 


sin(0  —  a) 

L*equation  demandee  est  done 

sin  a  , 

SID  (0  —  a) 

Quoique  nous  ayons  implicitement  suppose  ot<^0^  F^ 
quation  que  nous  venous  de  trouver  convient  encore  au  cas 
ouFona  a^9  (fig.  a5). 

En  prenant  encore  un  point  JN  sur  FF',  et  en  menant 
Tordonnee  NP,  on  aura 

NP       sin  NAP  sin  a 


AP       sinANP       sin(a— -G) 

Or,  Tabscisse  du  point  N  est  —  AP^  on  a  done 

NP 


a 


—  AP 
cc  qui  conduit  a 


sin  a  sin  a 

a  = 


sin  (a  —  ©)      sin(0  —  a) 

D'ou  il  resulte  que  I'^uation 

sin  a  , 

sin(9— -a) 

convient  encore  a  la  droite  DD'. 

Nous  devons  faire  remarquer  :  i^.  que  Tangle  Q  des  axes 
est  celui  qui  est  forme  par  les  parties  AX,  AY  de  ces  lignes 
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sur  lesquelles  sont  complees  les  coordonnees  positives; 
2^.  que  Tangle  a  est  Tangle  DCX  form^  du  cdte  des  ab- 
scisses positives  par  la  partie  de  la  droite  situ^e  au-dessus 
de  I'axe  des  x;  3*^.  que  Tordonnee  a  Toiigine  b  peut  Hie 
positive  on  negative. 

Quand  Tangle  6  =  90°,  conime  Mn  (6  —  a)  =  cos  a.  y 

sin  a 

a:=z =  tanca. 

cos  a 

Ainsi ,  quand  les  axes  sont  obliques,  a  est  un  rapport  de 
sinus,  et  lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  a  represenle 
la  tangente  trigonoraetrique  de  Tangle  que  la  droite  fait 
avec  Taxe  des  x. 

40.  Probleme  II.  —  Connaissant  V equation  y=  ax-hb 
d'une  droite  J  determiner  I 'angle  quelle  forme  ai^ec  I'axe 
des  X. 

Nous  venons  de  voir  que  a  :r=  -r—ri :  5  B  etant  Tangle 

^  sin  (G  —  a)  ^ 

des  axes,  et  ol  Tangle  demande. 
De  cette  equation  on  tire 

rt .  sin  ( Q  —  a )  =  sin  a, 
ou 

a  (sin  9  cos  a  —  sin  a  cos  ©)  =  sin  a. 

Divisant  les  deux  membres  par  cos  a ,  il  vient 

a  [  sin  0  —  tang  a  cos  0 )  ■=  tang  a, 

et,  par  suite, 

a  sin  d 
tang  a  : 


I  -I-  n  cos  0 

formule  que  Ton  pent  facilenflent  rendre  calculable  par  lo- 
garithmes. 

-41.  Problems  III.  —  Trouper  /'equation  d'une  droite 
qui  passe  par  deux  points  donnes. 

Soient  x',  y'  \  x"^y'\  les  coordonnees  des  poiuts  donnes 
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M',  M'^  En  supposant  que  la  droite  rencontre  I'axe  des  jy 
son  equation  sera  de  la  forme  y  =  ax  H-  i ;  les  inconnues 
etant  a  et  &.  Pour  les  obtenir,  nous  ferous  remarquer  que 
la  droite  devant  passer  par  les  points  donnes,  les  coordon- 
nees  de  ces  points  doivent  satisfaire  a  la  relationj'^= ax-f-  i, 
ce  qui  conduit  aux  deux  equations 

On  pourrait,  au  moyen  de  ces  equations,  trouver  facile- 
men  t  les  valeurs  de  a  et  de  b^  qu^on  porterait  ensuite  dans 
la  relation  j^  =  ox  4-  b.  Mais  le  calcul  suivant  est  un  peu 
plus  simple^  en  retranchant  membre  a  membre  les  ^na- 
tions j^  =:  ax  -^  b^  y'  =  ax'  -+-  b^  ce  qui  revient  a  eliminer 
Tinconnue  b  entre  ces  equations,  on  a 

r  —  y  =  a(x  — y). 

Pour  obtenir  a  on  retranche  aussi ,  membre  a  membre,  les 
equations  j^  =:  ax'  -4-  t,  /"  =  ax^'  -4-  i,  ce  qui  conduit  a 


Portant  cette  valeur  de  a  dans  I'equation  y — J''=  ^  {^ — x')  7 
il  vient 

(')  r-/=J^'(-^-*'). 

X   —  X 

equation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnes. 

On  pent  s'assurer  de  Texactitude  de  Tequation  (1)  en 

prouvant  qu^elle  est  verifiee  par  les  coordonnees  des  points 

M',  M".   • 
En  effet,  si  Ton  remplace  x  el  j  par  a:',  /',  on  aura 

(y^y)=^lllll{x'^x'),    Oil    0  =  0. 

^  '  X    —  X     ^ 

En  remplacant  x,  y  par  xJ\y" ^  il  vient 

[y't      .J\—  -^       ^    ( W'      rM    on    ^-      -^  —-^       ^  — -^       ^ , 
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II  est  tr^important  de  faire  remarquer  que  1  equation 
y — y'  =  a  (x — x')  represente  toutes  les  droites  qui  pas- 
sent  par  le  point  dont  les  coordonn^  sont  x'  etjr\ 

Si  Ton  a 

X'z=:y'     et     y<     ou     >x% 

Tequation  (i)  devient 

J  —  r'  =  o,     ou     /  =  /'. 

En  efletjdans  ce  cas  la  droite  M'  M''  doit  etre  parall^le  a  Taxe 
des  X,  En  faisant  x'  =  j:",  j'  etant  different  de  j^",  lequa- 
tion  prend  la  forme 

Mais  on  evite  ce  resultat  en  multipliant  d'abord  par  x^ — ,r" 
les  deux  membres  de  Tequation  (i) ;  elle  devient  alors 

ce  qui  conduit,  dans  Thypothese  etablie,  a 

et  comme  jr'  —  y^  n'est  pas  nul ,  on  a 

X  —  x'  =r  O ,       OU      JC  z=  x' y 

equation  d'une  parallele  a  Taxe  des  ordonnees. 

En  supposant  a  la  fois  y'  =  y ",  x'  =  x"^  on  irouve 

r  —  r'  =  -fa:  —  x'\ 

Effectivement,  la  position  de  la  droite  doit  6tre  indeter- 
ininee ,  puisque  cette  ligne  n'est  assujettie  qu'a  passer  par 
un  point. 

42.  Probleme  IV.  —  Trouifer  V equation  SHune  droite 
qui  passe  par  un  point  donne  et  qui  soit  parallele  a  une 
droite  don  nee. 

Soient  y=z  ax-h  b  Fequaligp  de  la  droite  donnee ,  et 
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x' jj'  les  coordonnees  du  point  par  lequel  doil  passer  la 
paralleled  cette  demiire  ligne  aura  une  equation  de  la 
forme  j^  =  a' jc  -h  ft',  les  inconnues  ^tant  a\  V. 

En  d^signant  par  a  Tangle  que  la  premiere  droite  fait 
avec  I'axe  des  x,  et  en  repr^sentant,  pour  un  moment, 
par  aJ  Tangle  de  la  seconde  droite  avec  ce  m^me  axe,  on 
aura  [probleme  I) 

sin  a  ^  sin  a' 

sin(0  —  a)  sin (9  —  a  ) 

d  ^tant  Tangle  des  axes. 

Or,  les  droites  etant  paralleles,  a'=  a,  et  par  suite  a'=:  a. 
Cette  condition  est  suffisante,  car  [probleme  II)  on  a 

a  sin  0  ,  a'sinO 

tang  a  = et      tang  a!  = -. 1 

®         I  -h  «  cos  0  "  iH-  fl'  cos  0 

d'ou  Ton  tire 

tang  a  =  tang  a!, 
quand  a=za'. 

Si  Ton  remplace  a'  par  a  dans  T^uation  j^  =  a'x  +  b\ 
elle  devient 

y  :^  ax  '\'  b'\ 

comme  b'  reste  indeterminee,  cette  derni^re  equation  re- 
presente  toutes  les  paralleles ,  en  nombre  infini ,  a  la  droite 
don  nee. 

La  seconde  droite  devant  passer  par  le  point  qui  a  pour 
coordonnees  j:',y',  on  a  la  relation  7''=  ax'  -J-  b'  -^  retran-^ 
chant  membre  a  membre,  pour  eliminer  b\  les  deux  equa-r 
tions 

J  =  flx  -i-  h',     /'  =  ax  4-  b\ 

on  a 

J  — j'  =  fl(^—  x'), 

qui  est  Tequation  demandee. 


6o  CHAPITUE    QUATRIEME. 

43.  PaoBLEME  V.  —  Determiner  le  point  (V intersection 
de  deux  droites  dont  on  a  les  equations . 


Soient 

(I) 

jr  z=  ax  +  b. 

(2) 

y  z=a'x  +  b' 

les  equations  donnas.  Les  coordonn^es  du  point  de  ren* 
contre  des  deux  droites  devant  satisfaire  aux  equations  (i) 
et  (2),  nous  allons  rdsoudre  ce$  deux  equations.  En  les 
retranchant  membre  k  membre,  on  obtieut 

o=:x(a  —  a')-i-b — b',     d'ou     x  = -, ; 

^  ^  a  —  a 

cette  valeur  portee  dans  une  des  Equations,  dans  (1)  par 
exemple ,  donnc 

^  ab'  —  ba' 

Lorsque  a=  a',  b  etant  different  de  b\  les  valeurs  des 
coordonnees  x  ety^  du  point  de  rencontre ,  deviennent  in- 
finies  5  il  en  doit  6tre  ainsi ,  puisqu'alors  les  droites  sont 
paralleles. 

Si  Ton  suppose  a  la  fois  a  =  a',  fe  =  fe',  on  a 

o  o 

00 

valeurs  ind^terminees.  En  effet ,  dans  ce  cas ,  les  equations 
des  deux  droites  etant  les  monies ,  ces  deux  droites  se  con- 
fondent,  c'est-a-dire  que  tous  les  points  de  Tune  d'elles 
appartiennent  a  Fautre. 

44.  PnoBLEME  VI.  —  Etant  donnees  les  equations  de 
deux  droites ,  troui^er  r angle  de  ces  droites, 

Soient  y=z  ax  -\-b  ^  j^  =  a'«  -h  6',  les  equations  des 
droites  donnees  CD,  CD'  {Jig»  29)  que  nous  supposons 
d'abord  rapportccs  a  des  axes  reclangulaircs. 
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Nommons  u  Tangle  CMC  des  deux  droites*,  a,  a',  les 
angles  que  ces  m^mcs  droites  font  avec  Taxe  des  x\  nous 
aurons 

,               ,,  ^                            /  ,        V         lane  a'  —  tang  a 
i'rrra'  — a,      d  OU      UngP  =  tang(a  —  a)  =  2_— 2— -. 

^  ^^  ^       I  -+-  tang  a  tang  a' 

Or, 

tang  at  zsz/ty     tang  a'  =  a'; 
done, 

a'— a 

formule  qui  donne  la  tangenie  de  Tangle  demande. 

Nous  devons  faire observer  que  les  deux  droites  CD,  CD' 
forment  deux  angles  CMC,  DMC  difli^rents,  mais  suppl^- 
mentaires,  et  qu'alors  leurs  tangentesdoivent  ^tre  les  m^mes 
au  signe  pr^s ;  il  resultc  de  la  que  la  valcur  obtenue  prece- 
demment,  etant  prise  en  signe  contraire,  conviendra  a 
I'angle  CMD. 

Quand  les  deux  droites  sont  paralliles,  1^=0,  et,  par 
suite, 

a'- a 


I  -h  ««' 


=  o; 


on  en  pent  conclure  a==z  a. 

Supposons  d'abord  qu^aucune  des  quantites  a,  a'  nc  soit 
infinie ;  on  devra  avoir  a^ —  «  =  o,  et  1  -f-  aa*  different  de 
zero.  Or  cette  seconde  condition  est  unc  cons^uence  de  la 
premiere,  puisque  i  -t-  aa^  devient  i  -I-  a*. 

Si  Tune  des  quantites  a ,  a'  est  infinie ,  a'  par  exemple , 
en  divisant  par  a'  les  deux  termes  de  la  valeur  de  tang  i^,  on 
aura 


a 

=0, 

;?  +  " 
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ou ,  parce  que  a'  est  infini ,  -  =  o,  ce  qui  exige  que  a  soit 

aussi  infini  \  on  a  done  encore  a=ia', 

Lorsque  le3  deux  droites  sont  perpendiculaires ,  la  valeur 
de  tang  v  doit  6tre  infinie,  ce  qui  entraine  la  condition 

I  4-  aa'zrz.  o. 

Car,  si  a  et  a'  ont  des  valeurs  finies,  il  faudra  qu'on  ait 
I  -}-aa'=  o,  sans  que  a'  —  a  soit  nul;  et  cette  derniire 
condition  est,  corameon  Ta  deja  vu,  une  consequence  de  la 
premiere. 

Si  I'une  dee  quantites  a\  a  est  infinie,  a'  par  exemple^ 
ou  divisera  les  deux  termes  de  la  valeur  de  tang  v  par  a\  ce 
qui  donn^ra 

a 

-' —  =  00  , 

OU,  parce  que  a'  e$t  infini ,  -  :;=  oo  ,  ce  qui  exige  que  a  =  o. 

Ces  valeurs  de  a  et  de  a'  verifient  la  relation  i  -f-  aa'  =:  o, 

en  r^crivant  sous  la  forme  -r  -+-  a  =  o. 

a 

45.  Considerons  le  cas  ou  les  axes  font  entre  eux  un 
angle  quelconque  0,  et  representoiis  toujours  les  droites 
CD,  C^D'  {fig.  3o)  par  les  equations 

y  =:  ax  -\'  b,     X  =:  o'x  4-  h' , 

M  etant  Tangle  des  droites,  et  a^a,'  les  angles  de  ces 
droites  avec  I'axe  des  a:,  on  aura  encore 

/  ,        V         tanc  at!  —  tane  a 

v=za  — a,     tancp  =  tancfa' — a)  = — -• 

^  ^^  '       I  -f-  tang  a  rang  a' 

Or  [probleme  II), 

/z  sin  9  ,  a'  sin  d 

tang  a  = ,      tang  a  =  - — —, : 

^  I  +  fl  cos  0  ^  I  4-  «'  cos  9 
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substituant  ces  valeurs  de  tang  « ,  tang  a'  dans 

lang  a'—  taLTkC  a 

tans  p  = ^— ,  > 

^         I  -4-  tang  a  tang  a' 

on  trouve ,  apres  avoir  multiplie  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion par  le  produit  (i  -hacosO)  (i  -f-a'cosfl), 

(«'  —  <i)sinO 

On  pent  encore  demontrer  ici  que  dans  le  cas  ou  les 
droites  sont  paralUles,  on  a  a  =  a\  ei  que  quand  elles  sent 
perpendiculaires,  on  doit  toujours  avoir 

1  -h  flfl'  4-  (fl  -+-  «' )  cos  0  =  o. 

La  condition  de  parall^lisme  sera  remplie  lorsquc  a' — a 
sera  uul,  le  d^nominaleur  ^tant  diifiSrent  de  z^ro;  ou  bien 
lorsque  le  denominateur  sera  infini ,  le  num^rateur  ayant 
une  valeur  finie. 

La  condition  a'  —  a  =  o ,  ou  a'  =  a ,  donne  pour  deno- 
minateur 

I  -h  fl'  -H  2<ICOS0, 

qui  ne  pent  ^tre  nul ,  car 

I  4-  fl'  -f-  2fl  cos  0  =  (a  -h  cos  0)*  4-  sin'  0. 

Pour  que  le  denominateur  soit  infini ,  il  faut  que  Tune 
des  quantites  a  ou  ^  soit  elle-mdme  infini« ,  of  par  exem* 
pie.  Divisant  par  of  les  deux  termes  de  la  valeur  de  tang  y,, 
il  vient 

U„g.  =  - ; 

ou ,  parce  que  a'  =  «  , 

sin  6 

tanc  V  = -• 

^         a  +  cos  & 
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Pour  que  cette  tangente  soil  uulle ,  il  faut  que  a  =  oo  .  On 
a  done  encore  a  =  a\  On  conclut  de  la  que  pour  que  deux 
droites  soient  paralleles ,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  coeffi- 
cients angulaires  a  ,  a'  soient  egaux. 

Lorsque  les  deux  droites  sotit  perpendiculaires,  on  doit 
avoir 

tang  p  :^  Qc  . 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi ,  il  faut  que  le  denominateur  soit 
nul,  sans  que  le  numerateur  le  soit;  ou  que  le  numerateur 
soit  infini ,  le  denominateur  ayant  une  valeur  finie. 
Dans  le  premier  cas  , 

(i)  I  -^  aa'  -h  [a  H- «')  cos  0  =  o, 

et  Ton  sait  qu'alors  le  numerateur  ne  pent  etre  nul. 

Dans  le  second ,  Tune  des  quantites  a  ou  a'  doit  etre  infi* 
nie;  supposons  que  ce  soit  a! .  En  divisant  par  a'  les  deux 
termes  de  la  valeur  de  tang  i^,  on  a 

(  I  —  -^  )  sin  ©  .      .     ^ 

\  a'  1  sm  0 

tang  = 


I  la  \         ^        «  -4-  cos  0 

quand  a  =  oo  .  La  condition  a'  =  oo  ne  suffit  pas  pour  ren- 
dre  infinie  la  valeur  de  tangente  p  \  il  faut  encore  que  Ton 
ait  a  =  —  cos  0.  Mais  ces  valeurs  de  a'  et  de  a  verifient 
1  equation 

I  -I-  aa  -H  («  +  flC)  cos  0  ==  o  ^ 

que  Ton  pent  mettre  sous  la  forme 

-7  H-  «  -h  I  -7  H-  I  )  cos  0  =  o, 
^  \«  /       . 

puisqu'on  a  a  -f-  cos  9  =  o. 

Ainsi,  I'equation  (i)  exprime ,  dans  tous  les  cas,  la  con- 
dition necessaire  et  suffisante  pour  que  les  droifes  rep  re- 
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sentees  par  les  equations 

j-  =  ax  -h  b,     jr  =z  a'x  -\-  b'y 

soient  perpendiculaires. 

46.  Probleme  VII.  —  Menerpar  tin  point  donne  i/we  per* 
pendiculaire  a  iine  droite  anssi  donnecj  et  trouverla  lon^ 
gueur  de  la  perpendiculaire . 

Supposons  d'abord  les  axes  rectangulaires.  Soient  x\y 
les  coordonnees  du  point  donne  P,  et  ^  =  ax  +  &  Tequa- 
tion  de  la  droite  CD  (fig-  29).  La  ligne  demand^e  devant 
passer  par  le  point  P,  son  equation  sera  de  la  forme 

jr  —  j'  =  rt'(j:  — .r'). 
Or,  les  deux  droites  eiant  perpendiculaires ,  on  a 

1  -+-  aa'  =  o,      d'ou      a  =z 

a 

L^eqaation  de  la  perpendiculaire,  PM ,  sera  done 

Les  coordonnees  du  point  M  sont  les  valeurs  de  x  et  dej*, 
qui  satisfont  en  m^me  temps  aux  equations  des  deux  droi-^ 
tes;  mais,  d'apr^s  Texpression  generate 


(y=:V'(.r  — x')»^-(r-rT 


de  la  distance  de  deux  points  dans  le  cas  ou  les  axes  soiit 
rectangulaires,  il  sufBt  de  calculer  les  differences  x  —  a/, 
jr  —  y.  Pour  les  obtenir,  nous  mettrons  Ti^uation 

jr  =z  ax-{-  b 
sous  la  forme 
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Celte  equalioii ,  combinee  avec  celle  de  la  seconde  droite 


J  — 7'  =  — -(x  — y), 


donne 


a{jr'  —  ax' — b)  ,  jr^ — ax' — h 


X  —  J7  = ^9       r —  r   —  — 

«» -h  I  .  -^         -^  «» -4-  1 

•    Substituant,  il  vient 


si'- 


Telle  est  rexpression  de  la  perpendiculaire  PM. 

-^  La  valeur  de  $  devant  6tre  positive,  on  prendra  le  signe 
superieur  quand  le  nuraerateur  y' —  aod —  h  sera  positif, 
le  signe  inferieur  quand  le  numeraleur  sera  negatif. 
En  faisant  en  m^me  temps 


X  =  o,     j'  =  o 


on  aura  pour  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abaissee  de 
Forigine  sur  la  droite  y  =  ax  -h  fe> 


^  =  ±: 


sj\  +  a" 

Loreque  le  point  donne  est  sur  la  droite,  on  a 
y' — dx* — b  =  Oy      d*oii     ^  =r  o. 

Ce  qui  doit  etre  necessairement. 

Remarque.  —  En  appliquant  la  geometrie  a  la  question 
precedente,  on  obtient,  apr&s  avoir  abaisse  la  perpendicu- 
laire PGH  (fig-  29)  sur  I'axe  des  x , 

PM  =  PG .  sin  MGP  =  PG .  cos  DCX . 
Or, 

PG  =  PH  —  GH  ==  jr '  —  «^'  —  ^, 

cosDCX  ===  ±: --====L====  =  ± 


V^i  -h  tang'  DCX  ^  i  -+-  ^' 
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Substituant  ces  valeurs  dans  Tequa lion 

PM  =  PG.cosDCX, 
on  trouve 

4*7 •  Considerons  maintenant  le  cas  ou  les  axes  font  un 
angle  quelconque  6.  En  desiguant,  comme  precedemment , 
les  coordonnees  du  point  donne  (fig*  3o)  par  a/,  j\  et 
Tequation  de  la  droite  par 

(i)  jr  z=  {tx  -^  b, 

on  anra  d^abord 

y  —  y'  •=.  a!  {x  —  x'),      i  4- ««'  -f-  {o  -hrt'jcos  G  =  o; 

d'ou 

,  1  -+-  fl  cos  0 

fl'= -v 

a  -f-  cos  6 

et  Tequation  de  la  perpendieulaire  sera 

.  ,  \  -\-  a  cos  0 

(2)  J  —  r  = r-  {x  —  x'   . 

^     ^  ^  ^  fl-f-COSe     ^  ^ 

Pour  trouver  la  longueur  de  cette  droite ,  nous  prendrons 
la  formule 

(3)  ^=  v^(x— a-')»H-(j^— /)•''  -h  2(x  — x')  (^  — j')cos©. 

En  mettant  Tequation  (i)  sous  la  forme 

y  —  y'  ^=za[x  —  x')  —  j'  -V-  ax'  -|-  b , 

et  Ja  combinant  avec  Tequation  (a) ,  on  obtient 

,       {a  -h  cosO)  (j"'—  «x'—  i^) 


.?r  —  X 


1  -f-  a'  -f-  2  «  cos  6 

(i -H  «co8  9)  (/'  — ax' — ^) 
\  -\-  a}  -^  la  cos  6 

5. 
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Porlant  ces  valeurs  dans  la  formule  (3),  on  trouvc 

V^i  -f-  «'  -h  2a  COS  0 

On  peul  obtenir  cette  valeur  de  3  d'une  maniere  plus 
simple.  Par  le  point  B  (Jig*  3o) ,  on  mene  BO  parallele  a 
Taxe  des  X'^  on  prend  sur  cet  axe  unc  longueur  AI  ^ga)e  a 
I'unite.  et  Ton  conduit  IK  parallele  a  Taxe  desj^,  jusqu'a  la 
rencontre  de  la  droite  donnee.  On  a  alors 

OK  =  fl.  ' 

Le  triangle  MPG  donne 

MP  =  PG  sin  MGP; 

et ,  comme  Tangle  BKO  =  MGP,  on  a 

MP  =  PG  sin  BKO. 

Or,  d'apris  un  principe  connu, 

sin  BKO       BO  i  i 

sin  BOK       BK       BK       y/i  _|.  ^a  _|_  2flr  cos  & 

D'ailteurs , 

sin  BOK  =  sin  ©,      PG  =  7'  —  ax'—  b-^ 

on  a  done ,  en  posant  MP  =  d , 

(j-'— «^'—  A)  sine 


d" 


V^  I  -fc-  fl^  -h  2  fl  COS  0 

48.  L'^uation  de  la  ligne  droite  prend  une  forme  ele- 
gante quand  on  y  fait  entrer  les  distances  de  Torigine  aim 
points  de  rencontre  de  cette  ligne  avec  les  axes. 

En  reprenant  I' equation  generale 

(i)  Ajr4- Bar-hC  =  o-, 

nous  supposerons  successivement 

ar  =  o,     j^*=o; 
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ce  qui  donnera 


Si  I'on  pose 


il  en  resulte 


C  C 


c     ,         c 

A  '  B  ' 


C  C 

A  =  —  7,     B  = 

o  a 


Ces  valeurs,  portees  dans  Fequalion  (1),  donncront 

f hC=:o; 

b  a 

d'ou  Ton  deduit,  en  divisaut  par  C  et  en  changeant  les 
signes, 

£)        a 

49.  A  Taide  de  ce  qui  precede,  on  peut  resoudre  les 
questions  qui  ne  dependent  que  de  la  ligne  droite ,  et  qui 
sont  relatives  k  des  points  situes  sur  un  m^me  plan.  Nous 
allons  faire  quelques  applications. 

Demontrer  que  les  trois  perpendiculaires  elevees  sur  les 
milieux  des  cotes  d*un  triangle  se  coupent  en  un  m^nte 
point  (fig.  3i). 

Soit  ABC  le  iriangle  propose ;  prenons  pour  axe  des  x  le 
c6le  AB,  et  pour  axe  desy  la  perpendiculaire  AY  elev^e  au 
point  A  sur  AB.  Nommons  o/,^  les  coordonnees  du  point  C, 
et  xl'  Tabscisse  du  point  B ,  pour  lequel  Tordonnee  est  nulle. 
L' equation  de  OM ,  perpendiculaire  au  milieu  de  AB,  est 


x" 


La  perpendiculaire  PO  sur  AC  ,  passant  par  Ic  point  P  dont 
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les  coordonnees  sont  —  ?  —9  a  une  equation  de  la  forme 

22  ^ 

Si  I'on  d^signe  par  a  la  ^ngente  de  I'angle  CAX ,  on  a 


X 


et,  comme  on  doit  avoir 

I  -f-  aa'  =z  Oj 
il  en  resultc 


I  X' 

I   __ 


ce  qui  donne 

,  /  y'     -x'  I      yx 

pour  I'equation  de  la  perpendiculaire  PO.  Les  coordonnees 
du  point  N  etant  les  demi-sommes  de  celles  des  points  B,  C , 

auront  pour  valeurs 

^'  -4-  x"        x' 


2  2 


Et ,  comme  la  tangente  de  Tangle  CBX  est  —^ — ^,  on  aura , 

X         '  X 

en  ayant  egard  a  la  condition  de  perpendicularite, 

m     - 1^ = '-^  (' -  ^l 

pour  Tequation  de  la  droitc  NO. 

Pour  trouver  les  coordonnees  du  point  de  rencontre  des 
droites  PO,  NO.  on  egalera  les  seconds  membres  de  leurs 
equations ;  ce  qui  donnera ,  en  supprimant  de  part  et  d' autre 
le  denominateur  y, 

Efifectuant  les  operations  indiquees  et  reduisant ,  on  trouve 


x" 

2    ' 
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tl^ou  Ton  conclut  que  les  trois  perpcndiculaires  se  coupeat 

au  m^ine  point  O. 

Determinons  mainlenant  Ic  rayon  R  du  cerele  circonscrit 

au  triangle.  A  cet  effet,  cherchons  I'ordonnee  du  point  O, 

x" 
Nous   l^obtiendrons  en  rcmpla^ant  x  par  —  dans  T^qua- 

tion  (2)  par  exemple.  Lecalcul,  tr^s-facilea  ex^uter,  con- 
duit a 

y       .v'x"         x»        /'  +  x"  — .rV        b'^x'x" 

€u  designant  par  b  le  o5le  AC  On  a  alors 


/x'"^       (b^ :£' x'^V  1       , 


ba 

,y ...         -.^ —         ,y~       ,w         2X'X    == t 

2r  2 J  ly 


=  --->  V^'^"'-+-  ^*--  2  ^^x'x"  = ,  sjx"'-^  b'---  -'-" 


en  remarquan^que  le  radical  est  la  valeur  de  BC  ou  a, 
De  resralile  R  =  — >  on  tire 

ab  =  2R^'; 

e'est-a-dire  que  dans  tout  triangle  le  produit  de  deux  c6les 
est  egal  au  produit  du  diam^tre  du  cerele  circonscrit  par  la 
hauteur  relative  au  troisieme  c6le  :  proposition  qu^on 
demontre  en  geometric. 

50.  Demontrer  que  dans  tout  triangle  les  droites  menees 
des  sommets  aux  milieux  des  cotes  opposes  se  coupent  en 
un  meme point. 

Nous  prendrons  pour  axes  les  cotes  AB,  AC  {fig*  32). 
Les  coordonnees  du  point  A  seront    ' 

X  =  o ,      r  =  o ; 

celles  du  point  B, 

X  =ix'\      r  =  o  ; 
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D'ou  il  resulle  qu'en  prolongeant  I'ordonnee  PM  d'une 
longueur  P'  M  egale  a  cette  ordonn^e,  le  point  P'  appar- 
tiendra  a  la  droite,  et,  par  suite,  le  lieu  demande  est  la 
droiteFAF'. 

On  peut  remarquer  que  I'equation  (3)  ne  change  pas 
quand  on  y  remplace  a/,  ^  par  des  quantites  qui  leur  soient 
proportion nelles,  c'est-a-dire  par  les  coordonnees  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  APQ,  qui  joint  le  point 
donne  a  Forigine.  D^ou  il  faut  conclure  que,  quel  que  soit 
le  point  que  Ton  prenne  sur  cette  droite  APQ,  le  lieu 
geometrique  des  points  O,  (y,  etc.,  sera  toujours  la  m^me 
droite  P'P''. 

52.  Nous  proposerons  au  lecteur  les  exercices  suivants  : 

Probleme  I.  —  Troiiver  la  surface  d*un  triangle  en 
fofiction  des  coordonnees  des  sommets. 

Probleme  II.  —  3iener  par  itn  point  donne  hors  d\ine 
droite  une  seconde  droite  qui  forme  av^ec  la  premiere  un 
angle  connu. 

Thi&oreme  I.  —  Les  diagonales  d'un  parallelo gramme 
se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  egales. 

Th^oreme  II.  —  Les  bissectrices  des  angles  d'un  trian- 
gle se  coupent  en  un  meme  point, 

Th^oreme  III.  — Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  centre 
du  cercle  circonscrit ,  le  point  de  concours  de  medianes,  le 
point  d^ intersection  des  trois  hauteurs ,  sont  toujours  en 
ligne  droite. 

Probleme  III. — Deux  droites  qui  se  coupent  etant  don- 
neeSf  troui^er  le  lieu  geometrique :  i°.  des  points  dont  la 
somme  des  distances  aux  deux  droites  egale  une  longueur 
connue^  2°.  des  points  dont  la  difference  des  distances 
aux' deux  droites  egale  une  longueur  connue;  3^.  des  points 
dont  le  rapport  des  distances  aux  deux  droites  egale  une 
quantite  donnec. 
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CHAPITRE  CINQUIEME 

DU  CERCLE. 


53.  On  a  vu  (n"  29)  que  requation  generale  de  ]a  cir- 
conference  est 

(i)     (x  —  6)>4.  (x  —  a)' -h  2  (r-  6)  (-r  -  «)  cos 0  =  r», 

d  etant  Tangle  des  axes;  a,  6  les  coordonnees  du  centre, 
et  r  le  rayon. 

Lorsque  Tangle  d  des  axes  est  droit,  le  cosinus  ^tant  egal 
a  zero,  Tequation  se  reduit  a 

(2)  (j  — 6)'-f.(*-a)'=r'. 

En  placant  Torigine  des  cooixlonnees  en  un  point  dc  la 
circoijference ,  et  en  conservant  les  axes  rectangulaires,  on 
aura(/*g'.  34) 

ce  qui  reduira  Tequation  (2)  a 

(3)  •  j' ^- 9.(1/ -h  .r' — 2aj;  =  o. 

Si  Ton  fait  passer  Taxe  des  abscisses  par  le  centre 
(/i^.  35),  et  si  on  laisse  Torigine  sur  la  circonference, 
Tordonnee  du  centre  etant  alors  nulle  el  Tabscisse  etant  /', 
Tequation  (3)  devient 

f'^  -f-  X*  —  2  rj:  =  o. 

Si  Ton  place  I'origine  des  coordonnees  au  centre,  Tequa- 
tion de  la  circonfrrence  sera  ,  dans  le  cas  des  axes  obliques, 

/'  4-  x'  H-  2  jcy  cos  9  =r  ;  •, 
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et  y  dans  Ic  cas  dcs  axes  rectangulaires , 

54.  L'equation 

etant  developpee,  conduii  a  une  equation  de  la  forme 

^'  -+-  J7^  H-  by  -i-  ax  -\-  c  ==:  o , 

qui  ne  renferme  pas  le  rectangle  des  variables,  et  dans  la- 
quelle  les  carres  de  ces  variables  ont  des  coefficients  egaux 
et  de  m^me  signe. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies ,  Tequation  ne  peut 
repr^senter  d'autre  ligne  qu'une  circonf^rence  de  cercle 
rapportee  a  dcs  axes  rectangulaires. 

En  eil'et ,  Tequation  dont  il  s'agit  peut  etre  mise  sous  la 
forme 

qui  represente  une  circonference  dont  les  coordonnees  du 

b         a         ,                    /«'  4-  6' 
centre  sont ? ?  et  le  rayon  4/  — y c ,  pourvu, 

toutefoiS)  que  — -^ c  soit  positif. 

Si 7 c  =  o  ,  le  cercle  se  reduit  a  son  centre. 

4 

Et  si  — J c  est  negatif ,  Tequation  est  impossible. 

55.  L'equation 

^tant  developpee ,  donne 

4-6'+a'-f-2a6cosO  — r'=  o, 
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dans  Taquelle  les  coefficients  des  carres  des  variables  som 
egaux  a  Funit^ ,  et  le  coefficient  da  terme  qui  contient  leur 
rectangle  egale  le  double  du  cosinus  de  Tangle  des  axes. 

Toutes  les  fois  que  les  conditions  qui  viennent  d'etre 
enonc^es  seront  remplies  par  une  equation  du  second  degre 
entre  coordonnees  obliques,  cette  ^uation  ne  pourra  pas 
representer  d'aulre  ligne  qu'une  circonference  de  cercle. 

En  efFet ,  soit  I'equation 

(2)  /'  H-  x'  4-  2x7-  cos  0  -h  bf  -^  ax  -h  r  =  o. 

En  ridentifiant  avec  Tequation  (1),  on  obtient 

2(6-haeos©)=  —  b,     2  (a  H- 6  cos  0)  =  —  a, 
e»  -h  a*  -h  2  a6  cos  B  —  r'  =  r. 

De  ces  trois  derniires  egalites  on  tirefacilement 

b  cos  8  —  a  a  cos  0  —  b 

2sm'0  2  sin' 8 


=\/ 


a'-h  ^'—  2fl^cosO 

c. 


4  sin*  0 


En  reportant  ces  valeurs  deot ,  o ,  /*  dans  T^quation  (i),  elle 
devient  identique  avec Tequa lion  (2).  Cette  derniere  repre- 

,  .         /./  •      /a}-^b^'. —  2fl^cos$ 

sente  done  une  circonterence ,  si  i  / .  .  ,^ c 

'      V  4  sm'  8 

est  une  quantite  reelle. 

Lorsque  le  radical  est  nul,  la  courbe  se  reduit  a  son 
centre;  c'est-a-dire  que  Tequation  ne  represente  plus  qu'un 
point. 

Si  le  radical  est  imaginaire,  Tequation  est  impossible. 

Qtiand  I'equation  (2)  represente  une  circonftrence  de 
cercle,  pour  trouver  le  centre  il  n'est  pas  necessaire  de  con- 
struire  les  valeurs  de  a  et  6 . 

En  effet,  soit  C  [fig,  36)  le  centre  demande  •,  si  Ton  abaisse 


78  CHAPITRE    CINQUIEME. 

de  ce  point  des  perpendiculaires  GM ,  CN  sur  les  axes ,  et  si 
Ton  m^ne  a  ces  derniers  les  paralleles  CP,  CQ ,  on  aura 

b 
AN  =  AQ-hQNi=  6  -hacosO=: , 

et 

AM  =  AP  -h  PM  =  a  -+-  6  cos  0  =  —  -. 

2 

On  voit  alorsqu'en  prenant  avec  des  signes  contraires  dans 
r^quation  ( 2)  les  moitiesdes  coefficients  des  termes  du  pre- 
mier degre ,  on  aura  les  longueurs  AN  ,  AM ,  et ,  par  suite , 
le  centre  C^en  elevant  des  perpendiculaires  aux  axes  par 
les  points  N,  M. 

llieoremes  velatifs  qu  cercle. 

56.  L' equation  du  cercle  rapporte  a  deux  axes  rectangu- 
laires  passant  par  le  centre  est,  comme  on  Pa  vu, 

(i)  y'^x^z=zr\ 

On  en  tire 


On  voit  qu'a  chaque  valeur  AP  (fig*  37)  de  x  correspon- 
dent deux  valeurs  MP,  M'P  de  j^  egales  et  de  signes  con- 
traires; et  puisque  MM'  est  perpendiculaire  sur  AB,  si  Ton 
applique  la  partie  inferieure  BM'B'de  la  circonference  sur 
la  partie  superieure  BMB',  ces  deux  parties  devront  coin- 
cider.  On  conclut  de  la  que  :  i^.  Tout  diametreWAB  divise 
la  circonference  et  le  cercle  en  deux  parties  egales, 
2°.  tout  diametre  perpendiculaire  sur  une  corde  divise 
aussi  cette  corde  et  rare  sous-tendu  en  deux  parties 
egales, 

L'equation  (i)  donne 

^'=rr'  —  X*  =:(r-l-.t:)(r— jr)* 


Si  Ton  suppose 

:c=:AP,    j=MP, 
on  aura 

/•-f-Jc  =  B'P,     r  — x=rBP, 
par  suite, 

MP'  =  B'PXBP; 

done,  rordonnee  pei*pendiculaire  au  diametre  est  moyenne 
proportion nelle  entre  les  deux  segments  de  ce  diametre. 

Si  Ton  mene  la  corde  B' M ,  et  si  Ton  designe  toujours  par 
X  el  y  les  coordonnees  du  point  M ,  on  aura 


parce  que  * 


L'egalite 


revient  a 


j-'-hx^rr^, 


B'M  =  2  r^  -h  5t  rr 


B'M  =2r(/'-hx)=rB'BXB'P. 

On  en  conclut  que  la  corde  B'  M  est  moyenne  proportion- 
nelle  entre  le  diametre  et  le  segment  adjacent  a  cette  corde. 
Les  equations  des  droites  B'M,  BM,  menees  des  extre- 
mites  d'un  diametre  a  un  point  quelconque  de  la  courbe, 
sont 

On  en  deduit 


et ,  en  multipliant  ces  deux  valeurs , 


jr^  r'  —  X 


2 


X*  —  7^       x'  —  r*  ' 

puisque  le  point  M ,  dont  les  coordonnees  sont  x ,  y^  appar-' 
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lient  a  la  courbe.  La  relation  aa!  =  —  i  montre  que  les 
droiles  B'M,  BM  sont  perpendiculaires,  c'est-a-dire  que 
tout  angle  inscnt  dans  un  demi-cercle  est  droit, 

57.  On  peul demontrer,  en  general,  que  tous  les  angles 
inscrits  dans  un  m^me  segment  sont  egaux  entre  eux. 

Soil  DMB  [fig»  38)  le  segment  quelconque  que  Ton  con- 
sidere.  Prenons  pour  axe  des  x  la  corde  du  segment ,  et  pour 
axe  des  j  la  perpendiculaire  elevee  au  milieu  de  cette 
corde. 

En  d^signant  par  6  Tordonnee  CA  du  centre,  et  en  fai- 
sant  BD  =  2  c ,  I'equation  du  cercle  sera 

(j— g)2_|-x'=r'     ou     ^'-f-x'  — 26/4-6'  =  r% 

equation  qui  se  r<^'duit  a 

j^  -h  x'  —  i^y  —  c'  =:  o , 

parce  que 

Les  equations  des  droites  DM,  BM  sont.respectivement 

y'z=a[x'^c),     jr  z=.  a' [x  —  c). 


On  en  deduit 


a  err  ,       «    = 


x-f-  c  X  —  e 

Or, 

tang  DMB  =  ^       ^, : 

rempiacant  a  et  a'  par  les  valeurs  qui  precedent,  on  a 


_      _  [X c)  X-\-C  7.CY 

tang  DMB  =  ^ ^  —  ^ 


y"^  x^ -h  x^  —  C 


x^  —  c^ 


Comme  le  point  M  est  sur  le  cercle,  on  a ,  entre  ses  coor- 
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donnees ,  la  relation 

d6  laquelle  on  tire 

ce  qui  conduit  a 

UDgDMB  =  ^  =  ^. 

Done ,  tous  les  angles  inscrits  dans  un  m^me  segment  sont 
egauxentre  eux. 

L'angle  ACB,  moitie  de  Tangle  au  centre  DCB,  a  pour 

tangente  -;  il  est  done  egal  a  Tangle  inscrit  DMB. 

58.  DemontroYis  les  theoremes  relatifs  aiix  lignes  qui 
se  coupent,  soit  hors  du  cercle,  soil  dans  Vinterieur  du 
cercle. 

Soient  deuxs^aQtes  quelconques  ABC,  ADE  {fig»  Sp), 
partant  du  point  exterieur  A  au  cercle.  En  rapportant  la 
courbe  a  ces  droites ,  son  Equation  sera  de  la  forme 

(i)  ^'4- J?'-t-2jrxcosO -hflx  +  ft/ -|-c=:  o, 

Q  etant  Tangle  des  axes. 

En  faisant  x  =  o  dans  Tequation  (i) ,  il  vient 

^'H-^r-hc=:  O, 

equation  dans  laquelle  c  repr^sente  le  produit  des  distances 
AB,  AC,  L'hypothise  j>'  =  o  donne 

x'  -T-  fix  -4-  c  =  o , 

c  represenlant  actuellcnient  le  produit  de  AD  par  AE.  On 
a  done 

ABX  AC  =  ADX  AE; 

c'est-a-dire  que  les  secantes  cnti^res  sont  reciproquement 
proportionnelles  a  leurs  parties  exteri cures. 

6 
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On  demontrerait  d*une  maniere  tout  a  fait  semblable  que 
deux  cordes  qui  se  rencontrent  dans  le  cercle ,  se  coupent 
en  parties  r^ciproquement  proportionnelles. 

59.  Determinons  par  le  calcul  les  conditions  d'inter- 
section  d*iine  droite  et  d*un  cercle. 
Soient 

(1)  j'H-A''=:r% 

I'equation  du  cercle ,  et 

(2)  j=«x4-^, 

celle  de  la  droite. 

Pour  trouver  les  coordonnees  des  points  communs  a  ces 
deux  lignes,  remplacons,  dans  la  premiere  equation  ^j  par 
sa  valeur  tiree  de  la  seconde ,  il  viendra 

ou 

(3)  (a*  4-  i)a7'-h2fl^x-f-  6»—  r'  =  o; 
d'ou 


fl*  +  I  a'  -h  I 

Pour  qu'il  y  ait  reellement  intersection ,  il  faut  que  ces 
valeurs  de  x  soient  reelles ,  c'est-a-dire  que  Ton  ait 

b 

or,  le  premier  membre  de  cette  inegalite  represente  ]a  dis- 
tance du  centre  a  la  droite ;  on  voit  done  que  cette  derni^re 
ne  pent  couper  le  cercle  qu^autant  que  sa  distance  au  centre 
est  moindre  que  le  rayon. 

Lorsqu'on  a  (a*  +  i)  r*  =  i*,  les  deux  racines  de  I'equa- 

tion  (3)  sont  egales  a  -; ;   en  portant  cette.  valeur  com- 
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mune  dans  j^  =  ax  +  i  on  obtient 

_      b 
•^  ~"  «» -h  I  * 

Dans  ce  cas ,  la  droite  n*ayant  plus  avec  le  cerclequ'un  seal 
point  commun  dont  les  coordonnees  sont 

ah  b 

V  ^  '—  yf  ■:^:::^ 


est  tangente  au  cercle  en  ce  point.  Des  valeurs  de  x'  ely* 
on  tire ,  par  la  division , 


x' 


y 


Multipliant  membre  a  membre  les  equations 


(«.+  ,)r'  =  6%      ^=r'. 


il  vient 


r« 


r'  =  by'^     d'ou     b  == —■ 

y 


Portant  ces*  valeurs  de  a  et  &  dans  jr=ax-hb^ona. 


x'  r^ 


jr= 7X-i--7?       oil      jry -^  xx' =:  r^ ; 

y        r 

cette  derniere  equation,  que  nous  relrouverons  bient6t,  par 
une  autre  metbode,  represcnte  la  tangente  au  point  de  la 
circonference  dont  les  coordonnees  sont  x\y  . 

60.   Cherchons  actueUement  les  conditions  relatives  a 
r intersection  et  au  contact  des  cercles. 

Soient  A,  B  (fig*   4^)   'cs  centres  des  deux  cercles, 
R,  r,  leurs  rayons,  et  d  la  distance  AB  des  centres. 

Pla9ons  Torigine  des  coordonnees  rectangulaires  au  cen- 
tre A  du  premier  cercle ,  et  prenons  pour  axe  des  abscisses 

6. 
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la  droite  des  centres^  les  equations  des  cercles  A ,  B,  seront 

(2).  .  y^^(ci^xy=r\ 

Pour  obtenir  les  points  communs  aux  deux  circonferences , 
il  faut  chercher  les  solutions  r^elles  communes  aux  equa-^ 
tions  (i),  (2)-,  si  I'on  retranche  ces  equations  membre  a 
membre ,  on  obtient 


2dic  —  d'—K'—r', 

d'ou 

(3) 

cette  valeur  portee  dans  Tequation  (1)  conduit  a 

(4)  r  =  ±^v^4«^'R'  —  (R'-  '•'-+- ^')'- 

On  ne  pent  avoir  que  deux  solutions,  d'ou  Ton  deduit  ce 
tbeorime  connu :  Deux  circonferences  de  cercle  ne  penitent 
as^oir  plus  de  deux  points  communs  a  moins  qu^elles  ne  se 
confondent. 

On  a  trouve  une  seule  valeur  de  x  et  deux  valeurs  de  y 
egales  et  de  signes  contraires  5  on  conclut  de  cette  remarque 
que  quand  deux  cercles  se  coupent ,  la  droite  qui  passe  par 
leurs  centres  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la  corde 
qui  joint  leurs  points  d'intersection. 

Pour  que  les  deux  circonferences  se  coupent  reellement , 
il  faut  que  la  quantite  placee  sous  le  radical  de  la  double  va- 
leur dey  soit  positive. 

Cette  quantite  etant  une  difference  de  carre ,  on  aura  : 

X^±—  v/(2rfR  +  rf»-hR*  — r^)  (2</R—  ^'  —  R» -+-/•»), 
et  comme  chaque  facieur  est ,  lui-meme,  une  difference  de 
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carres ,  on  pourra  ecnre  : 


/    • 


U  est  permis  de  placer  rorigine  au  centre  du  plus  grand 
cercle  et  de  compter  les  abscisses  positives  dans  le  sens  AB, 
et  par  consequent  de  prendre  d  positirement',  alors,  les 
deuY  premiers  facteurs  sontpositifs.  Pour  que  j*  soit  r^lle, 
il  faut  que  Ton  ait  a  la  fols 

R4-r  — rf>.o,      rf4-r— .R>0, 

R  +  r— rf<o,      rf+r  — R<;o; 

les  deux  dernieres  inegalites  ne  peuvent  ^tre  admises,  puis- 
qu'en  les  ajoutant  membre  a  mcnibre,  on  trouve  2r<^  o. 
On  tire  des  deux  premieres  : 

r/<RH-r,      r/>R--r; 

ce  qui  conduit  a  ce  theoreme  connu  :  Pour  que  deux  cercles 
se  coupent,  il  faut  et  il  s\iffu  que  la  distance  des  centres 
soit  plus  petite  que  la  somme  des  rajons^  et  plus  grande 
que  leur  difference. 

Pour  qu^il  y  ait  contact,  il  faut  que  les  valeurs  de  y  se 
reduisent  a  une  seule  •  ce  qui  exige  que  la  quantite  sous  le 
radical  soit  nuUe^  cette  derni^re  condition  sera  remplic 
quand  on  aura 

R  -h  /*  —  d  =  o  ,     ou      (I  -^  r  —  R  =  o , 
ce  qui  revient  a 

rf  =  R  -f-  r,      oil     d  =  R—  r. 

Done  ,  pour  que  deux  cercles  se  touchent,  il  faut  que  la 
distance  des  centres  soit  egale  a  la  somme  des  rayons y  ou 
bien  egale  a  leur  difference  j  dans  les  deux  cas,  le  point 
de  contact  est  sur  la  droit e  des  centres. 
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Les  valeurs  dey  sont  imaginaires  lorsqu'on  a 

R-4- r— r/<;o,     on     rf-f-r  —  R<;o, 

ce  qui  revient  k 

<3?>'R-hr,     on     rf<;R— -r- 

done,  guand  la  distance  des  centres  de  deux  cere  les  est 
plus  grande  que  la  somme  ou  plus  petite  que  la  difference 
des  rayons y  ces  deux  cercles  nont  aucun  point  commun. 
Si  Ton  suppose,  en  m^me  temps,  R  ==  r,  d=  o,  les  valeurs  de 

X  el  dej^  se  presenlent  sous  la  forme  -  •,  en  eflOet ,  les  deux  cir-^ 

conferences  ayant  le  mfeme  centre  et  le  m^me  rayon ,  doi- 
yent  avoir  tons  leurs  points  communs. 

De  la  tangente  et  de  la  normale  du  cercle. 

61 .  On  nomme  tangente  a  une  courbe  en  un  point 
donne  M  {fig-  40  ^^  limite  MT  vers  laquelle  tend  la  direc- 
tion d'une  secante  MS,  que  Ton  fail  tourner  autour  de  ce 
point,  jusqu'a  ce  qu'un  second  point  M'  d'intersection  se 
rapprochant  indcfiniment  du  premier  vienne  coincider  avec 
lui. 

Le  cercle  etant  rapporte  a  deux  axes  rectangulaires  qui 
pas  sent  par  le  centre ,  proposons-nous  de  mener  a  cette 
courbe  une  tangente  en  un  point  donne. 

Soit  M  le  point  de  contact  dont  nous  representerons  lea 
coordonnees  par  x' yy'\  menons  par  ce  point  une  secante 
SM'JVI,  et  designons  par  x"^j"^  les  coordonnees  du  ppint 
M'.  L' equation  de  la  secante  sera  de  la  forme 


r         ,.n 


r-/=z7-47(^-^')- 


X   —  X 


Les  points  M,  M'  etant  sur  la  circonference  qui  a   pour 
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equation  j^'H-  x'=  r',  on  aura 

Determinons  la  valeurdu  rapport  -7 — '—ji  d'apris  la  condition 

deja  exprimee,  que  les  deux  points  M,  M'  se  trouvent  sur  la 
circonference^  a  cet  effet,  rctranchons  membre  a  membre 
les  deux  derni^res  equations,  il  viendra 

^'»  __  j"»  ^-  x'*  —  x"^  =  o, 

ou 


ce  qui  donne 


y~y"  x'4-x" 


I'equation  de  la  secante  est  alors 


Lorsque  le  point  M'  se  confond  avec  Ic  point  M ,  on  a 
ct  onobtient  pour  Tequation  de  la  tangente  au  point  M, 

Faisantdispa^ait^e  le  denoininaieur  y\  efiectuant  la  mul- 
tiplication par  x'  et  rempla9ant  j^'*  -h  r"  par  r',  on  arrive 
a  Tequalion  plus  simple 

yy'  -\-  xx'  =  r'. 

On  pent  facilement  reconnaitre  que  cette  derniere  equa- 
tion appartlent  a  une  droite  qui  n'a  de  commun  avec  la 
circonference  que  le  point  dont  les  coordonnees  sont  x\  y' . 
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En  effet ,  si  on  prend  les  Equations 

(2)  y>4-^*=r»; 

en  multipliant  les  deux  mcmbres  de  la  premiere  par  2 , 
^puis  la  retrai^cliant  membre  a  membre  de  la  seconde  equa^. 
tion ,  il  vient 

Ajoutant  de  part  et  d'aulre  y^  H-  x*,  on  a 

Or,  pour  toutes  les  valeurs  de  y  et  de  x  difTerentes  de 
y\  x\  le  premier  membre  est  positif ;  par  suite,  on  a 

Comme  y^  •+•  a:*  represente  le  carr^  de  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  a  Torigine ,  on  en  conclut 
que  tous  les  points  de  cette  ligne ,  except^  celui  qui  a  pour 
coordonnees  x',  y\  sont  exterieurs  au  cercle. 

62.  La  methode  qui  vient  d'etre  employee  s^ applique, 
au  cas  oil  le  cercle  est  rapporte  a,  des  axes  quelconques. 
Soit  Tequation 

(i)     (j— 6)»-h(:c— a)*H-2(j^  — 6)(jr— a)cosO==r'. 

Designons  toujours  par  x',  y'^  les  coordonnees  du  point 
de  contact  M. 

En  representant  par  x^\y"\  les  coordonnees  d'un  second 
point  M'  de  la  circonference ,  Tequation  dela  secante  SMM' 
sera  de  la  forme 

X   X     ^  ' 

En  exprimant  que  les  points  M,  M'  sont  sur  le  cercle,  ou 


DU^CERCLE.  89 

a  les  equations 

(/'—  6  jt  4-  (x"—  « )» -h  2  (/'—  6)  (x''—  a)  cos 0  ==  r». 
Retranchant  membre  a  membre,  il  vient 

(A)  I     —2acQse(/'-^  j")  — 2ecose(x'— *") 

(       4-  2cosO(yx'—  j"x")  =  o. 

Le  dernier  tenne 

2cosG(/'x'  — /'x") 

revienl  a  - 

2  cos9 [/  (*'  —  x")  -+-  x"  (/  — /' )]. 

li'^uation  (A)  peut  etre  mise  sous  la  forme 

(/— y')(/H-/'— 26~2acosO-f-2x"cosO) 
-f-  (a:'  —  x")(x'4-  x"  —  2 a  —  26  cos  0  4-  2/' cosG)  =  o. 

On  en  tire 

y  —  y_        "g^ -H  x''  —  2a  4-  2C0S 9  (y  —  g ) 
x'— x"  ~"  *"  /-+■/'  — 26-+- 2cos9(x"— a)' 

L'equation  de  la  secante  SMM'  est  alors 

,.       ^_       x^H-x^^— 2a-4-2cosQ(/-~e)  . 

^      •^""       /4.j''—26-f-2cos0(x"— a)^  ^ 

Si  Ton  suppose  que  le  point  M'  coincide  avec  M,  on 
aura 

x"=x',      /'==/, 

et  l'equation  de  la  tangente  sera 

/n\  /  x'— a-+-cos9(y'— -  6),  ,, 

en  joignant,  toutefois,  a  cette  equation,  la  condition 

(r'  — ^)'+(^'  — a)'+2(/  — 6){x'— a)cosO  =  r'. 
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Quand  les  axes  sont  rectangulaires^  requation  de  la  tan* 
gente  est 

en  supposaut  qu  on  a 

(jr'—6)2  4-(a:'— a)'=:r'. 

Les  deux  equations  precedentes  peuvent  6tre  mises  sous 
la  forme 

(r'-e)  (r'-6)-i-(x'-a)(*'-a)  =  ,-. 

En  les  ajoutant  membre  a  membre ,  on  obtient 

pour  equation  de  la  tangente.  Lorsque  le  centre  du  cercle 
est  sur  I'axe  des  abscisses ,  Tequation  devient 

^'j^  +  (x'—  a)(x  — a)  =  r'. 

63.  Proposons-noiis  maintenant  de  mener  au  cercle 
une  tangente  par  un  point  exteriew\ 

Soient  x"^y"^  les  coordonnees  du  point  donn^  N  (fig-  4^)- 
Si  Ton  represente  par  x'^  y'^  celles  du  point  de  contact, 
Fequation  de  la  tangente  sera 

Pour  trouver  y\  x\  on  exprimera  d'abord  que  le  point 
donne  appartient  a  la  tangente ,  ce  qui  donnera  Fequation 

(i)  jrV-hxV=r'. 

On  aura  en  outre 

(2)  y»-f.y=  =  r% 

pour  exprimer  que  le  point  deinande  est  sur  la  circonfe- 
rence. 
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On  tire  de  I'equation  (i), 


t  '' 


cette  valeur,  portee  dans  Tequalion  (2),  donnc 
La  resolution  de  cette  Equation  conduit  a 

On  obtient  pour  les  valeurs  correspondantes  de  j^', 

, _  r^^^dz  rx"  s/y"'  +  x"*  ^  r' 

Lorsque  le  point  donne  est  ext^rieur  au  cercle ,  on  a 

les  valeurs  de  x'  et  de  j^'  sont  reelles  et  inegales  ,  et  le  pro- 
bl^me  a  deux  solutions. 
Si  le  point  donn^  est  sur  la  circonference,  on  a 

les  deux  systemes  de  valeurs  de  x',  y/  se  reduisent  a  un 
seal,  et  il  n'y  a  plus  qu'une  tangente. 
Dans  le  cas  ou  le  point  est  Interieur  au  cercle ,  on  a 

les  valeurs  de  x^  et  j'  sont  imaginaires,  et  le  probleme  ost- 
impossible. 

II  est  facile  de  retrouver  la  construction  qu'indique  1^^ 
geometrie  elementaire  pour  raener  une  tangente  au  cercla 
par  un  point  exterieur. 

Reprenons  encore  les  equations 

(,)  y/'4-x'x''=H, 

(3)      ,  ^-''-4-x'=^=:r% 
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dans  lesquclles  nous  regarderons  comme  des  variables  les 
coordonnees  inconnues  x\  j'  du  point  de  contact. 

En  sous  tray  ant  la  premiere  de  la  seconde,  et  en  comple- 
tant  les  carres ,  on  trouve 


(^-f  )■-(-:-)■= 


J '"+«"' 


4      ' 

equation  qui  represente  visiblement  une  circonference  dont 
les  coordonnees  du  centre  sont"^  j  —  j  et  qui  a  pour  rayon 


Puisque  les  coordonnees  du  point  N  sont  j^^',  x^ ^ 


celles  du  point  O,  milieu  de  AN,  ont  pour  valeurs  — > 


n    ^// 


D^ailleurs  sjy'^^  -4-  x''*  represente  la  distance  AN  \  done  les 
points  de  contact  sont  sur  une  seconde  circonference  ayant 
pour  diamctre  la  distance  du  centre  de  la  premiere  au  point 
donne. 

On  voit  sans  peine  que,  i^.  si  le  point  donne  N  est  ei^te- 
rieur,  la  circonference  decrite  coupera  la  premiere  5  2^.  si 
le  point  est  pris  sur  la  premiere  circonference,  la  seconde 
^ra  tangente;  3°.  que  les  deux  circonferences  sont  inte^ 
rieures  Tune  a  I'autre ,  si  le  point  donne  est  dans  le  cercle 
propose. 

64.  On  pent  resoudre  aulrement  le  probleme  dont  il 
Skagit.  En  considerant  tou jours  les  deux  equations 

(1)  y"y'-^x"x'=r\ 

{2)  y'^+x'^Tzzr^', 

si  on  y  regarde  encore  y  ^  x\  comme  des  variables ,  la  se- 
conde de  ces  equations  representera  le  cercle  donne ,  et  la 
premiere,  une  ligne  droite  que  nous  determinerons  en  cber- 
chant  ses  points  de  rencontre  avec  les  axes  5  en  faisant  sue- 


DU    CERCLC.  93 

cessivement  x'  =  o ,  y '  =  o ,  on  a 

expressions  faciles  a  construire. 

La  valeur  AT  =  -^  (fig-  4^)  etant  independante  de  j^'', 

il  en  resuhe  que  le  point  T  no  doit  pas  changer,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  N  sur  la  droite  N'  N''  perpendicu- 
laire  a  Faxe  des  x.  Cette  droite  N'K"  peut  6tre  regardee 
comme  situee  d*une  maniere  quelconque  dans  le  plan  du 
cercle,  puisqu'on  peut  toujours  prendre  pour  axe  des  x  la 
perpendiculaire  abaissee  du  centre  sur  cette  droite.  On  est 
conduit  alors  au  theoremc  suivant  qui  a  son  analogue  dans 
les  trois  courbes  du  second  degre  : 

Si  de  chacun  (les  points  d'une  droite  donnee  sur  le  plan 
d*une  circonjerencey  on  mene  des  tangentes  it  cette  courbe^ 
ct  quonjoigne  les  deux  points  de  contact y  toutes  les  lignes 
de  jonction  se  couperont  en  un  m€me  point, 

11  est  visible  que  si  la  distance  AT  ne  change  pas ,  x" 
reste  Ic  meme;  on  conclut  de  la  cette  proposition  reci- 
proque  : 

Si  par  un  point,  T,  pris  sur  le  plan  d'un  cercle  on  tire 
differentes  secantts  a  ce  cercle ,  et  que  par  les  points  oil 
chaque  secante  coupe  la  circonference ,  on  mkne  deux 
tangentes y  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tan^ 
genteSy  prises  deux  a  deux,  sera  une  ligne  droite. 

65.  Dans  une  courbe  quelconque ,  on  nomoie  sous^tan- 
gente  la  partie  de  Taxe  des  x  comprise  entre  le  pied  de 
I'ordonnee  du  point  de  contact  et  le  point  ou  la  tangente 
coupe  ce  m&me  axe  des  x. 

D'apres  cette  definitions  la  sous-taugente  est  ici  la  dis- 
tance TP  {/ig»  4*)'  ^^  ^"  obtienl  la  valeur  en  faisant 
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jr  =  o  dans  requation  de  la  tangente 

et  en  retranchant  de  la  valeur  de  x  corrospoudanle  a  celte 
hypothese,  Tabscissea:'  du  point  de  tangence.  On  trouve 
alors 


TPrr 


X 


expression  qui  peut  passer  par  tons  les  etats  de  grandeur, 
en  faisant  varier  x'  de  r  a  —  i*. 

66.  On  appelle  normale  a  une  courbe  quelconque,  la 
droite  menee  par  le  point  de  contact  perpendiculairement 
a  la  tangente.  La  sous-normale  est  la  partie  de  Taxe  des  x, 
comprise  entre  le  pied  de  I'ordonnee  du  point  de  contact 
et  le  point  ou  la  normale  coupe  ce  meme  axe  des  x. 

En  designant  toujours  par  y\  x\  les  coordonnees  du  point 
de  tangence ,  Fequation  de  la  normale  seria  de  la  forme 

Comme  cette  ligne  doit  etre  perpcndiculaire  a  la  tangente, 
on  aura  la  condition  .  . 

a'-        •         -^' 
a  — 9      —  —  J 

a  X 

ce  qui  conduit  a  Tequa lion 

si  Ton  effectueles  reductions ,  on  obiiendra 

X 

La  normale  passe  ici  par  Toriginc  qui  est  le  centre  du  cer- 
cle  \  on  relrouve  cette  proposition  connua :  le  rayon  meiie 
au  point  de  contact  est  perpendiculaire  a  la  tangente. 
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Problemes  et  theoremes  sur  le  cercle  et  la  b'gne  droite. 

67.  Mener  par  un  point  pns  sur  le  plan  d*un  cercle  y  unc 
secante  telle  que  la  partie  comprise  dans  ce  cercle  soit  egale 
a  une  ligne  donnee, 

Soient  x'^y  les  coordonnees  du  point  donne  M,  et  2 m 
]a  loDgueur  de  la  corde.  L'equation  de  la  droite  cherchee 
sera  de  la  forme 

(i)  jr  — /=«(^— ^'). 

En  rapportant  le  cercle  a  deux  axes  rectangulaires  passant 
par  le  centre ,  son  equation  sera 

(2)  j»-hj:»=r'j 

si  Ton  designe  par  x  ei  y  les  coordonnees  d'un  des  points 
de  rencontre  de  la  droite  avec  la  circonference,  et  si  Ton 
represente  par  z  la  distance  de  ce  point  au  point  M ,  on 
aura 

(3)  z>=(r-/)«-h(^-y)». 

Si  dans  Tequatiou  (3),  on  remplacej^ — j'  V^^  ^^  valeur 
tireede  lequation  (i),  il  vienl 


z^ 


—  (fl5-l_,)(a;  — «')»,     d'oii     X'-a/^ 


z 


et ,  par  suite , 

az 

en  tirant  de  ces  deux  dernieres  equations  les  valours  de  x 
et  de  y,  et  en  les  portant  dans  Tequalion  (2),  on  a 

(4)  3'-h^^^l^:^3+/'-t-x"-r'  =  0. 

Si  I'on  avaitla  valeur  de  a,  qui  convient  a  la  position  de 
la  droite  cherchee,  la  difference  des  racines  de  Fcquation  (4) 
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lepresenlerait  la  partie  de  cette  droite  comprise  dans  le  cer- 
cle.  D'apres  cette  proposition ,  nous  allons  egaler  a  umh 
difference  des  racines  de  Tequalion  dont  il  s'agit;  en  la  re- 
solvant ,  on  trouve 

La  demi-difference  des  racines  est 


V 


on  a  alors,  d'apresTenonce,  Tequation 


^ 


— =r  m 


d'ou  Ton  deduit 

Le  problime  conservant  sa  g^neralite  lorsqu'on  fait  pas- 
ser Faxe  des  x  par  le  point  donne,  nous  supposeronsj^'=  o, 
il  viendra 

:cM_  (y^-_  ,.»)  (flJ-f.  i)  =r  /w«(a»-h  i). 

En  effectuant  les  calculs  indiques,  on  arrive  facilement  a 
Fequation  ^ 

qui  donne 


a 


y/r»— /w* 


y/x'-'  — (r^  — w') 


Cette  expression  prouve  que  m  ne  doit  pas  surpasser  r, 
c'est-a-dire  que  la  corde  donnee  ne  doit  pas  etre  plus  grande 
quelle  diametre:  en  supposant  m<^r,  et  le  point  donne 
exterieur  au  cercle,  les  valeurs  de  a  sont  reelles ;  pour  les 
construire ,  d^crivons  une  circonference  sur  le  rayon  AD 


(fig,  44)  ^'omme  diametre,  et  portons  la  rorde  DO  =  m, 
noas  aurons 

AO  =  y^H  —  m\ 

Tra9ons  ensuite  une  secondecirconfereiice  ayant  pourdia- 
mfetre  AM  =  x*  et  prenons  la  corde  AI  =  AO;  la  valeur  du 
second  radical  sera  representee  par  MI:  la  tangente  de 
Tangle  AMI  ayant  pour  expression 

AI  )/r*  —  m'      - 


on  aura 

a  =z  tang  AMI. 

La  tangente  de  Tangle  IMX  sera 

■  '"*       ■  ■        '  ■  • 

En  meuant  au-dessous  du  diametre  la  secante  MB'C'^  d^ 
maniire  que  Tangle  AMI'  =  AMI ,  la  tangente  de  AMF  sera 
la  seconde  valeur  de  a.  On  aura  done  pour  reponse  a  la 
question  les  deux  droites  MBC  ,  MB'C 
Si  le  point  donne  M  est  interieur,  le  second  radical  n'est 

reel  qu'autant  que  m  est  au  moins  egal  a  \//'*  —  a?",  ce  qui 
apprend  que  la  plus  petite  corde  que  Ton  puisse  mener  par 
un  point  donn^  dans  un  cercle,  est  celle  qui  est  perpendi- 
culaire  au  diametre  passant  par  cc  point. 

En  imitant  la  construction  cx^cutee  prec^emnient ,  on 
trouvera  encore  deux  cordes  pour  solution  du  probl^me. 

Lorsqiie  m  est  nulle,  chaque  secante  devient  tangente,  et 

les  valeurs  de  a  se  reduisent  a  dr  -- —  -    -  -  Si  le  point  donn^ 

estinterieur  au  cercle,  x'  est  plus  petit  que  r,  et  les  valeurs 
de  a  sont  imaginaires.  L'hypothise  jr:'=  r  donne  a  =  oo  , 
ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  ce  cas. 
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68.   Mener  une  tangente  commune  a  deux  cercles, 
Soient 

les  equations  des  circonferences  donnees  [fig-  45).  L'equa- 
tion  de  la  tangente  commune  FC  peul  ^tre  mise  sous  la 
forme 

h  ^  c^  etant  Tordonn^e  et  Tabscisse  a  Torigine.  Nous  allons 
chercher  ces  deux  quantit^s ,  en  exprimant  que  la  droite 

•^  H —  =1  est  tangente  a  chacun  des  cercles.  L'equation 

de  la  tangente  au  cercle  A ,  en  un  point  quelconque  ( J^,^')> 
est 

avec  la  condition 

'(C)  Jr''-+-a:'»=R^ 

En  supposant  successivement  ^  =  o ,  a:  =  o ,  on  oblient 

R'  R» 

x'  y' 

Si  Ton  egale  ces  valeurs  a  c  et  & ,  il  vient  . 

R^  R» 

c 


^=-'    ^=T' 


ces  derni&res  valeurs,  portees  dans  I'eqiialion  (C),  con- 
duisent  a 

(i)  R»(*»-|-c^)  =:ft>r»; 

ce  qui  etablit  une  premiere  relation  entre  les  inconnues  i,  c. 
L'equation  de  la  tangente  au  cercle  B,  au  point  [y' .  x')n^ 
est ,  comme  on  I'a  vu , 

(D)  yy^[jo'--d){x^d)=zr\ 

avec  la  condition 

(E)  y^4-(.r;-.r/)^r=^^ 
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Les  hypotheses  >  ==  o ,  .r  =  o ,   faites  dans  Tequation  (D) , 
donnent 

En  egalant  la  premiere  valeur  a  c  —  //,  et  la  seconde  a  i, 
on  a  les  Equations 

<:  —  d=  —. >      b  <=  i-; > 

x'  ^  d  y 

desquelles  on  tire 

r  —  d  b  b{c  —  d) 

en  remplafant  x* —  d  par  sa  valeur. 

Mettant  ces  valeurs  de  x' —  d  et  j'  dans  Tequation  (E), 
on  obtient,  entre  les  inconnues  &,  c,  la  relation 

(2)  r>(^'H-c»)  =  **(c  — rf)». 

En  divisant  membre  a  membrc  les  ^nations  (2),  (i) ,  il 
vient 

R>  ^        ^^^        ' 
d'ou  Ton  tire 


c 


L'equation  (i)  donne 

cR 


A  =  ± 


Vc»  —  R' 

Pour  construire  la  premiere  valeur  de  c,  on  mine  les 
rayons  paralliles  AG,  BH,  on  joint  les  extremiles  G,  H 
par  la  droite  GH,  que  Ton  prolonge  jusqu'a  sa  rencontre 
en  C,  avec  la  ligne  des  centres  \  les  deux  triangles  sembla- 
bles  AGC,  BHC  donnent 

AC:BC::  ag:BH,    ou    ac:  ac  — bc::  R:r  — r; 

or, 

AC— BC-r/; 

7- 
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(lone 


AC- 


R  — r 


Si  Ton  prolonge  le  rayon  BH  jusqu'a  sa  rencontre  en  H' 
avec  la  circonference ,  el  qu'on  joigne  les  points  H',  G,  on 
aura  [fig*  4^) 

AC :  C'B ::  AG  :  bh',    oh    ac  :  AC'-h  CB ::  r  :  r  h-^, 

et  comme  ACh-  C'B  =  rf,  il  en  resulte 

R  +  / 
Quand  les  cercles  sont  exterieurs  I'un  a  Tautre,  on  a 

e/  >  R  -f-  r, 

et,  a  fortiori , 

r/  >  R  —  r, 

Les  deux  valeurs  de  c  etant  alors  plus  grandes  que  R,  les 
valeurs  de  b  sont  reelles ;  et  comme  a  chaque  valeur  de  c 
correspondent  deux  valeurs  de  ft,  le  probleme  admet  quatre 
solutions. 

Si  les  cercles  se  touchent  exterieurement,  J  =  R  -|-  r,  la 
premiere  valeur  de  c  surpasse  R,  et  la  seconde  est  egale 
k  R^  dans  ce  cas,  la  question  a  trois  solutions. 

Quand  les  cercles  se  coupent,  on  a ,  a  la  fois, 

fi?<R-|-r,      rf>R—  r; 

alors,  la  premiere  valeur  de  c  I'emporte  sur  R ,  et  la  seconde 
est  moindre  que  R;  celle-ci  donne  pour  b  des  valeurs  ima- 
giuaires,  et  le  nombre  des  solutions  se  reduit  a  deux. 
Lorsque  les  cercles  se  touchent  interieurement,  on  a 

^rrrR—  r, 

et ,  par  suite,  d  est  moindre  que  R  -i-  r.  La  premiere  valeur 
de  c  est  R ,  et  la  seconde  est  plus  petite  que  R  5  celle-ci  donne 
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pour  b  des  valeurs  iinaginaires,  Tautre  reiul  b  egal  a  Tin- 
fini  :  elle  est  seule  admissible,  et  alors  le  problime  n*a 
qu'une  seule  solution . 

Enfin ,  la  question  est  impossible  lorsque  les  deux  cercles 
sont  interieurs  Tun  a  T autre  ^  car,  les  valeurs  de  c  6tant 
moindres  que  R,  celles  de  h  sont  imaginaires. 

On  voit  facilement  ce  qui  arriverait  si  les  deux  cercles 
avaient  des  rayons  egaux. 

69.  Trouv^er  le  lieu  geoinetrique  des  points  dont  la  dif- 
ference des  Carres  des  distances  a  deux  points  donnes  soil 
egale  a  un  carve  aussi  donne, 

Soient  C,  D,  les  deux  points  donnas  (Jig*  46)*  Prenon& 
pour  axe  des  abscisses  la  droite  qui  joint  ces  deux  points , 
et  pour  axe  des  ordonn^es  la  perpendiculaire  elevee  sur  le 
milieu  de  cette  droite.  En  nommant  y^  Xy  les  coordonnees 
de  Tun  quelconquc,  M,  des  points  dcmandes,  2  J  la  dis- 
tance CD  des  deux  points,  et  m'  le  carre  donne,  on  aura 


et,  par  suite, 

Kllectuant  les  calculs  et  reduisant ,  on  obtient 

4,,  ,  w' 

dx  =r  m^  y     d  ou     x  =  7—, ; 

le  lieu  demande  est  done  une  parallile  a  I'axe  des^. 

Cette  valeur  de  x  est  une  troisieme  proportionnelle  a  d 

m 
et—- 
2 

II  est  visible  que  la  perpendiculaire  P'M'  elevee  sur  AX, 

^u  point  P',  a  la  meme  distance  de  A  que  le  point  P,  doit 

etre  regardee  comme  une  reponse  a  la  question, 

70.  Trouver  le  lieu  des  points  dont  la  sommc  des  canes 
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des  distances  a  deux  points  fixes  soil  egale  a  un  carre 
donni  (fig.  47)- 

Si  Ton  d^signe  par  z  ^  z'.  les  distances  d'un  point  quel- 
conque ,  M ,  du  lieu  cherche ,  aux  deux  points^fixes  C ,  D , 
on  aura ,  d^apres  Tenonce , 


z'  -f-  z'^  =  m* 


en  representant  par  m*  le  carre  donne.  En  prenant  la  va- 
1  eur  de  z  par  exemple ,  on  trouvera 

Cette  expression  prouve  que  ]a  valeur de  z'  est  limitee ;  il  est 
clair  qu'il  en  est  de  m^me  de  celle  de  z.  Nous  ferons  re- 
marquer,  en  outre ,  que  le  lieu  demands  est  symetrique  par 
rapport  a  la  droite  CD  et  a  la  perpendiculaire  elevee  au 
milieu  de  cette  droite.  C'est  pour  cette  raison  que  nous 
prehdrons  ces  deux  lignes  pour  axes  des  coordonnees. 

En  designant  toujours  par  x  eiy  les  coordonnees  du  point 
quelconque  M  repondant  a  la  question,  et  la  distance  CD 
par  a^,  on  aura 

et,  par  consequent, 

ou 

De  cette  equation  on  deduit 

Le  lieu  demande  est  done  une  circonference  de  cercle 
ayant  pour  centre  Torigine  des  coordonnees,  et  pour  rayon 


v/ 


W' —  2rf 


2 

Pour   conslruire  cetle    valeur,   nous  Tecrirons  sous  la 
forme  -  ^'2(m''--  2r/'). 
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Au  point  D  nous  eliverons  sur  CD  la  perpeudiculairc 

DG=rAD  =  ^. 

Le  carre  de  AG  sera  egal  a  2fi*.  Au  point  A  sur  AG ,  nous 
raenerons  la  perpendiculaire  AN ,  et  nous  decrirons  du 
point  G  avec  m  pour  rayon  un  arc  de  cercle  rencontrant 
cette  ligne  au  point  H;  le  carre  de  x\H  aura  pour  valeur 
m* —  arf*.  Enfin,  nous  el&verons  au  point  H  sur  AN  la 
perpendiculaire  HK  =  AH,  et  le  carre  de  AK  egalera 

Le  rayon  4u  cercle  sera  done  egal  a  la  moitie  de  la  droite  AK . 
Pour  que  le  probl^me  soit  possible ,  il  faut  que  m  soit  au 

moins  egal  a  ^ya.  La  valeur  de  m  peut  d^ailleurs  ^tre  aussi 
grande  que  Ton  voudra. 

Si  /n*=  4^'»  le  rayon  est  ^gal  a  rf,  et,  par  consequent , 
le  cercle  qui  repond  au  probl^mea  pour  diamelrela  distance 
des  deux  points  donnes. 

71 .  Trotn^cr  le  lieu  de  lous  las  points  desquels  on  peut 
mener  des  tangentes  egales  a  deux  circonferences  don- 
fiees. 

Soient  a:  et  j^  les  coordonnees  rectangulaires  de  Tun  des 
points  demandes^  («,  S),  («',  o')  celles  des  centres  des 
deux  circonferences  donnees ,  r,  r'  les  rayons  de  ces  courbes, 
vA  t  la  longueur  commune  des  tangentes. 

On  aura  : 

(r  —  6 )»  H-  (or  —  a)'  =  f '-h  r\ 
(y  -  6')'  -4-  (a:  -  ol'Y  =  r'  -h  ^'^ 

Si  Ton  retranche  ces  deux  equations  membre  a  membre, 
Tindeterminee  t  disparaitra,  ct  Tequation  resultante  sera 

(2  J  -  6  —  6')  {^'  -  €)  -f  (2.r  —  a  —  a')  (a'  — a) 


(0 


le  lieu  dcmandc  est  done  unc  lignc  droilc  perpendiculaire 
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sur  la  ligne  des  centres  :  on  Tappelle  axe  radical  des  deux 
circonferences . 

Nous  ferons  remarquer  que  cette  equation  est  celle  qii^on 
obtiendrait  en  retranchant  membre  a  membre  les  equa- 
tions des  deux  circonferences  donnees 

(y  _  6')« ^  ( -c  --  a'f  —  r'^=  O. 

Si  Ton  represente  par  A  =  o,  B  =  o,  les  equations  des  ^ 

deuxcercles,  I'equation  (i)  sera  remplacee  par  A  —  B=o. 
Or,  cette  derni^re  equation  etant  verifiee  par  les  systemes 
qui  satisfont  en  m^me  temps  a  A  =  o ,  B  =  o ,  repr^ente 
la  ligne  qui  passe  par  les  points  communs  au'x  deux  circon- 
ferences lorsqu'cUes  se  coupent.  Done ,  (cette  ligne  n^es^t 
autre  chose  que  la  corde  commune  indefiniment  prolong^e. 

Les  axes  radicaux  de  trois  cercles  concourent  en  iin 
meme  point  quon  nonime  leur  cewtre  radical.  En  effet , 
si  Ton  represente  par  A  =  o,"B  =  o,  C  =  o,  les  equations 
de  trois  circonferences ,  cellos  de  leurs  axes  radicaux  seront 

A~-B=:o,     A  — C=o,     B  — C=:a. 

L' equation 

B— C  =  o . 

etant  la  difierence  des  deux  precedentes,  la  droite  qu'eller 
represente  passe  par  le  point  dHntersection  des  lieux  de  ces 
derniires. 

Le  theoreme  est  done  demontre. 

On  deduit  de  ce  qui  precede  un  moyen  simple  de  con* 
slruire  Taxe  radical  de  deux  circonferences  qui  ne  se  ren- 
contrcnt  pas.  II  sutlit  pour  cela  de  les  couper  toutes  deux 
par  une  circonference  auxiliaire,  de  prolonger  les  cordes 
communes  jusqu'a  leur  rencontre,  et  d'abaisser  du  point 
d'intersection  unc  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  passe 
par  les  centres. 
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72.  Nous  allons  doiiner  les  enonces  de  quelques  pro- 
blimes  a  resoudre. 

Problems  I.  —  Troui^er  le  lieu  des  points  desquels  me- 
riant  des  iangentes  ii  deux  cercles  donnes ,  le  rapport  de 

ces  tangentes  sott  constamment  egal  a  — 

Probleme  II.  —  Deux  circonferences  concentriques  etant 
donnees,  on  mine  par  les  differents  points  de  la  plus  petite 
des  tangentes  que  Von  termine  a  la  seconde,  et  par  les 
extremites  on  conduit  des  tangentes  a  celle-ci  :  on  pro^ 
pose  de  troui^er  le  lieu  des  points  d* intersection  de  ces 
demikres  tangentes. 

pROBLEME  III.  —  Trouver  la  ligne  decrite  par  le  sommet 
d'un  angle  droit  dont  les  cotes  sont  ton  jours  tangents  it 
une  circonference  donnee. 

pROBLEME  IV.  —  Faire  passer  un  cercle  par  trois  points 
donnes. 

Probleme  V.  —  Faire  passer  par  deux  points  donnes 
un  cercle  tangent  a  une  droite  donnee. 

Probleme  VI.  —  Trous^er  le  lieu  des  points  dont  les  dis^ 
tances  h  deux  points  fixes  soient  entre  elles  dans  un  rap- 
port  donne. 

Problems  VII.  —  Trouuer  la  ligne  decnte  par  le  milieu 
d*une  droite d\ine  longueur  donnee,  quise  meut  dans  un 
angle  droit  de  maniere  que  ses  extremites  restent  sur  les 
c6tes  de  cet  angle. 

Probleme  VIII.  —  Trouy^er  le  lieu  des  points  qui  di^isent 
dans  un  rapport  do nne  les  lignes  menees  dUin point  fixe 
aux  differents  points  d'une  circonference . 
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CHAPITRE  SlXlfeME. 

DE  LA  TRANSFORMATION  DES  COORDONN^ES. 


73.  En  rapportant  le  cercle  a  deux  axes  obliques  quel- 
conques ,  nous  avons  irouve  pour  cetle  courbe  une  equation 
assez  compliquee;  mais  ,  un  faisant  un  autre  choix  d'axes, 
on  a  pu  simplifier  Tequation  et  la  reduire  a  trois  tennes  : 
on  con9oit,  d'apres  cela,  que  Fequation  d'une  courbe  doit 
etre  plus  ou  moins  simple ,  selon  le  systeme  d^axes  auxquels 
on  la  rapporte. 

D'une  autre  part,  il  pent  arriver  que  Ton  connaisse 
I'equation  d'une  ligne  rapportee  a  un  certain  systeme  d'axes, 
el  qu  on  ait  besoin  de  trouver  Tequation  de  cette  m^roe  ligne 
rapportee  a  d'autres  axes.  La  question  sera  resolue  quand 
on  connaitra  ,  pour  un  point  quelconque  de  la  ligne ,  les  va- 
leurs  des  coordonnees  anciennes  enfonction  des  nouvelles, 
puisqu'il.n'y  aura  plus  alors  qu'a  substiluer  ces  valeurs 
dans  Tequation  primitive.  C'est  en  cela  que  consiste  le  pro- 
bleme  de  la  transformation  des  coordonnees. 

Formules  pour  la  transformation  des  coordonnees . 

74.  Supposons  d'abord  que  les  axes  conservent  la  meme 
direction,  et  qu'on  d^place  seulement  I'origine.  Soient  A' 
{fig»  48)  la  nouvelle  origine,  et  A'Y',  A'X'  les  nouveaux 
axes^  les  coordonnees  primitives  d'un  point  quelconque  M 
seront  AP  et  PM,  et  les  nouvelles  coordonnees  A'P',  P'  M. 
On  a  evidemment 

AP  =  AB  +  BP  =  AB  4-  A'P', 

PM  =  PP'  H-  P'M  =  A'B  4-  P'M. 
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Faisons  AB  =  a  ,  A'B  =  b\  designons  par  .i',  y\  les  nou- 
velles  coordonnees  du  point  M  ,  on  aura  alors 

Ces  formules  serviront  a  remplacer  deux  axes  quelconques 
par  d'autres  axes  parall^les  aux  premiers. 

75.  R^solvons  maintenant  la  question  generate,  c'est-a- 
dire  changeons  a  la  fois  Forigine  et  la  direction  des  axes 

(/s-49)- 

Solent  AX ,  AY,  les  axes  primitifs  formant  entre  eux  un 

angle  quelconque  Q ;  A'X',  A' Y',  les  nouveaux  axes.  Menons 

par  I'origine  A' les  droites  A'K ,  A'H ,  respectivement paral- 

liles  aux  axes  AX,  AY.  La  position  des  nouveaux  axes  est 

determinee  par  les  coordonnees  de  la  nouvelle  origine  et 

par  les  angles  qu'ils  forment  avec  Taxe  AX,  ou  avec  la  pa- 

rallile  A'K  a  cet  axe. 

Nous  ferons 

AB  =  ii,      BA'=^,     RA'X'=:a,      KA'Y'=  a'. 

Pour  un  point  M  quelconque ,  les  anciennes  coordonnees 
sont  AP,  PM,  et  les  nouvelles  A'P',  P'M.  Par  le  pied  P' 
de  la  nouvelle  ordonnee  du  point  M ,  menons  les  paralleles 
P'D,  P'F  aux  axes  primitifs  AX,  AY.  Nous  aurous 

a:  =  A  P  r=  rt  -h  BF  -+-  FP  =  «  -f-  A'E  +  P'D , 
X  =z  PM  =  PN  +  DN  +  MD  =  ^»  -h  P'E  +  MD. 

Le  triangle  A'P'E  donne,  pai'  une  proposition  connue, 

A^E  _sin  A^FR        P^E  _  sin  P^  A  E 
A^'  ~  sinA'EP'  '      aHF  ~"  sin  A'  EP' ' 

De  meme,  le  triangle  P'DM  conduit  a 

P^D  _  sin  P'  MD  MD  _  sin  MP'  D 

mF  ""  sin^DP'      *'^      MF  ""  suTmDP'* 
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Mais ,  d'apres  les  notations  precedentes ,  on  a 

A'  P'  =  x\     MP'  =  /,     sin  A'P' E  =  sin  ( 0  —  a) , 

sin  A'EP'nr  sin  (i8o°—  8)  =  sinO,     sinP'A'E  =  sin  a, 

sin  P'MD  =  sin  (0  —  a'),     sin  MDP'=  sin  (i8o«—  0)  =  sin  9 , 

sin  MP' D  =  sin  a'. 
On  oblicnt  alors 

Sin  9  sin  9 

Sin  6  sm  9 

d'ou 

a:'sin(9  — a)4-  r' sin  {^—<x!) 

1  ,        a:  sin  a  -f-  Y  Sin  a 

r  =  ^  H r-^ 

sm  9 

Telles  sont  les  formules  generales  de  la  transformation  des 
coordonn^es  rectilignes. 

Ces  formules  sont  raremcnt  employees ;  nous  allons  en 
deduire  celles  donl  on  fait  ordinairement  usage. 

76.  Pour  passer  d'un  systeme  de  coordonnees  rectangu- 
laires  h  un  systeme  de  coordonnees  obliques ,  on  suppose 

9=90% 
on  a  alors 

X  =z  a -^  x' cos  at. -\- y  co^oL  y 

X  =.  b  -\- x'  %\u  OL  -\-  y'  sin  a'. 

77.  Pour  passer  d'un  systeme  de  coordonnees  rectangu- 
laires  a  un  autre  systeme  de  coordonnees  aussi  rectangU" 
laires ,  on  suppose  a  la  fois 

9=  90",      a' =90"  4-  a, 


TRANSFORMATION    DES    COORDONN^ES.  I09 

ce  qui  revient  a  faire,  dans  les  formiiles  pr^cedentes , 

a'  =  90°  ■+■  a. 
On  obtient ,  dans  ce  cas , 

j:  =  tf  -f-  ^  cos  a  —  ^-^  sin  a , 
J  =  ^  -hx'sin  a  -h  j'  cos  a. 

78.  Eniin,  quand  on  doit  passer  d'un  sjsteme  d'axes 
obliques  h  un  systeme  (Taxes  rectangiilaires ,  on  suppose , 
dans  les  formules  generates , 

a' =  90"-!-  a. 

On  en  deduil 

a:' sin  (9—  a)  —  r' cos(0  —  a) 

Sin  9 

.       x'  sin  a  H-  r'  cos  a 
sinO 

Bemarques  sur  les  formules  relatives  h  la  transformation 

des  coordonnees, 

79.  Pour  donner  a  ces  formules  toute  la  generalite  qu'elles 
component,  il  faut  que  les  coordonnees  aient  les  signes  qui 
conviennent  a  leur  position ,  et  que  les  angles  aient  des  ya> 
leurs  telles,  que  les  nouveaux  axes  puissent  prendre  toute» 
les  positions  possibles  relativement  aux  axes  primitifs. 

Si  Ton  considere  les  formules 

d^apres  les  conventions  etablies  pr^c^demment ,  x  sera  po- 
st tif  dans  le  sens  AX  (fig*  48),  et  n^gatif  dansle  sens  oppose  5 
de  meme,  y  est  positif  dans  le  sens  AY,  et  negatif  dans  le 
sens  ^ontraire.  La  m^me  remarque  s'applique  4  x\y' , 

Prenons,  par  exemple,  un  point M'  {fig*  48)  dans  Tangle 
HAX,  et  situe  entre  les  deux  axes  des  ordonnees.  On  aura 
pour  ce  point , 

X  =  AP",    J  =  ~  p''  ivr ,    x'  =  —  A'  p'",   y  =  —  p"'  M' . 
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Ces  valeurs  verifienl  Jes  formiiles  (a).  En  cflel,  on  a 

AP'  =  AB  —  BP"=  AB  —  A'  P"'=  fl  4-  ^', 
—  9"  W  —  A'B  -  P'"M'=  b  -f-y . 

Si  Ton  donnait  toute  autre  position  au  point  M'  et  a  la 
nouvelle  origine  A',  on  reconnaitrait  que  les  formules  a  se 
trouvenl  loujours  veri'fiecs. 

80.  Quand  on  fait  usage  des  formules  generales  (S)^  il 
faut  se  rappeler  :  i*^.  que  Q  est  Tangle  YAX  {fig-  5o)  forme 
par  les  parties  des  axes  primitifs,  sur  lesquelles  se  comptent 
les  coordonnees  positives ,  et  que  cet  angle  est  toujours 
moindre  que  i8o° ;  2°.  que  les  angles  a  et  a'  sont  formes  du 
c6te  des  x  positifs ,  par  les  parties  des  nouveaux  axes  sur 
lesquelles  on  prend  les  coordonnees  positives.  Pour  evaluer 
ces  derniers  angles ,  on  mene ,  par  la  nouvelle  origine  A', 
des  paralleles  A'E,  A'C ,  aux  anciens  axes ,  dans  le  sens  des 
coordonnees  positives.  Puis,  on  suppose  que  les  nouveaux 
axes,  d'abord  appliques  sur  A'E,  toument  autour  de  rori- 
gine  A^,  en  se  rapprochant  de  A'C ,  pour  prendre  la  position 
qu'ils  ont  aetuellement.  Les  angles  a  et  a'  auront  pour  me- 
sure  les  arcs  decrits  par  un  point  quelconque  de  chacun  des 
nouveaux  axes. 

Appliquons  ces  dernieres  remarques  a  un  exemple  parti- 
culier.  Nous  supposerons  que 

«=3,     h  =  —  -2,     6  =  78°,     a  =  KLG  =  295% 

a'  :=  KLF  =  262". 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  formules  generales  ^  elles 
donnent 

X  sin  { 78°  —  295**)  -f.  j'  sin  ( 78''  —  262") 


jr  =  3-h 


jr  =  —  2 


sin  78** 

y  sin  295°  +  y'  sin  262 ^^ 
sin  78*^ 
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Or, 

sin  ( 78**  —  295")  =  —  sin  ( agS**—  78°)  =  —  sin  ( 217®)  =  sin  37", 

siD{78<>—  262°)=  — sin(262°—  78")  =  —  sin  i84"=  sin4s 

sin  295"=  —  sin  (36o° —  ^95°)  =  sin  65", 

sin  262  =  —  sin  82°. 

On  a  done 

x'sin  37"-f-ysin4*' 


.r=L3-h 


^  =  —  2 


sin  7&> 
x'  siD  65** — y  sin  82" 


sin  78° 

81 .  Les  formules  trouvees  precMemment  ne  renfermant 
les  variables  qu'a  la  premiere  puissance,  quand  on  portera 
les  valeurs  qu^elles  foumissent  dansTequaliond'ane  courbe, 
le  degre  de  cette  equation  reslera  le  m^me.  On  voit  d'abord 
qu'il  ne  pourra  pas  s'elever  ^  il  ne  pourra  pas  non  plus  di- 
minuer,  puisque,  s'ilen  ^tait  autrement,  en  revenant  dela 
seconde  Equation  a  la  premiere ,  le  degre  de  Tequation  s'e- 
Ifeverait. 

82.  Dans  certains  problemes,  les  quantites  a,  6,  a,  a' 
sent  donnees;  dans  d'autres,  ces  m^mes  quantites  sont  in- 
determinees ,  et  Ton  profite  de  cette  indetermination  pour 
faire  disparaitre  quelques-uns  des  termes  de  Tequatiou 
d'une  courbe. 
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LIGNES  bU  SECOND  ORDRE. 


Di\fision  des  lignes  du  second  ordre  en  trois  genres. 

83.  Nous  avons  vu  (n°*33...37)  que  toute  equation  du 
premier  degre  a  pour  lieu  geomelrique  une  ligne  droite ,  et 
reciproqueinent ,  que  toute  droite  est  representee  par  une 
equation  du  premier  degre.  11  resulte  de  la  qu'une  equation 
a  deux  variables  d'un  degre  superieur  au  premier,  doit  re- 
presenter,  en  general,  une  ligne  courbe. 

D'apres  ce  que  nous  avons  dit  (n°  31)  relativement  a  la 
classiiication  des  lignes  algebriques ,  nous  sommes  conduits 
a  chercher  les  courbes  qui  peuvent  ^tre  representees  par 
Tequation  du  second  degre. 

L'equation  la  plus  generale  du  second  degre  a  deux  va- 
riables est 

(i)  Aj'-+-  Bxj-h  Ca:'4-  D/ -h  Ej:  +  F  =  o. 

Lorsque  A  nVst  pas  nul,  en  la  resolvant  par  rapport  a  y^ 

on  a. 

Bo:       D 


X 


,      , .  2A        2A 

(^•)  .      ^    __^ 

±  -^  v'fB'—  4  AC)  jr'-f-  2  (BD  —  2  AE)  j;  -h  D»—  4  AF* 

y        2  A. 

Soient,  pour  abreger, 

B  D        , 

■"^  =  '''       ~IA=^' 

B»— 4AC  =  /i,     BD--2AE=/;,     D'— 4AF=^j 
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1  equation  {2)  deviendra 

jr  =  ax  -^  bzh.  —  ^nx*  -h  ^px  4-  g> 

Les  deux  valeurs  de  y  out  une  partie  rationnelle  com- 
mune or  +  ^9  qui  est  Tordonn^e  d'un  point  quelc6nque 
d'une  droite  dont  Tequation  est 

(3)  y=z  ax  -h  b. 

Pour  trouyer  les  points  determines  par  Tequation  (1),  on 

construira  d'abord  la  droite  HH'  {Jig*  5i),  represent^  par 

I'equation 

y  =  ax  ^  b. 

Pour  une  abscisse  quelconque  AP,  Tordonnee  de  la  droite 
etant  PF,  on  devra  porter  de  part  et  d' autre  du  point  F, 
en  L  et  L',  des  longueurs  egales  a  la  valeur  que  prendra  le 
radical 


—  ^/ix'-h  2px  -{-q. 

En  repetant  la  mcme  construction  pour  toutes  les  valeurs 
de  X ,  qui  font  prendre  au  radical  des  valeurs  r^elles  ^  on 
aura  les  difierents  points  de  la  ligne  representee  par  T^qua- 
tion  (1). 

La  droite  HH' jouit  de  la  propri^t^  de  diviser,  en  deux 
parties  egales ,  toutes  les  cordes  parallMes  a  Taxe  des  y ;  4 
cause  de  cette  propriete,  la  ligne  HH'  est  nommee  diametre. 
On  donne  generalement  le  nom  de  diametre  au  lieu  geome- 
trique  des  milieux  d'une  suite  de  cordes  parall^les  menees 
sous  une  direction  primitive  quelconque. 

Pour  abreger,  nous  ferons 


I 


Y  =  — :  sJnx'  -f-  ipx  -h  a , 

et  nous  dirons  que  Y  est  Vordonnie  comptee  h  partir  du 

diametre. 

S 
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On  d^monlre  en  algebre  que  pour  un  trindme,  telquc 

nx^  -f-  ipx  •+■  q , 

et  m6me  pour  un  polynome  de  la  forme 

on  peut  toujours  assigner  a  x  une  valeur  positive  et  unc 
valeur  negative,  telles  que  les  valeurs  positives  et  negatives 
plus  grandes  donnent,  pour  ce  polyndme,  des  resultats  de 
m^me  signe  que  le  premier  tcrme  •,  on  demontre ,  en  outre , 
qu'en  faisant  croitre  x^  positivement  ou  negativement  jus- 
qu'a  Tinfini ,  les  valeurs  absolues  du  polyndme  augmentent 
elles-m^mes  jusqu'a  Tinfini.  D'apris  cela ,  \  partir  de  cer- 
taines  valeurs  de  x  positives  ou  negatives,  les  valeurs  du 
trin6me  77X^4-  'xpx  4-  q  seront  de  meme  signe  que  /ix*,  et 
comme  x*  est  toujours  positif ,  puisqu'on  n'attribue  a  x 
que  des  valeurs  reelles ,  le  signe  des  resultats  sera  celui  de 
n  ou  de  B* —  4  AC. 
Lorsqu'on  a 

B»  — 4AC<o, 

il  cxiste  des  valeurs  de  x  au  dela  desquelles,la  quantite  sous 
le  radical  etant  negative,  I'ordonnee  Y  est  imaginaire^  et 
comme  les  valeurs  de  x  pour  lesquellcs  Y  est  ree^ ,  ne  peu- 
vent  jamais  fournir  qu'une  valeur  finie  pour  cette  ordon- 
nee,  il  en  resulte  que  la  courbe  representee  par  I'equa- 
tion  (i)  est  limitee  dans  le  sens  des  abscisses  positives  et 
dans  celui  des  abscisses  negatives,  et  qu'elle  Test egalement 
de  part  et  d'autre  du  diametrc.  Cette  courbe ,  limitee  dans 
tons  les  sens ,  a  ete  nommee  ellipse » 

Quand  B* —  4  AC  est  positif,  il  existe  des  valeurs  posi- 
tives et  negatives  de  x  au  dela  desquelles  Tordonnee  Y  est 
toujours  reelle-,  d'ailleurs,  cette  ordonnee  peut  croitre  jus- 
qu'a  Finfini-,  par  consequent,  la  courbe  que  Tequation  (i) 
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represente  est  illimit^e  dans  tous  les  sens  :  on  lui  donnc  le 
nom  di  hyperbole. 
Enfin ,  lorsque 

B'--4ACr=o, 
Y  se  reduil  n 

—  yj^px^q. 

Si  p  est  positif  5  X  pourra  recevoir  des  valeurs  positives 
aussi  grandes  qu'on  le  voudra :  mais ,  en  attribuant  a  x  des 
valeurs  negatives ,  Y  pourra  devenir  imaginaire.  La  courbe 
est  done  illimit^e  dans  le  sens  des  x  positifs,  et  limitee  du 
c6te  des  x  negaiifs.  Le  contraire  a  lieu  lorsque  p  est  negatif. 
II  resulte  de  la  que ,  dans  les  deux  cas ,  la  courbe  ne  s'etend 
a  Tinfini  que  dans  un  seul  sens.  Cette  courbe  se  nomme 
parahole. 

Nous  parlerons  plus  tard  du  cas  ou  p  est  nul.  On  pent 
voir  deja  que,  le  terme  en  x  disparaissant  sous  le  radical, 
Fequation  ne  pent  plus  representer  une  courbe ,  puisqu'elle 
s'abaisse  au  premier  degre. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  conduit  a  etablir  trois  genres 
de  courbes  du  second  ordre. 

Quoique  nous  ayons  suppose  complete  I'equation  du  se- 
cond degre,  il  est  facile  de  reconnaitre,  comme  nous  ailons 
le  faire  voir,  que  dans  le  cas  ou  il  manque  quelque  terme , 
on  ne  pent  rencontrer  d'autres  courbes  que  celles  dont  nous 
avons  parle.  Lorsque  A  =  o,  et  que  C  n'est  pas  nul ,  en  re- 
solvant  Fequation  (i)  par  rapport  a  jr,  on  a 

±:-^,  v/B'j'  +  2(BE  —  aCD)/  -f-  E'—  4CF. 

En  supposant  B  diflerent  de  zero,  le  premier  terme  B*y*  de 
la  quantite  plac^e  sous  le  radical  est  toujours  positif.  Alors, 

8. 
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en  raisonnant  comme  pr^cedemment ,  on  verra  que  la 
courbe  est  illimitee  dans  tons  les  sens.  Cette  courbe  est 
done  du  genre  de  I'hyperbole. 

Si  Ton  a,  a  la  fois,  A  =  o,  B  =  o,  en  resolvant  I'equation 
par  rapport  a  a: ,  on  reconnait  facilement  que  la  courbe 
doit  ^tre  compt^e  parmi  les  paraboles. 

Lorsqu'on  aA  =  o,C  =  o,B  n'etant  pas  nul ,  I'equation 
du  second  degre  devient 

Bx/ H- D/ -t- E  X -H  F  =  o . 

Et,  comme  elle  est  du  premier  degre  par  rapport  a  cha- 
cune  des  variables ,  en  donnant  a  Tune  quelconque  de  ces 
variables  des  valeurs  aussi  grandes  que  Ton  voudra ,  les  va- 
leurs  de  I'autre  seront  toujours  reelles  :  la  courbe  s'etend 
done  a  Finfini  dans  tons  les  sens,  et  doit  ^tre  rangee  parmi 
les  hyperboles. 

n  r^ulte  de  ce  qui  precede  qu'il  n'existe  que  trois  genres 
de  courbes  du  second  degre :  i°.  les  ellipses,  qui  sont  des 
courbes limitees  dans  tousles  sens  etpour  lesquelles  on  a 

B»— 4AC<o; 

n^,  les  hyperboles ,  qui  sont  des  courbes  illimitees  dans  tous 
-  les  sens  et  pour  lesquelles  on  a 

B^  — 4AC>o; 

.3°.  les  paraboles ,  qui  sont  des  courbes  illimitees  dans  un 
sens  et  limitees  dans  Tautre ,  et  pour  lesquelles  on  a 

B»— 4AC  =  o. 

Nous  allons  actuellement  examiner  en  particulier  chacun 
de  ces  trois  genres  de  courbes. 

Discussion  de  Vellipse, 
B»  — 4AC<o. 
84.  En  resolvant  Fequation  generale  du  second  degre ,  on 
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a  trouve  precedemment 


(l)  r  =  ^J?  -+-  *±  -T  V^"*'  H-  ^px  -H  q- 

Comine  n  est  negatif,    nous  remplacerons  ce  coefficient 
par  —  (J*,  ce  qui  donnera 

yzzzax-^  6rt—  ^—  J'x'  4-  2/;jr  -f-  <7 , 
ou 


Soil  H'  H  (fig,  5i)  le  diametre  doni  I  equation  est 

y^=z  ax  -^  b. 

Pour  les  points  ou  cette  droite  est  rencontree  par  la 
courbe ,  Tordonn^e  Y  est  nullc ;  on  aura  done  les  abscisses 
de  ces  points ,  en  posant 

X* ^--  X  —  -r-  :^  o. 

Nous  designerons  g^neralement  les  racines  de  cette  Equa- 
tion par  x'^  ocf\  ces  racines  pouvant  6tre  reelles  et  inegales, 
n^elles  et  egales,  ou  imaginaires.  Nous  examinerons  sue* 
cessivement  ces  trois  cas. 

Premier cas,  —  Quand  les  racines  x\  x^^  sont  reelles  et 
in^gales ,  en  les  supposant,  pour  fixer  les  idees,  toutes  deux 
positives,  et  en  regardant  a:'' comme  la  plus  grande,  on 
prend  AP'=a:',  AF'=a:",  on  tire  des  paralleles  P'K', 
F'K'',  a  I'axe  des  Y-,  les  intersections  K',  K'',  de  ces  droites 
avec  H'  H  sont  les  points  ou  la  courbe  rencontre  ce  dia- 
metre. 

En  designant  toujours  par  Y  I'ordonnee  compile  a  parti r 
du  diametre  H'H,  on  a 


=iv/ 


-¥'-|-.)- 
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Comme 


x' 


^' 


1 'expression  precedente  peut  ^tre  remplacee  par 

Y=^V(^-x')(x"-x). 

Cela  pose ,  de  a:  =  o  a  x  =  a:',  le  facteur  x  —  x'  est  ne- 
gatif,  el  a/' — x  positif;  par  suite,  les  valeurs  de  Y  sont 
imaginaires  :  done,  il  n'existe  aucun  point  de  la  courbe 
entre  Taxe  des  Y  et  la  parallele  P'K'  a  eel  axe,  men^e  a  la 
distance  x'  compile  sur  I'axe  des  x. 

De  P'  a  P",  les  valeurs  de  x  etant  comprises  entre  x*  et  x" ^ 
les  facteurs  x — x\  x" — x  sont  positifs,  et  les  valeurs  de  Y 
sont  reelles.  Chaque  valeur  attribuee  a  x^  entre  ces  deux 
limites,  donne  deux  points  de  la  courbe. 

Au  dela  de  P",  les  facteurs  x  —  x\  x" — x  etant  Tun 
positif,  I'autre  negatif ,  les  valeurs  de  Y  sont  constamment 
imaginaires.  La  courbe  n'a  done  aucun  point  au  deM  de  la 
parallMe  P'K''  a  I'axe  des  y. 

Pour  toute  valeur  negative  de  x^  les  facteurs  [x  —  x') , 
[x^' —  x)  ont  des  signes  contraires ,  et  les  valeurs  de  Y  sont 
imaginaires.  La  courbe  n'a  done  aucun  point  du  cote  des 
abscisses  negatives. 

Cette  courbe  est  placee  entre  les  paralleles  P'K',  P^K''^ 
et  comme  les  valeurs  de  a:,  pour  lesquelles  Tordonnee  comp- 
ile a  partir  du  diametre  est  reelle ,  ne  peuvent  rendre  cette 
ordonnee  infinie,  il  en  resulte  que  la  courbe  est  aussi  llmitee 
de  part  et  d'autre  du  diametre. 

Pour  determiner  les  limites  de  Tellipse  parallelement  au 
diametre ,  nous  ferons  observer  que  la  somme  des  facteurs 
variables  places  sous  le  radical  est  egale  a  une  quantite 
donneear" —  x',  Le  maximum  du  produit  (x — x')  {or" — x) 
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est  alors  I j  ?  ce  qui  donne  -^^^ — j- — -  pour  le  maxi- 
mum de  Y.  On  aura  la  valeur  de  x,  a  laquelle  correspond 
ce  maximum,  en  posant 


d'oij 


ou 


X  —  x'  =  x"  —  X ; 


x"  4-  x' 


Cette  valeur  de  x  est  evidemment  Fabscisse  du  point  N, 
milieu  de  P'P'^  Apris  avoir  mene  par  ce  point  une  paral- 
lele  ind^Onie  k  Taxe  des  y^  on  prendra ,  a  partir  du  point  O 
de  rencontre  de  cette  parall^le  avec  le  diam^tre ,  des  lon- 
gueurs OG ,  OG',  egales  a         .  — ij  et  on  aura  ainsi ,  en 

4A 

G  et  G',  les  points  les  plus  eloign^s  du  diamdtrc.  Si  Ton 
conduit  a  cette  derni^re  ligne  les  deux  paralliles  DE ,  D'E^ 
la  courbe  sera  renferm^e  dans  le  parallelogranime  DED'E' 

On  pent  encore  obtenir  d'une  autre  maniere  le  maximum, 
de  Tordonnee  comptee  ii  partir  du  diam&tre. 

En  eflet,  en  ajoutant  et  retranchant,  sous  le  radical ,  j^t 

on  peut  ecrire 


-=rV(f-I--)-('-f-)" 

Sous  cette  forme,  on  voit  iramediatement  que  le  maxi- 
mum de  T  correspond  a 

X  =  -r-* 

(J* 

Cette  derniire  valeur  est  egale  k ?  et  donne  le  point 

N  trouve  precedemment. 

Si  Ton  prend ,  de  chaque  cot^  du  point  N , 
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on  aura 

AQ"  =  AN  -4-  NQ"  =  ^  +  r. 

Ces  abscisses,  mises  k  la  place  de  x  sous  le  radical^  con-» 
duiseut  a  la  meme  valeur  pour  Y.  Done ,  pour  ces  abscisses , 
les  ordonnees  RM,  RI,  R'M',  R'l',  comptees  a  partir  du 
diametre,  sont  egates  enlre  elles.  On  conclut  ais^ment  de 
cette  egalite,  que  les  triangles IRO,  OR' M'  sontegaux,  et, 
par  suite,  que  la  ligne  lOM'  est  une  droite  divisee  en  deux 
parties  egales  au  point  0»  La  distance  r  etant  arbitral  re ,  il 
en  r^sulte  que  le  point  O  divise  en  deux  parties  Egales  toutes 
les  droites  qui  passent  par  ce  point ,  et  qui  sont  terminees  a 
la  courbe.  A  cause  de  cette  propriety,  le  point  O  est  nomme 
centre. 

Si  I'on  determine  d'abord  le  diametre .  et  si  Ton  donne 
des  valeurs  numeriques  aux  quantites  J,  A,  a:',  a:",  en 
cherchant  des  points  suffisamment  rapproches  et  en  les  joi- 
gnant  par  un  trait  continu,  on  reconnaitra  que  la  courbe  a 
la  forme  indiqu^e  (Jig-  5i). 

On  pent  voir  que  la  courbe  est  concave  vers  le  diametre; 
car  s'il  en  etait  autrement ,  une  droite  pourraitla  rencontrer 
en  plus  de  deux  points. 

Deuxieme  cas.  — Lorsque  les  racines  x\  x"^  sont  egales  ^ 
on  trouve 

2A 

et  la  seule  valeur  de  x ,  qui  rend  Y  reelle ,  etant  a:',  Tellipse 
se  reduit  a  un  point  dont  les  coordonnees  sont 

On  pent  reconnaitre  facilement  que ,  dans  le  cas  que  nous^ 
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traitons,  le  premier  membre  dc  Tequatiou  proposee  est  la 
somtne  de  deux  carres. 
En  efTet ,  on  a 


2A         2A  2A 

Multipliant  par  2A,  et  faisant  passer  dans   le   premier 
membre  les  termes  independants  du  radical ,  on  trouve 

a  A>-  -h  B47  4-  D  =  ±  ^ (  j:  —  4/)  /^; 
d'ou 

(2  A7 -f- Bj: -4- D)'-»- ^  (jr  —  j:')»=  o. 

Troisieme  cas.  —  Enfin ,  quand  les  racines  x\  x'\  sont 
imaginaires,  le  trindme  — cJ*  x* -h  2 /7X -4- ^  conserve  le 
signe  de  son  premier  terme ,  quelque  valeur  r^elle  que  Ton 
donnea  a:;  on  ne  trouve  done  que  des  valeurs  imaginaires 
pour  Y.  Alors  il  n'existe  aucun  point  dont  les  coordonn^es 
verifieni  Tequation  (i).  Dans  ce  cas,  on  dit  que  cette  ^ua- 
tion  n'admet  aucune  solution  rdelle,  ou  bien  qu'elle  repr^- 
sente  une  ellipse  imaginaire. 

Le  premier  membre  de  Tequation  est  alors  la  somme  de 
irois  carres  dont  Fun  est  ind^pendant  de  x  et  de  j. 

Pour  le  prouver,  nous  ferons  remarquer  que  V^quation 

x' —  X  —  —  =  o 

ayantses  racines  imaginaires,  on  a 

cequi  donne 

par  suite ,  1  equation 

Bjt  D    _.        I        I r 
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devient 

Le  cercle  est  un  cas  particulier  de  Tellipse,  puisque  cette 
premiere  courbe  est  ferm^e  et  que  son  equation  est  du  se- 
cond degre. 

Le  cercle ,  le  point  et  la  courbe  imaginaire  sont  ce  qu'on 
nomme  ordinairement  les  varietes  de  1' ellipse.     . 

Discussion  de  l* hyperbole. 
B»— 4AC>o. 
83.  La  valeur  generale  de  y  est 

2A  ^  ^  ^ 

Le  coefficient  n  etant  positif ,  nous  le  remplacerons  par  J*. 
et  nous  aurons  alors 


r  =  «x+6±^y/x'+i^x+f-,, 


et 


2A  V 


2.px        q 


En  posant  Tequation 

<^'-i- -TT- ^  4- v:  =  o  > 

et  en  d^signant,  comme  precedemment ,  les  racines  par 
or',  x^\  il  y  aura  encore  trols  cas  a  distinguer. 

Premier  cas,  —  Lorsque  les  racines  x\  x'\  sont  reelles 
et  inegales ,  on  a 

(A)  Y=l^^{jc-x')(a:-x"). 

Les  abscisses  des  points  ou  la  courbe  rencontre  le  dia- 
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metre  HH'  (Jig.  Sa)  dont  Tequatiou  estj^=  ox-f- 6,  se- 
ront  x',  od'. 

Pour  fixer  les  idees ,  regai^ons  ces  racines  comme  posi- 
tives, x"  ^tant  la  plus  grande  des  deux. 

Nous  prendrons  AP'  =  x\  K9"  5=  jc",  et  par  les  points 
P',  P"  nous  menerons  a  I'axe  des  /  les  paralliles  P'K', 
P"K",  qui  determineront  les  points  d'intersection  K',  K'^ 
de  la  courbe  avec  le  diametre. 

De  A  en  P',  les  deux  facteurs  x  —  x',  x  —  xf^^  soni  ne- 
gatifs,  et,  par  suite,  Yestreelle.  En  ^crivant 

Y=r— V(a:'— J?)  (x"— x), 
on  voit  que ,  x  augmentant  de  z^ro  a  x\  T  diminue  de 

2  A 

a  zero.  En  prenant 

HD  =  HD'=:  ^JlPlPy 

la  portion  de  courbe  comprise  entre  Taxe  des  j^  et  la  paral- 
lele  P'  K'  a  cet  axe,  aura  la  forme  DK'iy. 

De  P'  a  F',  les  facteurs  x  —  x\x  —  a/',  ^tant  de  signes 
contraires,  Y  est  imaginaire.  II  n^y  a  done  aucune  partie  de 
la  courbe  entre  les  parallMesP'K'jFK^  Audela  de  P^ 
les  facteurs  x  —  a:',  x  —  x!'  sont  positifs,  et  augmentent 
jusqu'a  Tinfini.  Cela determine  une  branche  EK'' E'  qui  s'e- 
tend  a  Tinfini  dans  le  sens  des  x  positifs  et  qui  s'ecarte  de 
plus  en  plus  du  diam^tre  HK^^ 

Du  c6te  AX',  x  etant  negatif ,  on  fera  x  =  —  z  ^  I'equa- 
tion  (A)  deviendra 


Chaque  valeur  positive  de  z  detcrminera  deux  valcurs  de  Y 
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egales  el  de  sigDes  contraires ,  et  z  augmentant  jusqu'a  I'in- 
fini ,  Y  croitra  aussi  jusqu'A  Tinfini.  On  aura  alors  deux  arcs 
d'hyperbole  DG ,  lyO',  qui  s'elendront  a  I'infini  du  cote  des 
X  negalifs,  en  s'ecartant  de  plus  en  plus  du  diamfetre  HR'^ 
La  courbe  aura  done  la  forme  indiquee  (jig.  52). 

Second  cas.  —  Quand  les  racines  x\  a/'  sont  reelles  et 

egales,  I'^quation 

S     , 

r  =  fljc  -h  ft  ±  —r  yi^  —  -a?')  i^  —  •>?") 
•^  2A  '  ^-  '  ^ 

donne 


jr  ::=  ax  -{-  b  dtZ 


2k 


Ce  qui  determinedeuxdroitesGG'5LL'(^g'.  53)  qui  se  cou- 
penl  sur  la  lignc  qui  a  pour  equation  y  =  ax  -f- 1,  au  point 
dontrabscisse  est  x'. 

On  voit  facilement  que  le  premier  membre  de  Tequation 
du  second  degre  est ,  dans  ce  cas ,  decomposable  en  deux 
facteurs  rationnels  du  premier  degr^  par  rapport  aux  va- 
riables X,  Y* 

Troisieme  cas.  —  Quand  les  racines  x',  od'  sont  imagi- 
naires,  I'hyperbole  ne  rencontre  pas  le  diamitre,  et  le  tri- 
nome  d^x^-h'^tpx-^-q  restant  toujours  positif,  quelque 
valeur  reelle  que  Ton  donne  a  x,  les  deux  valeurs  de  Y 
sont  toujours  reelles.  Chaque  hypo  these  faite  sur  Tabscisse 
donne  deux  points  de  la  courbe ,  situes  de  part  et  d'autre  du 
diametre  a  la  m^me  distance  de  cette  ligne.  La  courbe  est 
done  formee  de  deux  branches  indefinies  situees  I'une  au- 
dessus,  Tautre  au-dessous  du  diametre  [fig.  54). 

Le  minimum  de  Fordonnee  Y  est  facile  a  calculer.  En 
eflfet ,  la  valeur  de  Y  pent  6tre  mise  sous  la  forme 

Or,  ~i  —  Ji  ^^*^  ^^^  quantite  positive,  puisque  les  ra- 
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cines  x'^  od'  sont  imaginaires;  on  aura  done  le  minimum 
cherche  en  posant 

x4-|^  =  o,      d'oei     x=— |. 
Ce  minimum  a  pour  valeur 


2  A  V  if'       ^* 
Enprenant 


AP=:-^, 


et  en  menant  par  le  point  P  une  parallele  a  I'axe  des  j-jqui 
rencontre  le  diam^tre  H'HL  au  point  O,.  si  Ton  prend  les 
longueurs  OK',  OK'^,  egales  a 


2AV  iJ'        $*' 


les  points  K',  K"  seront  les  plus  rapproclies  du  diam^tre. 

Par  des  raisonnements  semblables  a  ceux  qui  out  ete  faits 
(n°84)pour  Tellipse,  on  reconnai trait  que  le  point  O,  mi- 
lieu de  K'K'^  (fig.  52 ,  54) ,  est  un  centre. 

86.  On  a  vu  (n^  83)  que ,  A  etant  nul ,  mais  B ,  C  etant 
difTerents  de  zero ,  la  courbe  devait  ^tre  rangee  parmi  les 
hyperboles.  Celte  proposition  a  6ie  etablie  en  resolvant  Te- 
quation  par  rapport  a  x.  On  pourrait  construire  la  courbe^ 
ensuivaut  cettemarche;  mais  comme  la  variable/  n'entre 
qu'a  la  premiere  puissance ,  il  est  plus  simple  de  f  esoudre 
Tequation  par  rapport  a  cette  variable. 

L'equation  qu'on  doit  discuter  est 

B  xj  -f-  C  x'  -h  D  jr  -f-  E  .r  4-  F  =  o . 
On  en  tire 

—  C  x^  —  E  .r  —  F 
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Si  Ton  effectue  la  division ,  on  aura 

/•  =  ex  -h  «/  -h 


Bar-h  D 


en  designant  les  deux  premiers  termes  du  quotient  par 
cx  +  d^  eile  reste  par  r. 

Construisous  d'abord  la  droite  j^  =  ex  -\-  d-^  soil  L'  HGL 
celte  droite  [fig-  55). 

Pour  avoir  les  points  de  la  courbe ,  il  faudra  porter  au- 

dessus  ou  au-dessous  de  L'L,  la  valeur  ~ —9  suivant 

que  cette  valeur  sera  positive  ou  negative,  puisque,  dansle 
premier  cas,  Tordonneede  la  courbe  sera  plus  grande  que 
celle  de  la  droite ,  et  qu'elle  sera  plus  petite  dans  le  second. 
Pour  simplifier  la  discussion,  posons 


=  V, 


hx-i-D 


et  pour  fixer  les  idees ,  regardons  comme  positives  les  quan- 
tites  r,  B,  D. 

Pour  :r  =  o ,  on  a 


-=r 


On  prendra  done  sur  Taxe  des^  la  distance 

r 
GK=-, 

et  le  point  K  appartiendra  a  la  courbe. 

Si  Ton  fait  croitre  x  positivement  de  o  a  00  ,  V  dimi- 

nucra,  en  restant  toujours  "positif,  de  -r-  a  o.  A  partir  du 

point  K,  la  courbe  se  rapprochera  indefiniment  de  la 
droite  GL,  sans  jamais  la  rencontrer^  on  obtiendra  alors 
un  arc  KRqui  s'etendra  a  Tinfini. 
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Si  Ton  fait  ;t:  =  —  2  ,  on  aura 

r 


D  — B« 


et  il  suffira  de  donner  a  z  des  valeurs  positives  pour  suivre 
la  marche  de  la  courbe  dans  le  cas  ou  x  est  negatif. 

En  faisant  croitre  z  de  o  a  —>  le  denominateur  D — Bz 

B 

diminuant,  les  valeurs  de  V  augmentent  en  restant  posi- 
tives. Ces  valeurs  doivent  done  toujours  etre  portees  au- 

dessus  de  L' L 5  on  voit  d'ailleurs que ,  lorsque  r  =  — ->  V  de- 
vient  infini.  II  resulte  de  la  quV'n  prenant  du  cote  des  abs- 
cisses negatives  AI  =  —  >  et  en  raenant  par  le  point  I  la  pa- 

rallele  NIN'  a  I'axe  des  y,  on  aura  encore  une  droite  dc» 
laquelle  la  courbe  se  rapprocbera  indefiniment ,  sans  jamais 
la  rencontrer.  L'arc  d'hyperbole  determine  par  les  valeurs 

de  z  comprises,  entre  o  et  — -  est  KR'. 

Lorsque  z  est  plus  grand  que  --  et  augmente ,  V  est  nega- 
tif et  devient  de  plus  en  plus  petit ;  les  valeurs  qu'il  prend 
doivent  alors  etre  portees  au-dessous  de  la  droite  LU.  En 
supposant,  par  exemple,  z  =  AF,  on  obtient  un  point  M 
de  la  courbe,  la  distance  PM  ^tant  egale  a  la  valeur  de  V. 
On  a,  pour  les  valeurs  croissantes  de  z,  a  partir  de  AF, 
Tare  MS  qui  se  prolonge  a  riniini^  en  se  rapprocbant  inde- 
finiment de  LI/.  Si  Ton  revient  de 

D 
z  =  AF     k     a  =  AI=:~» 

les  valeurs  de  V  sont  toujours  negatives ,  mais  augmentent 
numeriquement  jusqu'a  I'infini.  Ces  valeurs  d^terminent 
Tare  MS'  qui  se  rapproche  indefiniment  de  la  droite  NN' , 
sans  jamais  la  rencontrer. 
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Les  droites  LL',  NN',  a  cause  de  la  propriete  dont  elles 
jouissent  de  se  rapprocher  de  plus  en  plus  de  la  courbe  sans 
jamais  la  rencontrer,  ont  ete  nommdes  asymptotes, 

Dans  Tequation 

^■^  BxH-D  ' 

nous  avons  suppose  que  la  division  donnait  un  reste^  s'il  en 
etait  autFement ,  on  aurait 


—  Cx'—  Ex  —  F  =  (Bx  -+-  D)  (ex  +  d) ; 
d'ou 

_(Bx  H-D)(cx4-^) 
^""  (Bx  +  D)  ' 

et,  par  suite, 

(Bx-4-DJ  {x—cX'-d)z=:o. 

Dans  ce  cas ,  I'equation  proposee  representcrait  deux  droites 
ayant  pour  equations 

Bx-f-DnrO,       y  —  CX  —  d  =z  O , 

ou 

D 

X  =  —  —•?     jr  =  CX  -h  d, 

II  resulte  de  la  que,  lorsqu'on  a  A  =  o,  les  autres  termes 
du  second  degre  restant  dans  I'e'quation ,  cette  derniere  re- 
presente  ou  une  hyperbole  qui  a  deux  asymptotes  dont  I'une 
est  parallele  a  I'axe  des  y,  ou  uu  systeme  de  deux  droites 
dont  Tune  est  aussi  parallele  a  ce  m^me  axe.  Si  c'etait  le 
carr^  de  x  qui  manquatdans  T^quation ,  on  arriverait  a  une 
consequence  tout  a  fait  semblable. 

On  reconnaitrait  sans  peine,  en  suivant  la  marcbe  pre- 
cedente ,  que  si  I'equation  etait  privee  du  carre  de  Tune  des 
variables ,  y  par  exemple ,  et  de  la  premifere  puissance  de 
cette  m^me  variable,  I'equation  appartiendrait  a  une  hyper- 
bole qui  aurait  deux  asymptotes,  dont  Tune  serait  I'axe 
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des  y^  ou  a  uu  systeme  de  deux  droites  doiil  l*une  serait  ce 
meme  axe. 

87.  Quand  les  carres  des  deux  variables  manqucnt  dans 
Tequation ,  auquel  cas  elle  est  de  la  forme 

B jcj -4-  Dj  +  Ex  -h  F  =  o ; 
en  la  resolvant  par  rapport  a  y,  par  exemple,  on  a 

^"~     Bj:-+-D     "~      "^Bjt  +  d' 

d  etant  la  premiere  partie  du  quotient,  qui  doit  etre  inde- 
peudante  de  a: ,  et  r  le  reste. 

En  raisonnant  comme  pr^cedemment ,  on  reconnaitra 
sans  peine  que  si  la  division  donne  nn  reste,  I'equation  re- 
presente  une  hyperbole  qui  a  deux  asymptotes  paralliles  aux 
axes,  et  que  si  le  reste  est  nul,  on  a  deux  droites  respecii- 
vement  parall^les  a  ces  m^mes  axes. 

Asymptotes  de  V hyperbole  en  general. 

88.  On  appelle  asymptote  d'une  courbe ,  une  ligne  dont 
cette  courbe  se  rapproche  indeiiniment,  et  autant  qu'on  le 
veut,  a  partir  d'un  de  ses  points ,  sans  jamais  la  rencontrer, 

•  a  quelque  distance  qu^on  les  suppose  prolongees  Tune  et 
Tautre. 

Nous  considererons  particulierement  les  asymptotes  rec- 
tilignes. 

.  La  methode  donnee  par  M.  Cauclvy  pour  determiner  les 
asymptotes  rectilignes  est  une  consequence  de  leur  defini- 
tion.  . 

Soient  KR  {fig-  55 )  une  branche  de  courbe  qui  se  prolonge 
a  Tinfini ,  et  GL  une  asymptote  non  parallele  a  I'axe  des  y, 
L'equation  de  cette  asymptote  sera  de  la  forme 

jr  =  cx  -hr/, 

9 
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les  coefficients  c  el  d  ayant  des  valeurs  finies.  En  supposant 
Tequation  de  la  courbe  resolue  par  rapport  a  y^  on  aura  • 

rexpressiony(x)  pouvant  prendre  une  ou  plusieurs  valeurs 
dirterentes  pour  chaque  valeur  attribuee  a  I'abscisse  x.^  La 
difference  f(x)  —  cx—^d  entre  les  ordonnees  des  deux 
lignes  correspondantes  a  une  m^me  abscisse  devra ,  a  parti r 
d'une  certaine  valeur  de  x,  diminuer  continuellement  pour 
des  valeurs  croissantes  de  x,  et  se  reduire  a  zero  pour 

Or,  Texpression  f(x)  —  ex — d  peut  ^tre  mise  sous  la 
forme 

Le  premier  facteur  x  augmentant ,  le  second 

/{x)         ^        d 

X  X 

devra  diminuer  sans  cesse,  puisque  la  valeur  du  produit 
diminue.  Enfin  ,  lorsque  x  =  dz  oo  ,  le  facieur 

X  X 

devra  s'annuler,  sans  quoi  le  produit  sera  lui-meme  infini. 

D'ailleurs  ,  a  cette  limite,  le  terme est  nul ,  car  la  va- 

leur  de  ^est  supposee  finie.  Alors  ou  a 


—  C  =r  O 


X 

d'ou 

c  =  lim.  — ) 

X 

puisque 
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Douc,  la  oourbe  consickiree  ue  peut  avoir  une  asymptote 
non  parallele  a  Taxe  des  ordonn^s  qu'autant  que  le  rap- 

port  -  de  i'ordonnee  a  Tabscisse ,  des  points  de  rune  de  ses 

brandies  tend  vers  une  limite  finie  pour  des  valeurs  de  x 
infininient  croissantes  ^  et  si ,  cette  condition  ^tant  remplie , 
I'asymptote  existe  reellement ,  le  coefficient  d'inclihaison 
de  cette  droite  sur  I'axe  des  abscisses  doit  etrc  egal  a  la  li- 

mite  vers  laquelle  tend  le  rapport  -»  etqu'il  atteint  seule- 

ment  lorsque  Tabscisse  devient  infinie. 

En  supposant  la  valeur  de  c  obtenue,  et  en  la  desigaant 
par  c',  la  difference  entre  les  ordonn^s  des  deux  lignes  de- 
viendra 

/[x")  —  c' X  —  dy     ou     y  —  c' X  —  d, 

Cette  difference  devant  6tre  nulle  pour  jc  =  oo  ,  on  en  con- 

clut 

d=,  liin.  (/  —  c' x). 

On  peut  determiner  de  cette  maniere  plusieurs  valeurs 
de  c  et  li  qui  donnent  differentes  asymptotes  k  la  courbe. 
On  doit  encore  remarquer  qu'en  faisant  x  =  H-  oo  ,  on  ob- 
tient  les  asymptotes  des  branches  qui  sont  infinies  du  c6te 
des  X  positifs ,  et  qu'en  faisant  2:  =  —  00  ,  on  obtient  celles 
des  branches  qui  sont  inGnies  dans  ie  sens  des  x  negatifs« 

Appliquons  les  regies  precedentes  a  Thyperbole. 

Pour  cette  courbe ,  les  valeurs  genera  les  de  y  sont 


y=L  ax  -^-h  '\ y  ^'.r'  -f-  ipx  -h  7  i 

y  z=.  ax  -^  b \S^x^  -+•  ipx  -f-  q* 

S*il  s'agit  de  Thyperbole  representee  [fig-  02),  la  pre- 
miere valeur  de  j^  determine  Tare  K''E',  ou  Pare  K'G', 
suivantqueronfaitcroitrexjusqu'a-f-oo  ,oujusqu'a — 00  . 

9- 
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Et  la  seconde  valeur  dej^  determine  Fare  K"E,  ou  Tare  K'G. 
Pour  avoir  I'asymptote  du  premier  arc  R'^E',  on  consi- 

derera  le  rapport  -  ?  et  I'on  cherchera  la  valeur  que  prend 

ce  rapport  pour  a:  =  4-  oo  .  Or, 


X 
2A 


X  X  7,k\  X  X^ 

Si  Ton  suppose  a:  =  -f-  00  ,  il  vient 

r  $ 

lim.  -  =  fl  H =  c, 

X  2A 

Connaissant  la  valeur  de  c,  on  cherchera  la  limite  Aey  —  ex, 
Dans  ce  cas ,  on  a 

=  ^H (^5'  or'  4-  2,px  -i-  q  —  Sx). 

Mais,  en  laissant  la  valeur  dey —  ex  sous  cette  forme,  on 
ne  voit  pas  ce  qu'elle  de  vient  lorsque  x  augmente  positive- 
ment  j*usqu*a  I'lnfini ,  puisque  les  parties  comprises  entre 
parentheses  deviennent  iniinies  en  meme  temps.  Pour  lever 
la  difliculte,  nous  emploierons  une  transformation  connue. 
Nous  ecrirons 

__,        (^^S^x^-{-'2px-\-q  —  8x){i^S^x*'h2px-{'q-^Sx) 

J^ -—,CX — 1^4-  /    /  . r 

2A(^V(y'a;^4-  2px  -{-  q  -i-  $x) 


2.A{)/S^x^-\-2px-hq  4-^Jc) 


2/?4"- 

±=64- 


'*(\A^¥^+0 
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On  voit  ais^ment  que,  pour  x  =  -4-  oo  ,  on  a 

d  =  lim.  ( r  —  ex)  =  6  H ^• 

Remplacant  c  et  d  par  leurs  valeurs  dans  Tequation 

on  aura ,  pour  Tasymptote  de  Tare  K^'E', 

P 


=  Hr.) 


*-|-  ^  -h 


2AJ 


Si  Ton  yeut  Tasymptote  de  Tare  K'G,  on  rcmarquera  que 
cet  arc  est  determine  par  la  seconde  valeur  de  /,  en  y  fai- 
sanl  croitre  x  jusqu'a  —  oo  .  On  a  alors 

y  b  I  f-r 

-  =  a  H 7—  V ^' -JP'  -+-  a/>*  +  g- 

X  X       aAx  ^  ^ 

Changeons  j:  en  —  z ,  il  faudra  ensuite  faire  ^  =  +  oo  .  II 

vient 

Y  hi      I- 

-rrfl \ 7— i^^'z^-— 2M 

X  z        nAz 


Z         2  A  V  z  z* ' 

d'ou  Ton  tire 

r  5 

c  ==  lim.  -  =  fl  H , 

X  2  A 

valeur  trouvee  pr^c^demment. 

On  obtient  aussi  «• 

y  —  cx^ax-^b—  —sIB^'x*  +  2/?d:  H-  7  —  f «  H -\x 

2  A 

:::3  ^, L-(^5'z2—  2/?z -f-  7  — ^a)> 

2  A 
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et ,  en  executant  une  transformatioxi  semblablc  a  celle  qui 
a  donne  la  valeur  de  d  pour  la  premiere  asymptote,  et  fai- 
sant  ^  =  -t-  00  ,  on  trouve 

r/=r  lira,  (r  —  ex)  =  ^  H — —- 

II  resultede  la  que  les  arcs  K"E\  K'G  ont  la  m^me  asymp- 
tote donnee  par  T equation 


2A/  2A^ 

On  trouvera,  en  operant  de  la  m^me  maniere,  que  les 
deux  arcs  K"E,  K'G'  ont  une  m^me  asymptote  dont  T^- 
quation  est 

/  ^  \  1         P 

-^       \  2  A'/  2A^ 

En  reunissant  en  une  seule  les  equations  des  asymptotes, 
on  a 

Ces  deux  equations  peuvent  se  deduire  de  I'equation  de 
la  courbe  resolue  par  rapport  a  r,  en  ne  conservant  que  la 
partie  variable  5*  x'  4-  ipx  placee  sous  le  radical,  comple- 
tant  le  carre,  el  extrayant  la  racine.   Ce  carre  est,  en  effet, 

5^x'+2/?^-h^. 

Les  deux  asymptotes  se  coupent  sur  le  diametre 

y=ax-h  by 

puisque  les  ordonnees  de  ces  trois  droites  deviennent  egales 
quand  on  fait 

Cette  valeur  est  Fabscisse  du  milieu  de  K'K''  (fig  .52,54). 
Pour  determiner  completement  les  asymptotes ,  on  fera 
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X  =  o  dans  leiirs  equations,  ceqiii  donncra 


On  prendra  alors  sur  Faxe  des  y  (Jig-  ^a)  les  distances 
AS,  AS',  egales  a  -    -  ;  on  aura  aiusi  les  asymptotes  OS,  OS'. 

89.  Pour  obtenir  toutcs  les  asymptotes,  il  faut  encore 
chercher  celles  qui  sont  parallclcs  aux  ordonnees*,  ces 
asymptotes  doivcnt  correspondre  aux  valeurs  finies  de  x 
pour  lesquelles  jr  devieut  inGni.  On  pent  encore  remar- 
quer  qu'on  aurait  ces  asymptotes  en  cherchant,  par  la  m^- 
thode  generate ,  loutes  les  asymptotes  non  paralUles  aux 
abscisses.  Dansce  cas,  on  ecrirait  j:  =  e'j^-4-rf',  et  Ton  cal- 
culerait  c\  d\  comme  on  a  calculi  c  Qid. 

Lorsque ,.  dans  Tequation  generate  du  second  degre ,  le 
coeflScient  de  y^  n'est  pas  nul ,  les  valeurs  de  y  ne  renfer- 
mant  pas  x  en  denominateur,  aucune  valeur  finie  de  x  ne 
peut  rendre  J"  infinie.  Alors ,  il  n*y  a  aucune  asymptote  pa- 
rallele  a  Taxe  des^. 

Si  A  =  o ,  Tequation  devient 

on  en  tire  une  valeur  Any  de  la  forme 

t 

y  =  rj?  -4-  f  -+-  ■  • 

L^ application  de  Ja  methode  generate  donue  I'asymplole 

/  =  rr  -f-  5  ; 

pour  obtenir  Taulrc  asymptote,  on  rcmarquera  que  Thy- 

pothesc 

D 

rend  J"  infini.  Et ,  par  consequent,  on  a  une  asymptote  pa- 
rallel c  a  Taxe  des  r. 
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ft 

Discussion  de  la  parabole, 

B'— 4AC  =  o. 

90.  Lorsque 

B'  —  4  AC  =  o , 

on  a 

y=zax-\-b±  — -  sl^px  -+-  q  > 

2A       ' 

Quand  les  coeflScients  p  el  q  sont  posilifs ,  chaque  va- 
leur  positive  de  x  donne  pour  Y  une  valeur  reelle*,  et  x 
augmentant  depuis  zero  jusqu'a  Pinfini ,  Y  augmente  depuis 

—  V^7  jusqu'a  rinfini.  Prenanldonc  {fig-  56)  surl'axe  des 

Y,  a  partir  du  point  B  ou  le  diamitrcCBD  coupe  cet^axe  : 

BM  =  B1V1'=—  sf^, 

2A 

on  voit  qu'on  aura  deux  arcs  infinis  MN,  M'lS',  du  cote  des 
X  posilifs.  Pour  disculer  la  courbe  dans  le  sens  des  x  ne- 
gatifs  5  on  fait  x  =  —  ^  ;  ce  qui  dobne 

On  voit  que.  f  augmentant  depuis  zero  jusqu' a  — 5  T  est 
reelle  et  diminue  depuis  — •  y/^  jusqu'a  zero.  Mais,  si  z  de- 

2  A 
Q 

vient  plus  grand  que  -^,  Y  est  imaginaire.  Prenant  done 

'        AE  =  -i-,. 

du  cote  des  x  negatifs,  et  menant  EF  parallele  a  I'axe  des 
ordonnees,    les  valeurs  negatives   de  x   donneront    Tare 
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M'LM  5  qui  5  de  ce  c6te,  (ermine  la  parabole.  La  courbe  est 
done  c«mposee  d'une  seule  branche,  N'LN,  qui  ne  s'^tend 
a  Tinfini  que  dans  le  sens  des  x  positifs ,  ct  qui  s'^carte  de 
plus  en  plus  du  diameire  CBD.  Cette  courbe  presenie  sa 
concavite  au  diam^tre,  car'une  droite  ne  peut  jamais  la 
couper  en  plus  de  deux  points.* 

Lorsque ,  p  elant  positif,  q  est  nul ,  la  courbe  prend  la  po- 
sition P'BP.  Si  p  est  positif  et  q  n^gatif,  die  prend  la  posi- 
tion R'KR.  De  sorte  que ,  p  etant  positif,  la  courbe  est  tou- 
jours  compos^e  d*une  branche  continue  qui  s'etend  h.  Finfini, 
dans  le  sens  des  x  positifs. 

Quand  le  coefficient  p  est  negatif ,  la  courbe  prend  une 
position  inverse,  c'esr-a-dire  qu'elle  conserve  la  m&me 
forme  et  qu'elle  ne  s'etend  a  I'infini  que  dans  le  sens  des  x 
negatifs.  La.  Jig.  5 7  indique  les  di verses  positions  NLN', 
PBP',  RKR'  que  prend  la  courbe ,  suivant  que  q  est  positif, 
nul  oil  negatif.  On  peul  s'en  assurer  en  discutant  directe.- 
meni  la  valeur  de  Y. 

£n6n ,  lorsque  ^  ==  o  ,  on  a 

et,  selon  que  q  est  positif,  nul  ou  negatif,  on  obtient  deux 

paralleles  audiametre,  ou  ce  diametrc,  ou  deux  droites 

imaginaires. 

Si  Ton  a 

A=:o,     B.=  o, 

Tequation  generale  devient 

Cx'-l- D J  4- Ex -h  F=:  o , 

qui  est  comprise  dans  le  cas  des  paraboles  (n*^  83).  Cette 
equation ,  resolue  par  rapport  a  x,  donne 


E 


aC       2G 
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E 

En  nc  prenanl  que  la  pariie  ralionnellcj  jc  = -,  on  a 

requation  d'un  diametre  qui  est  parallele  a  Taxe  desy. 
Si  Ton  applique  les  raisonuements  fails  pr^cedemment,  eu 
changeant  seulement  x  en  y  eiy  en  x,  ou  d^terminera  la 
forme  et  la  position  de  la  courLe.  Si  Ton  resolvait  1  equation 
precedente  par  rapport  a  j^,  on  aurait  alors 

C  /  ,      E  F\ 

et  la  discussion  n'offrirait  aucune  difficulte. 

91 .  Puisque  la  parabole  s'etend  a  Tinfini ,  on  doit  exami* 
ner  si  elle  a  des  asymptotes. 

On  recouuait  d'abord  qu'il  n'y  a  pas  d'asymptotes  paral- 
leles  aux  ordonnces ,  car  pour  la  courbe  que  Ton  considere , 
on  a 

jr  =  flar  -f-  ^  ±  — -  ^Q^tjx  -h  a . 

2A  » 

II  est  clair  qu'aucune  valeur  finie  de  x  nc  pent  rendre  infi- 
nies  les  valeurs  de  j^. 

Pour  savoir  s'il  existe  des  asymptotes  non  paralleles  aux 
ordonnees,  nous  appliquerons  la  methode  generale  du 
n°88. 

Or,  on  a 


.r  30 


2AV     X  X»' 


faisant  j:  =  =t  oo  ,  il  en  resulie 


lim.  -  =  a. 


a: 


Cctte  valeur  prouve  que  si  la  parabole  a  des  asymptotes , 
elles  sont  paralleles  au  diamelre. 
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Pour  avoir  la  valeur  de  //,  nous  ecrirons 

r  —  rx  =  l»  ±:  — -v/I^jJJJT^ , 

d'ou  Ton  d^uit 

lim.  {x  —  ex)  =  ±  00  . 

Ainsi,  pour  avoir  les  asymptotes  a  la  parabole,  il  fau- 
drait  mener  des  paralliles  au  diamitre,  a  des  distances  in* 
finies^  ce  qui  montre  que  la  parabole  n'a  pas  d^ asymptote. 

jippKcaiion  des  discussions  precedentes  h  des  exemples 

numeriques. 

w 

Exemples  dans  lesquels  on  a 

B»— 4ac<;o. 

92.  Premier  exemple, 

y* —  ajrj-4-  2x* —  2/  —  3*  -h  7  =  o. 

.Cettc  equation,  compar^e  a  I'equation  generalc,  donnc 

elle  repr^sente  alors  une  ellipse  ou  Tune  de  ses  varieles. 
Pour  savoir  quel  cas  a  lieu,  resolvons  Tequation  par  rap- 
port ^y\  nous  aurons 

^  =  a:  H-  I  it:  \j —  x^  -f-  5a.-  —  6. 

Construisons  d'al)ord  le  diainetre  HH'  {fi^^  58)  dont  F^ 
quation  est  j^  =  x  +  i .  Egalons  ensuite  a  ieero  la  quantity 
placee  sous  le  radical ,  nous  obtiendrons  Tequation 

—  j:*-H  Sj: — 6  =  0,      oil     x* — 5j:  +  6=rO, 

qui  donne 

X  ■        O  *        X     ■     2  • 

Cos  racincs  etanl  inegales ,  F equation  represente  une  el- 
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lipse ,  qui  rencontre  le  diam&tre  aux  points  doni  les  ab- 
scisses sont 

Pour  avoir  ces  points ,  on  prendra ,  a  partir  de  I'origine ,  sur 
Taxe  des  a:, 

.AD'=3,     AD==  2; 

et  Ton  m^nera  les  parall^les  DE ,  D'E',  a  Faxedesj^^  la 
courbe  coupera  le  diam^tre  aux  points  E,  E'. 

La  quantity  plac^e  sous  le  radical  ^tant  le  produit  de 
(a:  —  2)  par  (3  — jc)  ,  si  Ton  designe  toujours  par  Y  Tor- 
donnee  comptee  a  partir  du  diam^lre ,  on  aura 

Y  =  v/(x— 2)(3  — ar). 

De  j!:  =  oaa:=2,  le  facteur  x  —  2  est  n^gatif ,  et  le 
suivant  est  positif .  Par  consequent ,  les  valeurs  de  Y  sont 
imaginaires  ^  il  n'existe  done  aucun  point  de  la  courbe 
entre  I'axe  des  y  et  la  parallele  DE  a  cet  axe. 

De  a:  =  2  a  j:  =  3 ,  les  facteurs  (.r  —  2 ) ,  (3  —  x) ,  sont 
positifs ,  et  5  par  suite  ,  les  valeurs  de  Y  sont  reelles.  Si  Ton 
prend  des  valeurs  de  x  plus  grandes  que  3 ,  il  est  aise  de 
reconnaitre  que  les  valeurs  de  Y  sont  imaginaires.  Oh  voit 
avec  la  meme  facility  que  I'abscisse  x  ne  peut  receyoir  de 
vraleur  negative.  La  courbe  est  done  renfermee  entre  les 
deux  paralleles  DE,  D'E'. 

Pour  avoir  les  limites  a  partir  du  diametre,  on  remar- 
quera  que  la  somme  des  facteuf  s  x  —  2 ,  3  —  x^  ^tant  egale 
a  I ,  le  maximum  de  Y  est 


V4~2' 


L'abscisse  correspondante  a  cette  ordonnee  maximum  s'ob- 
liendra  en  posant 


a:  —  2  :=:  -  5      a  ()u     .r  rrr  - 

2  Q, 
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Le  point  determine  par  eelte  valeur  est  le  milieu  G  de  DD'. 
II  resulte  de  la  qu'on  aura  les  points  les  plus  ^loignes  du 
dianxetre,  en  prenant  sur  la  ligne  GO,  parallele  aux  ordon- 

nees ,  les  longueurs  OK ,  OK',  egales  a  — 

Si  Ton  mene  les  paralleles  RKS,  R'K'S',  a  EE',  Tellipse 
representee  par  T^quation  donn^e  sera  comprise  dans  le  pa- 
rallelogramme  RSR'  S'. 

Deuxihme  exemple. 

j' —  2x/-h  2x'  -1-2/ —  3j: —  5  =  0. 
En  resolvant  Tequalion  par  rapport  ay,  il  vient 

J  =  or  —  I  ±  ^ —  x'  -t-  X  -h  6. 

Le  diametre,  represent^  par  requation/  =  x — i,  est 
H'H  {Jig.  Sg).  Si  Ton  pose 

—  ar'-|-x-h6  =  o,     ou     j?»  —  x  —  6  =  o, 

on  en  deduira  x  =  3 ,  x  =  —  a ,  pour  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  E,  E',  de  la  courbe  avec  Ic  diametre. 
L'ordonnee  comptee  a  parlir  du  diametre  est 


Y  =  v^(xH-2)(3  — x). 
Le  maximum  de  cette  ordonnee  est 


^/ 


5      5      5 

2  2  2 


L'abscisse  correspondante,  que  Ton  trouve  en  faisaut 

x  4-  2  =  3  —  X, 
est  -•  On  prendra  done  sur  la  parallele  KOK  a  I'axedesj, 

menee  a  la  distance  -  del'originejdes  longueurs  OK,  OK', 
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5 

egales  a  —  Lcs  points  K ,  K!  seront  les  plus  eloigaes  du 

diamelre. 

Enfahant  x=  o,  dans  Tequalion  proposee,  on  trouve 

Ce  qui  determine  les  points  M ,  M',  on  la  courbe  coupe 

Taxe  des  y, 

5 
L'hypo  these  y  =  o  donne  :t:=-eta:==  —  i;ce  qui  fait 

connaitre  les  points  dHntersection  N,  N',  de  la  courbe  avec 
Taxe  des  x. 

Troisiknw  exemple. 

Cette  equation,  resolue  par  rapport  a  j^,  donne 

Le  diamitrej  =  —  x  est  la  bissectrice  H'  H  de  Tangle  Y' AX 
[fig.  6o).  En  faisant 

—  x^-l-a:=ro,      ou     x^ — xr=o, 

on  trouve 

a:  =  o,      J?  =  I  ; 

la  courbe  est  done  limitee,  dans  le  sens  des  jc,  a  la  parallele 
DE  menee  a  I'axe  des  /,  a  la  distance  AD  =  i .  L'equation 
donne 

3 
le  maximum  de  cette  ordonnee  est  -\  I'abscissc  correspon- 

danie  est  —  Les  points  les  plus  eloignes  du  diametre  sont 
R',  K.  La  courbe  est  tangent e  a  I'axe  des  y  a  Forigine*,  elle 
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coupe  Faxe  des  x  aux  points  A ,  N ,  dont  le  second  esl  a  une 
distance  de  Torigine  egale  a  — • 
Quatrieme  exemple. 

On  tire  de  la 

X  =  X  —  I db  ^ —  3  j:* -4-120?  —  12 

=  x—  I  ±  V^—  3  (a:'  —  4*  -*-  4)  =a^  — i±:(*  — 2)^^^. 

Cette  equation  iie  donne  de  valeur  reelle  pour  j^  qu^en  fai- 
sant  j:  =  2,  ce  qui  conduit  k  y=  i.  Par  cons^uent,  elle 
represenle  uu  point.  Elle  peut  etre  raise  sous  la  forme 

(^  — j:H-l)'-h  3(x—  2)»=:  o. 

Cinqitienie  exejuple. 

y"^ —  7,xy  -\-  2x' —  2^'—  2x  4-  6=r  o. 
Ona 

jr  =  J?  4- 1  ±  ^ —  X*  +  4  •«:  —  5. 
L'equation 

X*—  4'*^'+"5  =  ^ 
donne 

X  ==  2±^ —  I. 

Les  racines  etant  imaginaires,  on  en  conclutqueTequation 
propos^e  est  impossible.  Cette  impossibilite  est  mise  en 
evidence  en  ecrivant  Tequation  sous  la  forme 

(j  — X--l)»-h(jC  —  2)'-h  I  =0. 

Exemples  dans  lesquels  on  a 
B»  — 4AC>o. 
93.  Premier  exemple, 

y-i  —  2  XJ  —  2/  4-  3  X  -f-  3  =:r  O. 
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Cette  equation  doniie 

Le  diametre ,  qui  a  pour  equation 

yz=ix  4-1, 

est  H'H  {fig'  6i).  L'equation 


a  pour  racmes 


x^  —  X  —  2  =  0 


j:'  =  2 ,      x"  z=^  —  I 


Comme  ces  racines  sont  reelles  et  inegales ,  et  que  le  coeffi- 
cient de  x^  est  positif ,  l'equation  proposee  represenle  une 
hyperbole.  En  prenant,  dans  le  sens  des  x  posilifs,  la  di- 
stance AD  ==  2 ,  et ,  dans  le  sens  des  x  negatifs ,  Aiy=  — i , 
les  paralleles  DG ,  D'G',  menees  a  I'axe  des  y  par  les  points 
D,  D',  determineront  les  intersections  E ,  D'  de  la  courbe 
avec  son  diametre. 

La  valeur  de  I'ordonnee,  compile  a  parti r  du  diametre, 
est 

¥=  sl[x  -\'i)[x—  2). 

Cette  ordonnee  est  imaginaire  pour  les  valeurs  positives 
de  X  moindres  que  2 ,  mais  elle  va  continuellement  en 
augmentant  depuis  a:=  2  jusqu'a  a:  =  oo  ,  ce  qui  determine 
la  branche  MEN.  L'ordonnee  Y  est  encore  imaginaire  quand 
on  attribue  des  valeurs  negatives  a  x ,  comprises  enlre  o  et 
—  I .  De  X  =.  —  I  aj:  =  —  00,  on  trouve  pour  Y  des  va- 
leurs reelles  et  croissantes,  qui  determinent  la  branche 
M'D'N'.  L'hypothese  j:=:  o  donne  des  valeurs  imaginaires 
pour  y\  ce  qui  doit  avoir  lieu  d'apres  la  position  de  la 
courbe. 

Pour  obtenir  les  asymptotes  de  la  courbe ,  il  faut ,  d'apres 

la  regie  donnee  (n°  88),   prendre  le  binoine  x ?  dont 
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le  carre  reproduit  les  deux  pi^emiers  termes  de  la  quantite 
plac^  sous  le  radical  ^  on  trouve  alors ,  pour  les  equations 
dos  lignes  demandees , 

Ces  droites  coupeut  le  diam^lre  y  =  x  +  i  au  point  O,  dont 

Tabscisse,  AK,  estx  =  -• 

Pour  avoir  un  point  de  chacune  dVlIes ,  on  fera  x  =  o , 
ce  qui  donne 

I  3 

y=  -     et      y  =  — 

On  prendra  done  les  distances  AL ,  AL',  egales  respective  - 

I       3  .  . 

ment  a  -  et  -;  on  joindra  L ,  O,  et  U,  O,  et  les  lignes  )J^ 

L'l',  seront  les  asymptotes  de  Thyperbole. 
Deuxicme  exemple, 

y^ —  2d:^-H  njr —  /^x  —  2  ==  o. 
On  tire  de  la 


/  =  X  —  1  db  \/jc'  -f-  2  X  -h  3. 

Le  diamilre  y=  x  —  i  est  HH'  {Jig,  62).  Si  I'on  pose 

x*+  2j:  -f-  3  =  o, 

on  obtient  des  racines  imaginaires^  le  coefficient  de  x*  etaut 
positif ,  il  en  resulte  que  la  courbene  rencontre  pas  le  dia- 
metre.  L'ordonnee  comptee  a  partir  decediam^tre  est 

elle  est  minimum  pour  x  =  —  i ,  ce  qui  donne 

On  prendra  done,  dans  le  sens  des  x  negatifs,  la  distance 
AD  =  i^  et  apres  avoir  mene  la  parallile  DO  k  Faxe  des  jr  9 

10 
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on  portera  sur  cette  parall^le  les  longueurs  OM,  OM', 

egales  a  sji  \  les  points  M,  M'  seronl  les  plus  rapproch^s  du 
diametre.  La  quantite  Y  augmente  dea;  =  — iax=zt:QO  . 

Pour  j:=  o,  Y=  \/3,  ce  qui  determine  les  points  E,  E', 
ou  la  courbe  coupe  I'axe  des  j*  D'ailleurs,  a  partir  des 
points  M,  M',  elle  va  continuellement  en  s'^loignant  du 
diametre  :  ces  deux  branches  sont  done  LMK,  L'M'K'. 
Les  asymptotes  ont  pour  equations 


ou 

ees  lignes  sont  Tl",  RR'.  On  pouvait  prevoir  qu'une  des 
asymptotes  etait  parallele  a  Taxe  des  x ,  puisque  le  carre  de 
cette  variable  n'entre  pas  dans  I'equation  de  la  courbe. 
Tvoisieme  exemple, 

y^ —  2xy  H-  4/  —  2  JT  -f-  3  =r  o. 

Cette  equation  donne 

X  =  X  —  2±  \/x* —  257-4-1  =^  —  2±(a:  — i); 
d'ou 

j=z2x — 3     et     j  =  —  I. 

Dans  ce  cas,  on  a  un  systeme  de  deux  droitcs'qui  se  cou- 
pent.  L'equation  est  le  produit  de  deux  facteurs  rationncls 
et  pent  s'ecrire  de  la  maniire  suivante  : 

(j—  2ar  -i-  3)  (/  -h  i)  =  o. 

Sous  cette  forme,  on  reconnait  tres-facilement  qu'elle  re- 
presente  un  systeme  de  deux  droites. 
Quat/ieme  exemple. 

.r'  —  2  x/  -4-  2  7"  -h  2  a:  +  I  =  o. 

Le  carre  de  j  manque  dans  Tequation ;  si  on  la  resout  paF 
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rapport  a  cette  variable ,  il  vient 

X  =  =  -  X  H 1 


2JC  —  2  2  2  X  —  I 

en  effectual! t  les  calculs. 

Construisons  d'abord  la  droite  TT'  {fig^  63),  qui  a  pour 
equation 


1  6 

2  2 


et  posons 


X I 

Pour  x  =  o ,  on  a 


V  =  —  2  ; 


il  faut  done  prendre,  au-dessous  de  TT',  la  distance 

EM  =  2. 

En  faisant  croitre  j:  de  o  &  i ,  les  valeurs  de  f^,  toujours  ne- 
gatives,  vont  en  augmentant  continuellement  jusqu'a  Tin- 
fini.  Done,  si  Ton  prend  la  distance  AH  =  i ,  et  qu'on  mene 
RR^  parall^le  a  Faxe  des  y^  on  aura  un  arc  ind^fini  tel  que 
ML ,  dont  la  ligne  RR'  est  asymptote. 

Pour  les  valeurs  positives  de  x  plus  grandes  que  Tunite, 
V,  toujours  positif ,  diminue  de  plus  en  plus,  et  pour  j:=:  oo  , 
on  a  i^=o.  Supposons  x=:2,  et  soit  AD  cette  abscisse;  la 
valeur  correspondante  de  if  sera  2  et  determinera  le  point  N , 
situe  a  une  distance  egale  a  2  de  TT^  Si  Ton  continue  de 
faire  croitre  x ,  les  valeurs  de  (^  vont  en  diminuant  de  plus 
en  plus  jusqu'a  zero.  Si  de  x=:  2  on  revieut  4  x  =  i,  les 
valeurs  de  v  augmentent,  au  contraire,  jusqu'a  I'infiniv 
Done ,  si  Ton  attribue  a  x  toutes  les  valeurs  possibles  de- 
puis  Funite  jusqu'a  Tinfini,  on  obtiendra  la  branche  de 
courbe  KNL',  ayant  pour  asymptotes  les  droites  T'T,  R'R. 

Si  Ton  pose 

lO 


i4» 

on  aura 
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p 


Z  -f-  I 


Pour  les  valeurs  positives  dc  z ,  de  o  a  Tinfini ,  ou  pour 
les  valeurs  negatives  de  x ,  les  valeurs  de  m  sont  constam- 
ment  negatives  et  d^croissantes.  De  la  resulte  un  arc  MK', 
qui  a  pour  asymptote  TT'. 
Ci'n  quieme  excmple . 

4j:'-h  2  XX  —  3/  —  4'^  —  ^  ^^  O' 
Cetie  equation  donne 

j~  — :;: — ^H —  =:  — ^-x  —  I, 

2,X  —  3 

qui  represente  une  droite.  La  division  s^etant  faite  exacte- 
ment,  7.x —  3  est  facteurde  I'equation^  cette  derniere  est 
alors  satisfaite  en  posant 

nx  —  5  z=z  o,     on     X  =  —t 

ce  qui  determine  une  seconde  droite  parallele  a  Taxe  des  y. 
Sixienie  excmple. 

xy  —  J  —  3a:  —  2  rr:  o. 

On  tire  de  la 

3j:-{-  2       -          5 
y  == =  3-1 


X —  I 


X — I 


On  reconnait  facilement  que  Tequation  proposee  represente 
[fig-  64)  Thyperbole  NL,  jN'L',  qui  a  pour  asymptotes  lesr 
droilcs  TT',  RR',  dont  les  equations  sont 

J  =  3 ,     x-~\, 

Exemplcs  dans  Icsqucls  on  a 
B^— 4AC  =  o. 
94.   Premier  excmple. 

y-i 4  .27/  4-  4  -t*'  -h   2  J 6  A'  2   =  O. 
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Cette  equation  donne 

On  doit  avoir  une  parabole,  puisque  la  quanlite  placee  sous 
Ic  radical  conlient  la  premiere  puissance  dc  Jt,  sans  rcn- 
fermer  le  carre  de  cette  variable. 

Le  diametre  j^=  ix  —  i  est  la  droite  H'H  (fig*  65). 

En  faisant  croitre  x  positivement  de  o  a  Tinfini ,  le  ra- 
dical, toujours  reel,  augmcnte  de  ^3  a  Finfini;  ce  qui  de- 
termine deja  deux  arcs  MN,  M'N',  rencontrant  Taxe  des  x 

aux  points  L ,  L'. 

3 
Si  Ton  fait  croitre  x  negativement  jusqu'a >  le  ra- 


dical v/2.r  -I-  3  diminue  jusqu'a  zero.  Done,  en  prenant 

3 
AD  =  -, 

2 

et  en  menant  DE  parall^le  a  Taxe  des  /,  le  point  E,  ou  cette 
parallele  coupe  le  diamitre,  sera  celui  ou  viennent  se  reu- 
nir  les  deux  arcs  de  la  parabole. 
Deuxieme  exemple, 

jr--\-  2Xjr  -{-  x^  —  2j+a:-f-l  =  0. 

On  tire  de  la 

X  =  —  X  -f- 1  db  V —  3  x. 

Le  diametrey  =  —  x  -|-  i  est  la  droite  H'H  (fig-  66).  On 
voit  facilement  que  la  CQurbe  a  la  position  indiqu^e  dans  U 
fig.  66. 

Troisieme  exemple. 

j:'  — J—  3j:  -f-  2  =  o     {^g.  67). 
Si  Ton  resout  Tequation  par  rapport  a  y^  il  vient 

jr=  x^ —  3  o:  4-  2  =  (x  —  0  ("^  —  ^)* 

La  courbe  coupe  Faxe  des  j^  a  la  distance  AL  =  2 ,  ct 
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Taxe  des  x  aux  points  M,  N,  dont  les  abscisses  sont  res- 
peclivement  a:  =  i ,  j:  =  2. 

La  valeur  de  y  peut  ^tre  niise  sous  la  forme 

On  voit  aisement  que  le  maximum  absolu  du  produit 
(a  — x)  (x  —  1)  est  7-  Si  done  on  prend,  sur  I'axe  des  y^ 

AD  =  7?  et  si  Ton  m&ne  59E  parallMe  a  Faxe  des  x^  le 

point  E  sera  le  plus  eloigne  de  la  courbe  au-dessous  de  cet 
axe.  L'abscisse  correspondante  a  Tordonnee  maximum  est 

3 
a 

Les  valeurs  negatives  de  x  donnent  pour  y  des  valeurs 
toujours  positives  et  croissantes  jusqu'a  Finfini  \  il  en  est 
de  m^me  des  valeurs  positives  de  Fabscisse,  a  parti  r  de 
a:  =  2.  La  parabole  representee  par  Fequation  est  done 
LEL'. 

On  auraitpu  construire  la  courbe  en  resolvant  Feqaation, 
par  rapport  kx. 

Quatneme  exemple* 

y^  —  2j:jr-+-  .r'4-  Zy —  3^  -h  a  =  o. 


On 


a 


d'ou 


-^  a       V  4  a       a' 


r  =  a?  —  I,     j=a:—  a, 


ee  qui  determine  un  syst^me  de  deux  droites  paralliles. 
Dans  ce  cas ,  le  premier  membre  de  Fequation  est  le  produit 
des  facteurs 


^— or-hi,     /  —  o^H-a. 
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Cinq uw me  cxempfc. 

Les  valeurs  de  y  donnees  par  cette  ^nation  sont  toutes 
deux  egales  a  20:  —  i .  Son  premier  membre  est  le  carre  de 
{y — 2j:-|-  i).  Elle  represente,  alors,  une  seuli;  droitc 
doiit  r^quation  est 

y  z=:  %x  —  I. 

Sixieme  exemple, 

y"^  —  2  xy  -f-  x'  -H  2  r  —  2  j?  -f-  3  =  o. 

L'equation,  resolue  par  rapport  ^  y^  donne 


y^=zx  — 1±^—- 2. 

L'equation  est  impossible^  c^est  le  cas  des  deux  droites  ima- 
ginaires.  L'impossibilite  peut  6tre  mise  en  evidence  en  ecri* 
vant  la  propo^ee  sous  la  forme 

(/ —  j:  -h  1)^4-  2  =  o. 


1>2  CUAPITRE   HUITIEME. 


CHAPITRE  HUITIEME, 

REDUCTION    DE    LEQUATION    G^N^RALE    DU    SECOND 
DEGR^.  A  SES  FORMES  LES  PLUS  SLMPLES. 


Ev^anouissement  des  terines  clu  premier  degre, 

95.  La  resolution  de  Inequation 

AjM-B^/-hCj:»4-Dj'-h  Ex+F  =0 

a  suffi  pour  faire  connailre  la  forme  et  les  varieles  des  lignes 
du  second  degre  5  mais  pour  reconnaitre  plus  facilement 
les  proprietes  de  ces  lignes ,  il  convient  de  ramener  leurs 
equations  aux  formes  les  plus  simples  possibles.  On  y  par- 
vient  en  changeant  le  systeme  des  coordonnees.  Par  ce 
moyen,  on  introduit  des  indeterminees  dont  on  dispose 
pour  faire  disparaitre  quelques-uns  des  ternaes  de  Tequa- 
tion. 

Reprenons  T equation  generate 

(A)  A7'-hBxx+  Ca:'-t-  P74-  Ejr4-F=:  o. 

Transportons  les  axes  parallelementa  eux-memes ,  les  coor- 
donnees de  la  nouvelle  origine  etant  quelconques.  Nous 
ferons 

a  et  &  etant  les  coordonnees  de  la  secoude  origine  5  y\  x 
les  nouvelles  coordonnees  variables. 

La  substitution  des  yaleurs  de  x  et  de  j^  dans  Fequa- 
tion  (A)  conduit  a 


(B)    J  -hBff  I         -f-B// 

-4-  U     I  4-  K 


x'-h  A  *«-i-BtfA-4-C  rt'-4-D  i-^-Efl-i- F=^  0 
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Nous  devoDs  faire  remarqiier  :  i^.  que  les  lermes  du  se- 
cond degre  n'ont  pas  change;  2^.  que  les  coefficients  de  j* 
et  de  x'  s'obtiennent  en  prenant  les  derivees  par  rapport 
a  j^  et  par  rapport  a  jc,  du  premier  membre  de  Tequa- 
tion  ( A ) ,  et  en  remplacant  dans  ces  derivees  x  et  y  par  les 
coordonnees  a  el  6  de  la  nouvclle  origine;  3°.  enfin  ,  que  la 
parlie  independante  s'obtient  en  nicttant  a  et  6  a  la  place 
de  X  et  de  y.  dans  le  premier  membre  de  Fequation  (A). 

En  reveiianl  a  Tequation  (B) ,  nous  profitcrons  de  Fin- 
delermination  de  a  et  de  6  pour  faire  disparaitre  les  lermes 
du  premier  degre.  Nous  poserons  alors  - 

(D)  2AA-hB^/4-D=:o,     2Cm-B^4-E  =  o; 

d'ou  nous  tircrons  les  valeurs 

2  AE  —  BD  2  CD  ~  BE 

^■~   B^— 4AC  '         ~   B-'— 4AC' 

Pour  les  ellipses  et  les  hyperboles ,  le  denominaleur 
B*  —  4  A.C  etant  diflerent  de  zero,  les  valeurs  precedentcs 
sont  finies  et  delerminecs;  d'oii  il  resulte  qu'en  pla^ant 
I'origine  au  point  quVlIes  font  connaitre,  Tequation  (B)  sc 
trouve  reellement  debarrassee  des  lermes  en  x'  et  7'.  Cc 
point  est  le  seul  qui  jouissc  de  cetle  propriele ,  puisque  les 
equations  qui  foal  connailre  a  et  h  n'admcttent  qu^me  so- 
lution. 

La  simplification  est  impossible  pour  les  paraboles,  puis- 
que B' — 4  AC  =  0,  et  qu'alors  les  valeurs  de  a  et  de  J 
sontinfinies,  en  supposant  que  les  numerateurs  ne  soient 
pas  nuls. 

Si  un  des  numerateurs  2  AE  —  BD ,  par  exemple,  est 
egal  a  zero,  Tautre  sera  aussi  zero,  et,  par  suite,  les  va- 
leurs de  rt ,  i  seront  indeterminecs.  On  sait  que  dans  ce  cas 
les  equations  (D)  qui  onl  fourni  ces  valeurs  rentrent  Tunc 
dans  I'autre,  on,  ce  qui  revient  au  meme  ,  les  droitcs  que 
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ces  equations  representent  se  reduisent  a  uue  seule.  U  existc 
alors  unc  infinite  d'origines  situees  sur  cette  droite  pour 
lesquelles  on  peut  faire  disparaitre  les  termes  du  premier 
degre.  Mais,  dans  ce  cas,  Tequation  du  second  degre  ne 
represente  plus  une  courbe.  En  effet,  en  resolvant  cette 
equation  par  rapport  a  y^  comme  on  trouve  d'abord 

Bx-f-D 

^= — IX- 

±:-^V^(B'— 4AC)a;'4-2(BD  — 2AE):c-f-D'— 4AF, 

la  double  supposition 

B»— 4AC=o,     BD  — 2AE=:or 
reduit  ces  valeurs  a 

± --rs/D'— 4AF. 


2  A  2  A 


Or,  ici  on  a  necessairement  deux  droites  parall^les,  une  seule 
droite,  ou  deux  droites  iinaginaires ,  suivant  que  D* — 4  AF 
est  positif,  nul,  ou  negatif. 

II  resulte  de  ce  qui  vient  d'etre  dit,  que  les  ellipses  et  les 
hyperboles  sont  les  seules  courbes  du  second  degre ,  dont 
I'equation  puisse  etre  ramenee  a  la  forme 

(E)  A7'4-Bj:j-+-C.r'-f-F'=r:o. 

Nous  ferons  observer  que  dans  le  cas  ou  le  seul  changc- 
ment  d'origine  ne  suffit  pas  pour  faire  disparaitre  les  termes 
du  premier  degre ,  cette  simplification  est  egalement  impos- 
sible, si  Ton  change  a  la  fois  Forigine  et  la  direction  des 
axes.  En  effet,  supposons  que  cette  derniere  transformation 
ait  conduit  a  I'equation  (E).  En  remplacant  les  nouveaux 
axes  par  d'aulres  qui  aient  la  memc  origine  et  qui  soient 
paralleles  a  ceux  des  coordonnees  primitives  x  et  y\  les 
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valeurs  que  Ton  devra  substiluer  seront  de  la  forme 

X  =  mx'  -4-  ny\     y  =  iit'  x*  -f-  «'/', 

et  cetle  substitution  ne  reproduira  aucun  terme  du  premier 
degre.  D'ou  nous  conclurons  que  si  Ton  ^tait  passe  d'abord 
de  la  premiere  origine  a  la  seconde,  sans  changer  la  direc- 
tion des  premiers  axes ,  les  termes  du  premier  degre  au- 
raient  disparu.  On  voit  par  la  que  la  direction  des  axes  n'a 
aucune  influence  sur  revanouissemcnt  des  termes  du  pre- 
mier degre. 

Evanomssement  du  rectangle, 

96,  Jusqu'a  present  les  coordonnees  avaient  une  direc- 
tion quelconque;  dans  la  question  qui  va  nous  occuper, 
nous  les  supposerons  rectangulaires :  si  elles  ne  T^taient 
pas^  on  sait  qu'on  pourrait  les  rendre  telles  par  une  trans- 
formation d'axes. 

Cela  pose,  proposons-nous  de  fairedisparaitre,  si  cela 
est  possible,  le  rectangle  des  variables  en  prenant  de  nou- 
veaux  axes  aussi  rectangulaires.  On  voit  qu'il  est  inutile  de 
changer Torigine ;  car,  si  en  la  pla^anten  un  certain  point, 
le  rectangle  s'evauouit,  la  simplification  aurait  encore  lieu 
pour  toute  autre  origine,  puisqu'en  y  transportant  les  nou- 
veaux  axes  parallelement  a  eux-memes ,  les  termes  du  scr 
cond  degre  ne  devraient  pas  changer,  et,  par  suite,  le  rec- 
tangle des  variables  ne  saurait  reparaitre.  Nous  prendron^ 
done  les  formules  qui  servent  a  passer  d'un  systime  d'axea. 
rectangulaires  a  un  autre  systcme  d^axes  aussi  rectangu-. 
laires ,  en  y  faisant 

a  =  o,     ^  =r  o. 
Nous  aurons  alors 

X  =^x'  COS  a  —  y  sin  a , 

X  =r  4:'  sin  a  -f-  ;> '  COS  a. 
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(C) 


Ces  valeurs,  portees  dans  I'equaiion  gcnerale,  donneroni 


i_ 


A  cos*  a 

B  sin  a  cos  a 

C  sin'  a 


^''"-{-aAsinacosa 
—  B  sin*  a 
-+-  B  cos'  a 
—  sCsinacosa 


x'/'-hA  sin*  a 
-t-B  sin  a  cos  a 
-+-C  cos'  a 


J?  '-hD  coaal/'-i-D  sin  a|x/4-F=o, 
— E  sin  al     -+-E  cos  al 


equalion  que  Ton  peut  representer  par 

Pour  que  le  terme  qui  conticnt  le  rectangle  des  variables 
disparaisse,  il  faut  qu'en  egalant  son  coefficient  a  zero ,  on 
oblienne  pour  a  une  valeur  reelie.  Ce  coefficient  revient  a 

2  (A  —  C )  sin  a  cos  a  4-  B(cos'a  —  sin*  a). 

L'equation  a  resoudrc  est  alors 

2  (A  —  C)  sinx  cos  a  -h  B(cos-a  —  sin' a)  =  o, 


ou 


(A  —  C)sin  2  a  H-  B  cos  2  a  =  o; 


d'ou  Ton  tire 


lang  2  a  =  — 


B 


A  — C 


Une  taugerite  pouvant  passer  par  tous  les  etats  de  grandeur 
entre  -f-  Qo  et  —  oo  ,  il  cu  resulte  que  a  a  est  toujours  reel. 

La  valeur  — de  tang  2  a  correspond  a  un  premier 

arc  raoindre  que  180  degres  que  nous  pouvons  designer 
par  2a'.  Nous  ferons  remarquer,  en  outre,  que  a  etant 
compris  entre  o  et36o  degres,  2a  est  compris  entre  o, 
36o°X  2.  Les  valeurs  de  2  a  sont  done 

2  a',      2  a' -f-  180",      2a'hi8o'»X2,      2  a' -j- i8o"X  3, 

et  cellcs  de  a , 

a',      a'  -f-  90'*,      a'  -f-  90°  X  2  ,      a'  -f-  90°  X  3. 

Les  deux  premieres  determinent  deux  droites  perpendicu- 
laii'es,  el  l(;s  deux  dernieres  correspondent  aux  prolonge- 
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ments  de  ces  droites.  II  est  visible  que  si  l*on  prend  Tune 
d'elles  pour  I'axe  des  x',  Faulre  sera  celui  des  y\ 

Rappelons-nous  que  Forigine  n'a  pas  eie  changee  et 
qu'elle  etait,  d'ailleurs,  situee  d'uue  maniere  quelcouque. 
On  reconnait  alors  qu^il  existe  pour  chaque  origine  un 
systeme  d'axes  rectangulaires  au  moyen  duquel  on  fait  dis- 
paraitre  le  rectangle  x^y  ]  ce  qui  ramene  Tequation  gene- 
rale  a  la  forme 

(H)  M/»^-Nx'M-R/^-Sx'^-F=o. 

97.  Nous  devons  examiner  le  cas  on  Ton  a,  en  meme 
temps , 

B  =  o     et     A  =  C. 

L'equation  generale  peut  etre  ramenee  a  la  forme 

D  K  F 

AAA 

On  reconnait  qu'elle  represente  un  cercle^  on  voit  aussi 
que  tang  ia  est  indeterminee ,  ou  plutot  que  le  coefficient 
du  terme  en  J^'y'  est  nul  de  lui-meme.  On  apprend  par  la 
qu*en  prenant  deux  axes  rectangulaires  quelconques,  on  ne 
ramenera  pas  dans  Tequation  le  rectangle  des  coordonnees. 
Et,  en  effet,  on  sait  que  Fequation  generale  du  cercle,  rap- 
porte  a  des  axes  rectangulaires,  ne  renferme  pas  le  rec- 
tangle xy, 

98.  On  a  vu  que  Tequation  primitive  represenle  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  suivant  que  la 
quantite  B' — 4 AC  est  negative,  positive  ou  nuUe.  La 
quantite  analogue  deduite  de  Tequation  (H)  est  — 4M]S; 
done ,  les  coefficients  M ,  N  doivent  etre  de  meme  signe  dans 
le  cas  del'ellipse,  et  de  sigues  dillerents  pour  T hyperbole. 
Dans  le  cas  de  la  parabole ,  un  de  ces  coefficients  doit  ^tre 
nul.  On  reconnait  facilcment  qu'ils  no.  peuvent  pas  etre 
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tous  deux  egaux  k  zero,  puisque  T^quation  (H)  cesserait 
d'etre  du  second  degre. 


-»' 


99.  D'apris  ce  qui  precede ,  si  Ton  considere  les  ellipses 
et  les  hyperboles,  on  pent  faire  disparaitre  d'abord  les  ter- 
mes  du  premier  degre ,  en  changeant  Forigine ,  et  ensuite ,  le 
rectangle  des  variables,  en  prenant  de  nouveaux  axes  rec- 
tangulaires.  On  pourrait  renverser  Fordre  des  transforma- 
tions. On  esl  conduit  a  une  equation  de  la  forme 

(K)  Mj»-f-N.r»=P, 

X  ety  etant  les  dernieres  coordonnees. 

Puisque ,  dans  le  cas  de  Fellipse ,  M  et  N  sont  de  m^me 

signe,  en  faisant 

N  P 

-  =  ,,,%     ^=.p, 

Fequatioii  pent  s'ecrire  comnie  il  suit ; 

X^-h  m^x*=  p, 

Dans  le  cas  de  Fhyperbole  ^  M ,  N ,  etant  de  signes  differents , 

on  fait 

N  ,        P 

et  Fon  a 

L'equation  de  la  parabole  ne  pent  prendre  aucune  de  ces 
deux  formes ,  puisqu'il  est  impossible  de  faire  disparaitre 
les  deux  termes  du  premier  degre.  Mais  on  pent  faire  eva- 
nouir  le  rectangle,  ce  qui  entraine  en  m6me  temps  la  dispa* 
rition  de  Fun  des  carres.  Par  cette  premiire  transforma- 
tion ,  on  ramene  F<^quation  des  paraboles  a  la  forme 

(L)  Mj»+Rj-+-Sj7  4-F  =  o, 

en  supposant)  toutefois,  que  ce  soit  le  carre  de  x  qui  dis- 
paraisse. 
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Changeons  maintenant  rorigine  des  coordonn^es ;  pour 
cela ,  nous  poserons 

el  Tequation  (L)  deviendra 

My^-f- (2  M  ^ -h  R)  r'-^  S  j:' H- M  6»-+- R  ^ -h  Srt -h  F  =  o. 
Les  quantites  a ,  b  etant  indeterminees ,  nous  ecrirons 
2M*-f-R  =  o,     M6'-h  R*  H-  Sfl-hF=o. 

On  tire  de  la 

A—— ^  _       M6'-hR^-hF 

La  valeur  de  b  est  finie,  puisque  M  est  different  de  zero. 
Celle  de  a  est  finie  aussi ,  pourvu  que  S  ue  soit  pas  nulle. 
Cette  condition  sera  remplie  lorsque  Tequation  (L)  repre- 
sentera  une  parabole.  Car,  si  on  avait  S  =  o,  la  premiere 
transformation  rMuisant  Tequation  a 

My-hRj4-F=o, 

on  n'aurait  plus  qu'un  systeme  de  droites  parall^les  a  Taxe 
des  Xy  une  seule  droite,  ou  deux  droites  imaginaires. 

On  voit ,  par  ce  qui  vient  d^^tre  dit,  qu'en  pla9ant  Tori- 
gineau  point  que  determiuent  les  valeursde  a^  b^  I'equa-^ 
tion  de  la  parabole  pourra  se  reduire  a 

My-f-Sx=:  o, 

ou  bien  a 

S 
y  =  2pxy     en  posant     —  w  =  2/?. 

M 

On  peut  conclure  de  ce  qui  precede,  que  par  une  double 
transformation  de  coordonnees  ct  en  choisissant  les  axes* 
rectangulaires ,  les  ellipses ,  les  hyperboles  et  les  parabole» 
peuvent  fetre  representees  par  les  equations 

j'  -+-  war'  =  Pj 
y —  tfix^  z=  p, 
y  =  2px. 
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100.  11  convienl  luaintenant  d'executer  les  calculs  ne- 
cessaires  pour  ramener  les  equations  des  courbes  du  second 
ordre  aux  formes  qui  viennenl  d'etre  indiquees. 

Supposons  d'abord  que  Tequalioii 

(A)  A/^+Bar^-f-CxM-  Dj  +  E^  4-  F  =  o 

represente  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Premiere  transformation.  —  Pour  faire  disparaitre  les 
termesdu  premier  degre,  on  a  vu  qu'il  faut  changer  x  en 
x-hn^eiyeny-hb,  ce  qui  donue 


A/'-h  Bjc/H-  Cx^-f-  2Ab 

/-j-  nCa 

X  -h  Ab' 

4-  Ba 

-+-  Bb 

-^Bab 

4-D 

+  E 

-hDb 
-hEa 

+  F 

o. 


Les  coordonnees  de  la  nouvelle  oiigine  sont  determinees 
par  les  equations 

(i)  2A^-+-Bfl +D=:  o,     aCfl -hB6 -hE=:o. 

On  a  de  plus ,  en  designant  par  F'  la  partie  independante^ 

F'=:  A^*+  Bab  4-Ca'4-D^  4-  E^H-F. 

Cette  valeur  de  F'  pent  etre  simplifiee.  En  effet,  si  I'on 
multiplie  respeclivement  les^  equations  (i)  par  i  et  a,  et 
qu'on  ajoute  les  produits ,  il  viendra 

^kb^-h  ^Bab  -\-  2Ca'-hDb-\-¥un  —  o; 

d'ou 

D^-hEa 

A  ^'  -f-  B  a^  -h  C a'  = 5 


ce  qui  conduit  a 


F'=rF  + 


Db  -hEfl 


Si  Ton  joint  a  cette  valeur  de  F'  les  \aleurs  de  a  et  de  & 
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(d^  95),  on  aura ,  pour  les  formules  relatives  a  la  premiere 
transformation  : 

_  2  AE  —  BD  2  CD  —  BE 

**""  B'— 4AC  '        ""  b«-~4ac' 

^/      ^       D6-HEfl 

F'=Fh — 

2 

Deuxienie  transformation.  —  Dans  la  premiere  traos- 
formation,  les  coordonnees  pourraient  ^tre  quelconques; 
mais  dans  la  seconde,  on  doit  les  supposer  rectangulaires. 
Si  elles  ne  Fetaient  pas ,  on  pourrait  les  rendre  telles ,  sans 
faire  reparaitre  les  termes  du  premier  degre.  De  sorte  que 
lequation  sur  laquelle  on  aurait  a  operer  serait  toujours dc 
la  forme 

A/»-h  Bxr-f-  Cjr*4-F'  =  o. 

Pour  faire  disparaitrc  le  rectangle  xy^  on  changer  a  x  en 

X  cos  a  — /sin  ac, 

el  y  en 

X  sin  a  H-  J"  <*<>s  a ; 
ce  qui  conduira  a 


tang  2a  =  —  ~ -, 


A  —  C 


valeur  de  laquelle  on  deduit  facilement 

I  A— C 


cos  2  a  = 


±v'i-Mang'2a       ±:v/B'h-  (A  — C)' 


tang  2  a  —  B 

sm  2a  =  ■-.      *^        ::zz  « 

±^1-4- tang'2a        ±:  VB^4- (A —C)"^ 

Les  deux  valeurs  egales  et  de  signes  contraires  qu'on  ob- 
tient  pour  sin  2a  et  cos  2a,  convienueut  a  la  question  et 
correspondent  a  deuxdroites  perpendiculairesTunearautre, 
dont  cbacune  pent  itre  prise  indifferemment  pour  axe  des  x. 
Nous  emploierons  celle  qui  est  delerminee  par  la  valeur 

1 1 
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posilive  du  radical ,  dc  sorte  que  nous  dcrirons 

A  — C  .  — B 

cos  2  a  =  ■  1       sin  2  a  = 


\/B»4-  (A  —  C)'  )/B'+  (A  —  C)^ 

On  voit  que  sin  a  a  sera ,  alors ,  de  signe  conlraire  a  B. 

Calculous  actuellemenl  les  coefficients  M ,  N ,  P ,  de  I'e- 
qualion(K)dun«99. 

En  nous  reporlant  a  Tequation  (C)  (n®  96,  page  i56), 
nous  aurons 

M  =  A  cos'  a  —  B  sin  a  cos  a  -h  C  sin'  a, 
N  =  A  sin'  a  -h  B  sin  a  cos  a  -4-  C  cos'  a. 

D'ail'leurs, 

P  =  —  F'. 

Des  deux  premieres  ^nations  on  lire 

1VH-N  =  A4-C, 
M  —  N  =  {A  —  C)  ( cos'  a  —  sin'  a)  —  2  B  sin  a  cos  a 
=  (A  —  G)  cos  2a  —  B  sin  2  a 

B'-f-fA  — O'         /— 

y^B'4-(A-C}'       ^  ^  ^ 

Prenant  les  valeurs  de  M  el  de  N,  el  joignant  a  ces  va- 
leurs  celles  de  tang  na  etde  P,  on  a ,  pour  les  formules  re- 
latives a  la  seconde  transformation  : 

B 
tang2«=  —  jzZc' 

M  =  i  [a  4-  C  H-  v^B'-f-(A  — C)'], 

N  :=  -i  [a  4-  C  —  v/B^H-(A-.C)'], 

P  =  —  F'. 

101.  Supposons  que  Tequation  (A)  du  n°  95  (page  iSa) 
represenle  une  parabole.  II  s'agit,  comme  on  sail,  de  ra- 
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mener  cettc  equation  a  la  forme 

Mx'  -h  Sx=  o. 
Dans  ce  cas,  oq  fait  d'abord  disparaitrc  le  rectangle  des 
variables,  et  ensuite  on  change  Torigine. 

Premiere  transformation.  —  On  a  vu  ( n^  99,  page  1 58) 
qu'elle  conduit  a  Tequation 

Lcs  premiers  axes  sont  lectangulaircs ;  il  en  est  de  m&me 
des  seconds,  et  la  valeur  de  a  est  toujours  donnee  par  la 

meme  formule 

—  B 
tang  2  a  = --• 

^  A  — C 

Les  valeurs  de  M  et  de  N  sont  determinees  par  les  formules 
irouvees  precedemment. 

Mais,  dans  la  parabolc,  on  a 

B'=4aC, 
et ,  par  suite , 

V^B»H-(A  — C/  =  ±:  ( a  -h  C). 

On  pent  toujours  supposer  A  positif  dans  Tequaiion  (A). 
Alors ,  d'apr^  la  relation 

B»=4AC, 

G  sera  aussi  positif.  D'ou  il  resulte  que  si  Ton  continue  dc 
prendre  le  radical  positivement ,  on  aura 

V^B'-f-(A  — C)»  =  A  -h  C. 
On  sera  conduit,  en  consequence,  a 

—  B 


tang 

2a 

— 

A-C' 

ros  2  a 

=r 

A  — C 

A-f-C' 

sin 

2a 

—  B 

A  +  C' 

M 

= 

A-hC, 

i\ 

— 

o. 

II . 
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La  deruiire  egalite  fait  voir  comn^ent  revanouissement  du 
rectangle  enlraine  la  disparition  d'un  des  carr^s. 

II  faut,  en  outre,  calculer  R  et  S.  Or,  quand  on  rem- 
place  X  ety  respectivement  par 

a:  cos  a  —  y  sin  a , 

X  sin  a  +  JK  cos  a  , 
on  obtient 

R  =  D  cos  a  —  E  sin  a , 

S  =r  D  sin  a  -f-  E  cos  a. 
Les  formules 


sin 


/i  —  cos  2  a  /i 


cos  2  a 


donnent ,  en  remplacant  cos  2  a  par 


cos 


d*ou  Ton  deduit 


"V/ 


R=: 


A-hC  . 
D  ^  ~  E  y/c 


D  y/c  +  E  v/a 

b  = /  

VA-+-C 

Deuxieme  transformation,  —  II  s'agit,  corame  nous 
Tavons  dit,  de  transporter  I'origine.  Nous  remplacerons 
alors  X  Ql  J  par  x  +  a^y'\-b  dans  I'equalion 

Mj'-I-  Rjr-f-  So:  -f-  F  =  o; 
ce  qui  donnera 

R^ 


M/'4-  2M^ 
R 


F 
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Egalant  a  zero  le  multi plica teur  Ae  y  el  la  partie  iiide- 
pendante ,  on  aura 

d'ou 

Les  coefficients  de  j^'  et  de  x  n'ont  pas  change,  el  T^ua- 
tion  simplifi^e  est 

Du  centre  et  des  axes. 

102.  On  nomme  centre  d'une  courbe,  en  general,  un 
point  tel,  que  loute  droite  menee  par  ce  point  a  ses  points 
dc  rencontre  avec  la  courbe,  a  egales  distances,  deux  a 
deux ,  du  premier. 

De  cette  definition  resulte  Ic  theor&me  suivant : 

Quand  Vorigine  des  coordonnees  est  placce  ait  centre 
d'une  ligtie  du  second  ordre,  les  ternies  du  premier  de- 
grcy  par  rapport  aux  variables,  ne  iloi^ent  pas  enlrer 
dans  V equation  de  cette  ligne,  Reciproqucment ,  lorsque 
les  termes  du  premier  degre  n^ en t rent  pas  dans  V equation 
d'une  ligne  du  second  ordre,  Vorigine  est  le  centre  de 
cette  ligne. 

Pour  demonlrer  colle  proposition,  rcvenous  a  Tequa- 
tion  generalc 

(i)  Ay-'H-B-c^'-f-Cx'-^  d/4-Ej:  +  F  =  o, 

et  supposons  que  la  ligne  qu'oUc  represcnte  ail  un  centre ,  A 
(/'g-68).  Prenons  ce  centre  pour  origine.  Toute  droite, 
MAM',  passant  par  ce  point  aura  pour  equation    • 

jr  =  ax. 
En  portan4  celtc  valeur  de  y  dans  1 'equation  (i) ,  Tequatiou 
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du  second  degre  en  x 

(2)  (Afl'+  B«4-C)a:'+(D«-+-  E):c-hF=:o, 

doit  avoir  pour  racines  les  abscisses  des  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  la  courbe.  Or,  d'apres  la  definition  du 


centre,  on  a 


AM  =  AM', 


et  en  menant  les  ordonnees  MP,  M'  P',  les  deux  triangles 
AMP,  AM'P'  seront  ^gaux.  Done  AP=  AP'-,  ce  qui  ap- 
prend  que  les  racines  de  I'^quation  ( 1 )  doivent  ^tre  ^gales 
ct  de  signes  contraires.  On  doit  done  avoir 

Da  -4-  E  =  o. 

Comme  cette  condition  doit  ^tre  remplie,  independamment 
de  toute  valeur  de  ^ ,  il  faut  qu^on  ait  D  =  o,E  =  o,el 
par  consequent  les  termes  du  premier  degre  n'entrent  pas 
dans  I'equation  (1). 

Reciproquement ,  lorsqu'on  aD  =  o,  E  =  o,  I'equa- 
tion  (2)  qui  donne  les  valeurs  de  x  a  ses  racines  ^gales  et 
de  signes  contraires.  D'ou  Ton  pent  facilement  conclure  que 
les  triangles  AMP,  AM'P',  sont  egaux,  et ,  par  suite,  que 
toule  ligne  MM'  menee  par  I'origine  a  ses  deux  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  a  ^gales  distances  du  point  A  \ 
c'est-a-dire  que  cette  origine  est  un  centre. 

D'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  pour  qu'une  courbe  du 
second  degre  ait  un  centre ,  il  faut  qu'il  existe  un  point  tel , 
qu'en  le  prenant  pour  origine ,  et  en  y  transportant  les  axes 
parallelement  a  eux-m^mes ,  les  termes  du  premier  degre 
puissent  disparaitre.  Or,  on  a  vu  precedemment  que  cette 
transformation  est  impossible  pour  les  paraboles,  etqu'elle 
ne  pent  exister  que  d'une  seule  maniere  pour  les  ellipses  et 
les  hyperboles.  Les  ellipses  et  les  hyperboles  ont  done  un 
centre  unique  j  mais  les  paraboles  nen  ont  pas. 

103.  On  pent  voir  facilement  que  si  une  des  coordon- 
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nees,  y  par  exemple,  n'entre  qu'au  carre  dans  r^quatiou 
d'une  ligiie  du  second  ordrc,  Taxe  auquel  Tautre  coordon- 
nee ,  :r,  est  parallMe ,  est  un  diam^tre ;  en  effet ,  pour  chaque 
valeur  de  x,  les  valeurs  de  j^  soht  egales  et  de  signes  con- 
trairesj  c'est-a-dire  que  I'axe  des  abscisses  divise  en  deux 
parties  egales  un  systeme  de  cordes  paralleles  a  Taxe  desj^, 
et ,  par  suite ,  cet  axe  des  abscisses  est  un  diametre. 

Lorsqu'un  diametre  rcctiligne  est  perpendiculaire  aux 
cordes  qu'il  divise  en  parties  Egales ,  cc  diametre  est  nomme 
axe  de  la  courbe.  La  partie  comprise  dans  la  courbe  est  la 
longueur  de  Faxe :  les  points  ou  I'axe  rencontre  la  courbe 
s'appellent  sommefs. 

II  resulte  de  la  que  dans  les  ^c{uations 

X^=z^px, 

de  Tellipse,  de  Thyperbole  et  de  la  parabole,  Taxe  des 
abscisses  est  un  axe  de  la  courbe,  et  que  pour  les  deuxpre- 
miires  seulement,  Faxe  des  ordonnees  est  aussi  un  axe  de 
la  courbe.  Car,  d'apris  Fequation  de  la  troisi^me  courbe , 
a  chaque  valeur  de  y  il  ne  correspond  qu'une  seule  va- 
leur de  X. 

Nous  demontrerons ,  par  la  suite,  que  les  axes  dont  nous 
venons  de  parler  sont  les  seuls  qui  existent  dans  les  courbes 
du  second  ordre  \  c'est-a-dire  que  Fellipse  et  Fhyperbole 
ont  chacune  deux  axes ,  et  que  la  parabole  n'en  a  qu'un 
seul. 
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4 

DE  L'ELLIPSE. 


104.  On  a  vu  que,  par  une  double  transformation  de 
eoordonnees ,  el  en  prenant  des  axes  rectangulaires ,  T^qua- 
tioji  de  1 'ellipse  peut  ^tre  raraenee  a  la  forme 

y* -\- m^  x^  =  p, 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  cette  equation  n'est  reelle- 
ment  celle  d'une  ellipse  que  dans  le  cas  ou  p  est  positif. 
Car,  si  p  est  negatif ,  1  equation  est  impossible ,  et  si  p  =  o  y 
elle  ne  peut  plus  etre  satisfaite  que  par  le  systfeme 

j:=o,    r==o, 

qui  donne  Torigine  des  eoordonnees.  Puisque  p  doit  etre 
positif ,  nous  le  remplacerons  par  i*,  et  Tequation  de  I'el- 
lipse  sera 

Sous  cette  forme,  on  voit :  i^.  que  Torigine  est  le  centre 
de  la  courbe ,  les  termes  du  premier  degre  n^entrant  pas 
dans  Tequation ;  2°.  que  I'axe  des  x  et  celui  des  j  sont  des 
diam^tres  et  meme  des  axes  de  la  courbe;  chaque  valeur  de 
I'une  des  eoordonnees  donnant  pour  Tautre  deux  valeurs 
egales  et  de  signes  contraires,  et  ces  m^mes  eoordonnees 
etant  rectangulaires. 

Pour  trouver  les  grandeurs  des  axes,. on  fera  successive- 

mentj^=  o ,  x  =  o^  dans  Tequation  de  la  courbe.  Or,  j^=  a 

doiine 

h 

-     « 

m 
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et  x  =  o  domic 

On  devra  done  prendre  sur  ]'axe  des  x  (fig*  69), 

AB  =  AB'  =— ; 

puis ,  sur  Taxe  des  y^ 

AD  =  Aiy=^. 

Les  distances  BB',  Diy,  son  ties  longueurs  des  axes. 

On  nomme  grand  axe  ou  premier  axe  la  plus  grande  de 
ces  distances  y  et  petit  axe  ou  second  axe  la  plus  petite.  Les 
quatre  points  B,  B',  D,  IV,  sont  les  sommets  de  I'ellipse. 
Toutefois,  on  donue  plus  particuli^rement  ce  nom  aux  ex- 
tremit^s  du  grand  axe. 

En  faisant 

h  ...  b 

—  =  rt,    d  OU     #?j  =  -9 

m  a 

el  en  mettant  cette  valeur  dans  Fequation 
on  obtient 

(i)  n'j^'-f-  b^x^:=za^b\ 

Commc  le  centre  est  pris  pour  origiue ,  ct  que  les  axes  de 
la  courbe  sont  les  axes  de  coordonnees,  on  dil  que  cetie 
equation  est  celle  de  V ellipse  rapportee  a  son  centre  ct  h  ses 
axes.  C^est,  d^ailleurs,  I'equation  qu'on  emploie  le  plus 
sou  vent. 

Lorsque  b=a^  Tequation  devient 

qui  represente  un  cercle  dont  le  rayon  est  a.  Le  cercle  est 
done  une  ellipse  dont  les  axes  sont  egaiix. 

• 

105.  Determinons  la  forme  de  I'ellipse,  au  moyen  dc 
IVquation  (i). 
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De  cettc  equation  on  tire 


y  ■=.  it  -  ^d^  —  x'^ 


On  voit  faeilement  que,  x  augmentant  positivement  de- 
puis  o  jusqu'a  a,  les  valeurs  de  j^,  toujours  reelles,  dimi- 
nuent  de  i  a  o.  Mais  ,  x  devenant  plus  grand  que  a ,  les  va- 
leurs de^  sont  imaginaires.  On  a  ainsi,  du  cote  AB,  un 
arc  de  la  forme  DBD'  [fig-  69).  Si  Ton  change  le  signe  de  .r, 
les  valeurs  de  y  restent  les  menies ,  ce  qui  donne ,  du  cote 
AB',  un  arc  DB'iy,  exactenienl  de  la  meme  forme  que  le 
precedent.  On  leconnait  sans  peine  que  la  concavitede  la 
courbe  est,  en  chacun  de  ses  points,  tournee  vers  le  cen- 
tre; car  autrement  une  ligne  droite  pourrait  rencontrer  la 
courbe  en  plusde  deux  points. 

Puisqu'en  prcnant  I'abscisse  quelconque  AP,  les  deux 
ordonnees  correspondanies  sont  egales ,  si  Ton  fait  lounier 
la  partie  BM'  B'  autour  de  BB',  on  pourra  I'appliquer  sur  la 
partie  superjeure  BMB',  d'ou  il  resulte  que  I'axe  BB'  divise 
la  courbe  en  deux  parties  egales.  La  meme  propriete  existe 
pour  I'autre  axe. 

Si  Ton  designe,  en  general,  par  x  eX y  les  coordonnees 
d'un  point  M  pris  sur  la  courbe,  on  aura 


AM  =  y/.r^  4-  jr'  ~  i/x' -f-  —  («' _ x''') 

puisque  le  point  M  appartient  a  la  courbe.  II  est  permis  de 
supposer  que  les  abscisses  sont  comptees  sur  le  plus  grand 
axe,  et  alors  a  est  plus  grand  que  h,  Enfaisant  croitre  xde 
o  a  a,  la  distance  AM  augmente  de  i  a  rt.  Done,  si  du  cen- 
tre d*une  ellipse  on  mene  des  droites  aux  differenls  points 
de  la  courbe,  la  plus  grande  de  ccs  lignes  sera  la  moitie  du 
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premier  axe,  et  la  plus  pelite  est  la  moiliedu  second  axe. 
La  supposition  b=  a  donne  AM  =  a.  Ce  qui  doit  arriver, 
puisque  Tellipse  devient  un  cercle,  et  que,  dans  celte  der- 
ni^re  coui'be ,  tous  les  rayons  sont  egaux. 

En  prenant  deux   points  quelconques   M,  N,  sur  la 
courbe ,  on  a,  en  vertu  de  Pequation  (i) , 

-(«»— AP  ),    FN    =-- 
d'oii  Ton  tire 


— t       b^  /  — 1\       J       b^  /  ' i\ 

PM  r=-(fl»— AP  ),    FN   =:-(«»— AF  ); 


PM    _fl'-:Ap'    _  (aH-AP)(fl  — AP)  _   PB^  X  PB 

Fn'"'«'-af'~(^-+-^p')(^-^p')^^'^'><^'^ 

Done ,  dans  Fcllipse ,  les  carres  des  ordonnees  pefpendi- 
culaires  h  run  des  axes  sont,  entve  euXy  comme  les  pro- 
duits  des  segments  correspondanis,  determines  sur  cet  axe. 

106.  Pour  lout  point  de  Tellipsc,  on  doit  avoir 

^3j»4-  b^x^—  a^b^=.  o. 

Si  Ton  prend  un  point  exterieur  E  {fig.  69) ,  et  si  on  le 
joint  au  centre  par  la  droite  AE,  cellc-ci  rcnconlrera  la 
courbe  en  un  point  Mdont  les  coordonnees  seront  moindrcs 
que  celles  du  point  E.  Done ,  pour  ce  dernier  point ,  on 
aura 

«' r'  -H  ^' x'  —  fl'  A'  >  o. 

On  voit  de  m^me  que,  pour  un  point  inlerieurE',  on 
doit  avoir 

Ainsi ,  on  a 

<''*j'-+-  ^'•^* —  a^b^=:  o  y  pour  un  point  de  Tellipsc ; 
rjf'j'-f-  b'^x^  —  a^  b'^^  o,  pour  un  point  exterieur; 

n^-y"^  -f-  b'x"  —  a^  /;'  <^  o,  pour  un  point  interieur. 
Les  reciproques  de  ces  propositions  sont  ovidentes. 


" 


172  CHAPITRE  neuvieme. 

Manieres  de  decrire  une  ellipse  dont  on  connait  les  axes, 
107.  L*equation  (i)  de  1' ellipse  donne 

celle  d'un  cercle  d^crit  sur  le  grand  axe  comme  diaraetre , 
est 

En  prenant  les  ordonuees  PM,  PN  (Jig.  70)  de  Tellipse  et 
du  cercle ,  correspondantes  a  une  meme  abscisse  AP,  on 
aura,  en  les  designant  respectivement  parj)'  et  Y, 

D'ou  il  resulte  que,  dans  F ellipse ,  les  ordonnees  perpen- 
diculaires  au  grand  axe  sont  aux  ordonnees  correspon- 
dantes du  cercle  decrit  sur  ce  grand  axe  comnie  dia- 
metre,  dans  le  rapport  constant  du  petit  axe  au  grand. 

Premiere  construction.  — Sur  chacun  des  deux  axes, 
comme  diametre  (fig»  70),  decrivons  une  circonference  ^ 
menons  un  rayon  quelconque  AN  de  la  grande  circonfe- 
rence ,  rencontranlla  pqtile  au  point  C.  Prenons  Tordonnee 
PN ,  et  par  le  point  C  menons  CM ,  parallele  au  premier 
axe  :  le  point  M  appartiendra  a  Tellipse  dont  les  axes  sont 
2a  et  2  b. 

En  effet ,  on  a 

PM:PN  ::  AC:AN::  /;:«; 

d'ou  Ton  tire 

b 

PM  =  -  X  PN. 
a 

En  repetant  cette  construction ,  on  pourra  irouver  autant 
de  points  qu'on  voudra  de  la  courbe. 
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Nous  ferons  observer  que ,  a  cause  de  la  symetrie  de  I'el- 
lipse  par  rapport  a  ses  axes ,  on  peut ,  au  moycn  d'un  seul 
rayon  AN,  determiner  quatre  points  ditTerents,  M,  M', 
IVF,  M'^  de  la  courbe. 

Deuxieme  construction.  —  D'un  point  quelconque  E 
(fig*  7»)  pris  sur  le  second  axe  et  avec  un  rayon egal  a  a-hi, 
d^crivons  un  arc  de  cercle  qui  rencontre  le  premier  axe  en 
C.  Joignons  E,  C,  prenons  EM  =  a,  ct  par  le  point  M 
menons  des  paralleles  MP,  MG,  aux  deux  axes. 

Nous  aurons 

MP:EG::  CM:  ME,    ou   f\  v^«'— x':: b  :a. 

Done, 

b    , 

par  consequent ,  le  point  M  est  a  I'ellipse. 

La  droite  EC  pourrait  t*tre  unc  regie  dont  la  longueur 
serai t  a  +  6,  et  sur  laquelle  on  aurait  pris  EM  =  a.  En  fai- 
sant  mouvoir  cette  r^gle  dans  Tangle  YAX ,  le  point  M  de- 
crirait  un  quart  de  1' ellipse.  On  aurait  les  autres  parties  de 
la  courbe  en  placant  la  regie  dans  les  autres  angles  formes 
par  les  axes. 

Troisieme  construction,  —  Prenons  un  point  quelcon- 
que H  {fig'  71)  sur  le  second  axe  DD';  de  ce  point  comme 
centre,  et'avec  un  rayon  egal  a  a  —  b^  decrivons  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  B'B  en  I  •,  joignons  H ,  I ,  et  prenons  IM=t. 
Le  point  M  appartiendra  a  Tellipse.  En  effet,  si  Ton  mene 
la  droite  HK  parallele  a  BB',  elle  rencontrera  en  K  le  pro- 
longement  de  I'ordonn^e  MP  du  point  M.  On  aura  alors 

MP:MK::MI:MH,      ou     x\sla^—x^\:b\a  ; 
d'ou 

b  , 

done  le  point  M  appartient  a  Tell  ipse 
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On  peut  regarder  HM  comme  une  regie  d'une  longueur 
egale  ka,  el  sur  laquelle  on  aurait  pris  Ml  =  b,  En  faisant 
mouvoir  la  partie  IH  de  cette  regie  dans  Tangle  XAY',  le 
point  M  decrira  un  quart  de  Tellipse.  On  aurait  de  la  m&me 
mani^re  les  trois  autres  quarts  de  la  courbe. 

Des  foyers  et  des  directrices. 

108.  En  cliereliantla  distance  d'un  point  du  plan  de  Tel- 
lipse  a  un  point  de  cetie  courbe ,  et  en  exprimant  cette  dis- 
tance au  moyen  de  Fabscisse  de  ce  second  point,  on  obtient 
une  expression  dans  laquelle  cette  abscisse  est  engagee  sous 
des  radicaux.  Mais  Texpression  prend  une  forme  ration- 
nelle  tr^s-simple,  lorsqu'on  place  dans  certaines  positions 
le  point  d'ou  Ton  conipte  la  distance.  Proposons-nous  de 
determiner  ces  positions;  alors  la  question  a  resoudre  sera 
la  suivante  : 

L'ellipse  <etant  rapportee  a  son  centre  et  a  ses  axes, 
trouver  les  points  dont  la  distance  a  un  point  quelconque  de 
cette  courbe  est  exprimee  par  une  fonction  rationnelle  de 
Tabscisse  de  ce  dernier  point.  Ces  points  sont  nommes 
foyers  de  I'ellipse. 

Soient  x\y\  les  coordonnees  d'un  point  pris  dans  le  plan 
de  Tellipse  [fig*  72 ) ,  et  or,  y^  celles  d'un  point  quelconque 
de  cette  courbe.  En  designant  par  $  la  distani^e  des  deux 
points ,  on  aura 

Le  second  point  etant  sur  I'ellipse,  on  a,  enlre  x  et  /,  la 

relation 

b    , 

y=  ~  sla-'  —  .T'j 

ce.qui  donne 

/;2(a2__a;M  ,       b    . 
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ou  9  en  ordonuant  par  rapport  a  r, 

a^^b^\  I,        

Comme  $  doit  etre  une  fonclion  rationnelle  de  ^r,  il  faut 
que  5'  en  soit  une ,  ct  cette  condition  devant  etre  rempHe 
independamment  de  toute  valeur  attribuee  a  x,  il  est  indis- 
pensable ,  pour  que  le  radical disparaisse,  que  Ton  aitj^==o. 
On  voit  par  la  qu'un  point  ne  pent  6tre  un  foyer  de  Tellipse 
qu^autant  qu'il  est  situe  sur  le  grand  axe. 

En  supposant  j^=  o ,  on  a 

fa''-  b^\ 

Pour  rendre  rationnelle  la  valeur  de  ^,  il  faut  disposer  de 
Tindetermlnee  a/,  de  maniereque  le  second  membre  soit  un 
carre  parfait.  On  remplit  eette  condition  en  ecrivant 

equation  qui  conduit  a 

Ces  valeurs  ne  sont  reelles  qu^autant  que  a  est  plus  grand 
que  i,  cequi  indiqtie  que  les  abscisses  doivent  6tre  comptees 
sur  le  grand  axe.  S'il  en  est  ainsi ,  on  trojivera  deux  foyers 
situes  sur  le  grand  axe  de  part  et  d'autre  du  centre,  a  une 

distance  de  ce  point  egale  a  so}  —  i'. 

On  conslruit  les  foyers  en  decrivant  du  point  D,  extre- 
mite  du  second  axe ,  comme  centre ,  et  avec  un  rayon  egal  a 
a,  un  arc  de  cercle  rcncontrant  le  premier  axe  aux  points 
F  et  F'. 

On  reconnait  en  ciTct ,  par  cette  construction ,  que 
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On  nomme  excentriciic  de  Fellipse ,  la  distance  de  cha- 
que  foyer  au  centre. 

Determinons ,  maintenant,  les  distances  FM ,  F'M,  des 
foyers  a  un  point  quelconque  de  la  courbe.  Ces  distances 
sont  nommees  rayons  vecteurs. 

Pour  obtenir  FM ,  il  faut  dans  la  demiere  expression  de  5* 

remplacer  x'  par  -h  ^a^  —  i',  et  pour  avoir  F'M,  il  faut 
mettre  —  \/«* —  b*  a  la  place  de  x\  Faisons^  pour  abreger, 
^a*  —  i'  =  c ;  nous  aurons 

FM  =  — ; 2cjr  -h  «% 


■2       c^x^ 


F'i\I  =  -— -  4-  2CX  -+-  a\ 
a* 


Prenant  les  racines  carrees,  il  vient 


FM 


F'M  =  ±:U-f-^y 

On  ne  doit- admcltre  pour  les  longueurs  FM ,  F'M ,  que 
les  valeurs  positives,  Comme  x  est  plus  petit  que  a  pour  les 
different!*  points  de  TcUipse,  et  que  c  est  aussi  plus  petit 
que  a ,  on  prendra  les  valeurs 

ex       _.  ex 

Y}i\  =  a ,      FM=:«4--; 

a  a  _ 

en  ajoutant  ces  valeurs  on  trouve 

FM-hF'M=:2fl. 

Ce  qui  apprend  que,  dans  Vellipscy  la  somme  des  rayons 
"vecteurs  est  constante  et  egale  au  grand  axe, 

109.  Si  Ton  prend  un  point  E  {fig>  72)  exterieur  a  la 
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cburbe,  la  somme  de  ses  distances  aux  dent  foyers  stir- 
passera  le  grand  axe. 

En  eflfel^  si  Ton  m^ne  les  droites  FE,  F'E,  el  si  Ton 
joint  au  foyer  F,  par  la  ligne  MF,  le  point  de  rencontre  de 
Tune  de  ces  droites  avec  la  courbe,  on  aura 

EM4-EF>FM; 

ajoutant  de  part  et  d'autre  F'M ,  on  obtiendrd 

F'E-+-FE>FM-f-F'M, 

et,  comme  FM  -I-  F'M  =  aa,  il  viendra 

F'E4-FR>2fl. 

En  prenatit  un  point  E'  dans  rint^rieur  de  Fellipse^  on  a 

FE'<FM-hME'; 

ajoutant  de  part  et  d*autre  F'E',  on  obtient 

FE'4-rE'<FM-hF'M     ou     FE'4- F'Ii'<2fl. 

II  r^ulte  de  la  que,  suivant  quun  point  est  sur  T ellipse, 
hors  de  V ellipse,  ouinterienr  h  V ellipse ,  la  somme  de  ses 
distances  aux  deux  f&yers  eht  egale  au  grand  axe ,  plus 
grande  ou  moindre  que  cette  ligne.  Les  r^iproques  de 
ces  propositions  sont  faciles  a  demontrer. 

Au  moyen  de  ce  qui  precede ,  on  peut  decrire  une  ellipsci 
par  points  et,  m^me,  d*un  mouvement  continii,  quand  on 
connait  son  grand  axe  BB'  et  ses  foyers  F,  F'. 

On  prend  un  point  quelconque  G  {fig-  72)  entre  les  deux 
foyers;  du  foyer  F,  et  avec  GB',  on  decrit  un  arc  de  cercle; 
du  foyer  F',dvec  GB,  on  decrit  lin  second  arc  qui  doit  ren- 
bontrer  le  premier.  En  supposant  que  J' intersection  soitM , 
ce  dernier  point  doit  appartenir  k  la  courbe ,  puisque 

FM4-F'M  =  2tf. 

II  convient  de  decrire  les  arcs  de  oercle  au^essus  et  au- 

12 


l68  CHAPITRE    WEUVIEME. 

^  — —    ■■  II     M       ■    ■  ■  M    ■  I  ■■»■■■■         11       ^M^M^^B^— I  I  ^i^— ^  ■  I  ■     I      ^■^— ^  ■  ■■  ■■  ■  ■         ^MM^— ^ajM^— ^^1—    ■■■        ■     1^MM^M^«^M^M>«^i.i^^ 

CHAPITRE  NEUVIEME 

DE  L'ELLIPSE. 


104.  On  a  vu  que,  par  une  double  transformation  de 
coordonnees ,  el  en  prenant  des  axes  rectangulaires ,  I'equa- 
tioji  de  I'ellipse  peut  ^tre  ramenee  a  la  forme 

y^ -^  m"^  x^  =z  p. 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  celte  equation  n'est  reelle- 
ment  celle  d'une  ellipse  que  dans  le  cas  ou  p  est  positif. 
Car,  si  p  est  negatif ,  1  equation  est  impossible ,  et  si  p  =  o , 
elle  ne  peut  plus  ^tre  satisfaite  que  par  le  systfeme 

qui  donne  Forigine  des  coordonnees.  Puisque  p  doit  etre 
positif ,  nous  le  remplacerons  par  i',  et  Fequation  de  I'el- 
lipse sera 

Sous  cette  forme,  on  voit :  i*^.  que  I'origine  est  le  centre 
de  la  courbe ,  les  termes  du  premier  degre  n'entrant  pas 
dans  Tequation  5  2°.  que  I'axe  des  x  et  celui  des  j  sont  des 
diam^tres  et  m^me  des  axes  de  la  courbe  \  chaque  valeur  de 
I'une  des  coordonnees  donnant  pour  Fautre  deux  valeurs 
egales  et  de  signes  contraires,  et  ces  m^mes  coordonnees 
etant  rectangulaires. 

Pour  trouver  les  grandeurs  des  axes,  on  fera  successive- 
mentj^=  o ,  j:  =  o,  dans  Tequationde  la  courbe.  Or,j^=o 
dorine 

^^ 
A-  =  3:  — 1 

m 
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et  j:=  o  donuc 

y=±b. 

On  devra  done  prendre  sur  I'axe  des  x  (fig.  69), 

AB  =  AB'  =- ; 
m 

puis ,  sur  I'axe  des  y^ 

AD=Aiyr=6. 

Les  distances  BB',  Diy,  sontles  longueurs  des  axes. 

On  nomme  grand  axe  ou  premier  axe  la  plus  grande  de 
ces  distances,  et  petit  axe  ou  second  axe  la  plus  petite.  Les 
quatre  points  B^  B',  D,  IX,  sont  les  sommets  de  Fellipse. 
Toutefois ,  on  donue  plus  particulierement  ce  nom  aux  ex- 
tremites  du  grand  axe. 

En  faisant 

fr  ...  b 

—  =  fl,     d  OU     m=z^<) 

m  a 

el  en  mettant  celte  valeur  dans  Fequation 

on  obtient 

(i)  /i'j*-f-  h^a^:=^d'h\ 

Comme  le  centre  est  pris  pour  origine ,  et  que  les  axes  de 
la  courbe  sont  les  axes  de  coordonnees,  ou  dit  que  cette 
equation  est  celle  de  V ellipse  rapportee  a  son  centre  et  a  ses 
axes,  C^est,  d'ailleurs,  I'equation  qu'on  emploie  le  plus 
souvent. 

Lorsque  b=a^  Tequation  devient 

qui  represente  un  cercle  dont  le  rayon  est  a.  Le  cercle  est 
done  une  ellipse  dont  les  axes  sont  egaitx. 

105.  Delerminons  la  forme  de  Tellipse,  au  moyen  dc 
IVquation  (i). 
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dessous  du  grand  axe  *,  on  trouve  alors  deux  points  de  la 
courbe ,  on  peut  meme  en  obtenir  quatre  en  portant  sueces- 
sivement  ]a  xn^me  ouverture  de  compas  a  chacun  des  foyers. 
Lorsque  Fellipse  doit  6tre  tres-^grande ,  comnie  dans  le 
eas  ou  Ton  doit  la  tracer  sur  le  terrain ,  on  fixe  aux  denx 
foyers  les  extremit^sd'un  cordeau  dont  la  longueur  est  egale 
au  grand  axe ,  que  I'on  lient  tendu  au  moyen  d'un  piquet ; 
si  Ton  fait  glisser  le  piquet  de  mani^re  que  le  cordeau  soit 
toujours  tendu,  la  courbe  se  trouvera  tracee  quand  ce  piquet 
aura  fail  une  revolution  entiire. 

HO.  On  a  vu  que  dans  I'ellipse  la  somme  des  rayons  vec- 
teurs  menes  a  un  m6me  point  de  la  courbe  est  constante  et 
egale  au  grand  axe.  Cette  propriete  caracterise  relHpse. 
Pour  le  prouver,  nous  allons  chercher  la  courbe  dans  la- 
quelle  la  somme  des  distances  d'un  point  quelconque  a  deux 
points  fixes  est  constante. 

Soient  F,  F'  [fig*  7^)  ^^^  deux  points  fixes,  et  M  un 
point  quelconque  de  la  ligne  demandee;  designons  par  2c  la 
distance  FF',  et  par  2  a  la  somme  constante.  Ensupposant^ 
eomme  nous  Tavons  fait,  que  le  point  M  appartienne  a  la 
courbe,  si  I'on  prolonge  la  perpendiculaire  MP,  d'une  lon- 
gueur PM'=  PM,  les  distances  FM',  F'M',  etant  respecti- 
vement  egales  a  FM,  F'M,  la  somme  FM'-I-  F'M'  sera  egale 
a  aa^  et,  par  suite,  le  point  M'  appartiendra  a  la  courbe. 
Cette  derniere  est  done  symetrique  par  rapport  a  la  droite 
FF'.  On  prouverait  de  la  m^me  maniere  qu'elle  est  syme- 
trique relativement  k  la  perpendiculaire  AY  ^levee  au  mi- 
lieu de  PF'.  Pour  avoir,  alors,  une  equation  plus  simple, 
nous  prendrons  pour  axes  de  coordonnees  les  deux  droites 
FTX  et  AY. 

La  somme  MF'  -|-  MF  devant  ^tre  egale  a  2  a,  on  exprime 
cette  propriete  en  posant 
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Or, 

PF'=jc-hc,     PF=x  — c; 

les  triangles  rectangles  MPF',  MPF,  donnent 

(i)      (a-|-*)»  =  jr'-4-(c4-J:)%     («  — 2)»=7»-4- (c  — «)». 

Eliminons  z  entre  ces  equations.  En  retranchant  la  seconde 
de  la  premiere,  il  vieut 

Laz  =z  Lex y     d'ou     z  =  — • 

a 

m 

Portant  cette  valeur  de  z  dans  uae  des  equations  (i),  dans 
la  premiere  par  exemple ,  on  a 

d'ou  Ton  tire  facilement 

Conime  MF  +  MF'  est  plus  grand  que  FF',  a  est  plus 
grand  que  c,  et  la  difference  a*  —  <?•  est  positive :  T^ua- 
tion  (2)  ne  diff(&re  de  I'^uation 

qu*en  ce  que  b*  est  remplac^  par  a*  —  c* ;  Ics  deux  Equations 
deviendront  identiques  si  Ton  fait  a* —  c*  =  &*. 

L' equation  (2)  repr^sente  done  une  ellipse  dont  le  grand 

axe  est  2a,  et  le  petit  axe  2  ^a*  —  c*. 

111 .  Chaque  foyer  divise  le  grand  axe  en  deux  segments 

egaux  a  (<i  +  ^d* —  6*)»  (a  —  ^d* —  ft*),  dont  le  produit 
est  ft',  carre  de  la  moitie  du  petit  axe.  C'est  au  moyen  de 
cette  propriete  qujipoUonius  a  defini  les  foyers. 

112.  Nous  allons  faire  connaitre  deux  droites  correspon- 
dantes  aux  foyers  de  Tellipse,  et  qui  jouissent  d'une  pro- 
priete remarquable. 

12. 
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Dans  le  sens  FX  [fig*  73)  dcs  abscisses  positives,  pre- 
nons  a  partir  du  centre  A  une  longueur  quelconque  AG  =  dj 
et  menons  la  perpendiculaire  HGK  au  grand  axe. 

La  distance  ML  d'un  point  quelconque  de  1' ellipse  a  cette 

droite  sera  [d — x).  On  sait  que  FM  =  a ;  on  aura 

alors 

MF         «' —  ex         a}  —  ex       c 

ML       a[d  —  x)       cd  —  ex       a 

En  prenant  le  point  G  de  maniire  que  cd:=^ci?^  c'est-a-dire 
en  supposant  la  distance  d  troisieme  proportionnelle  a  c 

et  a,  on  obtient 

MF       c 
ML  "~  «* 

Si  Ton  prend  la  distance  AG'  =  rf=  — »  et  si  Ton  mine 

la  perpendiculaire  H'G^K',  on  obtiendra 

F'  M  «*  -h  ca:  «'  4-  cor        e        e 

ML'        a  (d  -^  x)        cd-^  ex       a        a 

Les  deux  perpendiculaires  HK ,  H'  K',  sonl  ce  qu'on  nomme 
les  directrices  de  I'ellipse. 

Les  proprietes  caracteristiques  de  ces  lignes  peuvent, 
d'apres  ce  qui  precede,  s'enoncer  de  la  mani^re  suivante  : 
Les  distances  de  chaque  point  de  Vellipse  h  Vun  des  foyers 
et  h  la  directrice  voisine  de  ce  foyer,  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  constant  qui  est  celui  de  Vexcentricite  au  demi- 
grand  axe* 

Ce  que  nous  venous  de  dire  conduit  naturellement  au 
problime  suivant : 

Trous^er  une  courbe  telle  ^  que  les  distances  de  chacun 
de  ses  points  h  un  point  et  h  une  droite  donnes,  soient 

entre  elles  dans  le  rapport  constant  —  • 

Soient  F'  et  H'K'  [fig,  73)  le  point  et  la  droite  donnes. 


Du  point  F'  abaissdns  sur  H'K'  la  perpendiculaire  ind^fi* 
nie  G'X,  et  partageons  la  distance  F'G'  en  deux  segments 
F'B',  B'G'  dans  le  rapport  de  mkn.  Le  point  B'  appartien- 
dra  a  la  courbe.  On  pourra ,  sans  que  la  question  perde  de 
sa  g^n^ralite,  supposer 

F'B'=m,     B'G'=«. 

Choisissons  le  point  B'  pour  origine;  elevons  B'Y  perpen- 
diculaire a  B'X,  et  prenons  les  deux  droites  B'Y,  B'X 
pour  axes  de  coordonnees. 

En  d^signant  par  x  ety  les  coordonnees  d'un  point  quel- 
conque  M  de  la  courbe ,  les  distances  de  ce  point  au  point 
F'  et  a  la  droite  H'K',  seront 

MF'  =  v'/'4-(x  — #»)%     ML' =  0:4-/1, 
On  aura ,  d'apris  I'enonce , 

D'ou ,  en  elevant  les  quatre  termes  a  la  seconde  puissance , 
ct  en  efiectuant  les  calcuk , 

«*/*4-(/i' —  //i*)a:' —  2  mn  [n  -^  m)xz=  o. 

On  voit  par  cette  equation ,  qui  est  celle  de  la  ligne  de- 
mand^e ,  que  cette  ligne  sera  une  ellipse ,  ou  une  hyperbole  ^ 
ouuneparabole,  suivant  qu'on  supposera  m<^n,  ou  m^ri^ 
oum  =  w. 

Soit  m<^n.  Cherchons  les  points  ou  la  courbe  rencontre 
i'axe  deso:;  on  sait  qu'on  les  obtient  en  faisant  y=o^ 
Dans  Tequation  de  cette  courbe,  Thypothise  conduit  a 

(/t* —  m^)x^ —  2mw  (/t  -h  /»)  jc  =  o; 

d'ou  Ton  tire 

2  mn 


X  =  o      el     X  := 


n  —  m 


La  premiere  valeur  determine  le  point  ff,  Fautre  repond 
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ipiu  point  B.  Pla^ouft  Torigine  au  milieu  A  de  la  distance  BB'; 

pour  cela  nous  changerons  x  en  a:  H •,  nous  trouv^ 

rons  alors  Tequation 

/j*r  +  (/2'— /»')«'= ^ — ■ — • 


n  —  m 


Puisque  las  coordonnees  sont  rectangulaires ,  cette  equar 
tion  est  celle  d'une  ellipse  rapportee  a  son  oentre  et  a.  ses 
axes.  On  connait  deja  la  longueur  du  demi-axe  AB^  Pour 
obteuir  celle  du  second,  on  supposera,  dans  la  derni^re; 
equation,  x  =  o.  On  trouvera 


y   n  -—  m 


En  desigpant  par  a  et  &  les  deux  demi-axes ,  on  posera 


mn  ,  Jn  -f-  in 

n  —  m  \   n  —  m 


D'apres  ce  qu'on  a  yu  precedemment ,  si  Ton  represeute 
toujours  par  c  la  distance  du  centre  aux  foyers ,  on  doit 
avoir 

Rempla9ant  a  et  &  par  leurs  valeurs  actuelles ,  il  viendr^^ 


^  y  (n  —  my  ri'^m  n  — 

Or,  on  a 


AF'=  AB'-B'F'=  -2!1-  -m  =  -!^ 


n  —  m  n^^m 


Done,  le  point  donne  F'  est  un  foyer  de  la  coUrbe.  On  rei- 
connaitrait  avec la  m^me  facilile que  H'K'  est  une  directrice, 
car  on  a  la  relation 


Dc  la  tangenie  et  de  la  nonnale. 

113.  On  a  deja  vu  que  la  taugeutc  en  un  point  d'une 
courbe  est  la  limite  des  positions  que  prend  une  secante  qui 
tourne  autour  de  ce  point,  de  maniere  qu'un  second  point 
de  rencontre  se  rapprochant  ind^finiment  du  premier^ 
vienne  se  confondre  avec  lui.  Designons  par  x\jr'^  les  coor- 
donnees  du  point  de  contact  M'  (fig-  74)9  ^^  menant  une 
secante  par  ce  point  et  un  second  point  quelconque  M^', 
dont  les  coordonn&s  sont  x^\  y^\  Tequation  de  la  s^ante 
sera  de  la  forme 

X  —  * 

m 

Les  deux  points  M'^,  M",  etant  pris  sur  la  courbe,  leurs 
coordonni^s  doivent  satisfaire  a  son  ^nation  ^  on  a  done 

Eoi  retranchant  la  seconde  cqualioii  de  ]a  premiere,  on 
obtient 

a»  (^"—  7"»)  4-  b'  (jt"  —  x"')  =  o , 
«U 

D'ou  I'on  tire 

11  resulte  de  la  que  la  valeur  du  coefficient  angulaire  de  la 
secante,  calculi  d'apres  la  condition  que  les  points  M^  M'^^ 

se  trouvent  sur  1  ellipse,  est -7-7 -4' 

Si ,  maintenant ,  on  suppose  que  le  point  M^'  se  confonde 
ayec  k  point  M',  en  faisant  x"=a:',  y^'z=3^j\  la  secante 
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devientla  tangente  M'T,  et  le  coefficient  aogulaire  de  cette 
jJernifere  Hgne  a  pour  valeur —,  \  ce  qui  conduit  a 

pour  Tequation  de  la  tangente  au  point  donne  M^ 

En  faisant  disparaitre  le  d^nominateur  a'j^,  Tequation 
^evient 

ou 

o^^y' y-^-  b'^x'  xz=i  a}  b'^y 
puisque 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  n'ayant  qu'une 
valour,  on  en  conclut  qu  on  ne  pent  mener  qu'une  tangente 
a  Pellipse  par  tin  point  pris  sur  la  courbe. 

114.  On  pent  demon trer,  comme  pour  le  cercle,  que  la 
droite  dont  Tequation  est 

a^  y  X -{- b^  jf  jg  z=i  d^b^y 

a  tons  ses  points  hors  de  Tellipse,  a  Texception  du  poii][t 
dont  les  coQrdonnees  sont  x\y'y  en  supposant,  toutefois, 
que 

En  effet  5  si  Ton  re  tranche  de  la  seconde  equatiqu 

le  double  de  la  premiere  ,  c'est-a-dire 

la} y y  -I-  T.b'^ x' X  =z  2a^b^, 
il  vient 
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Ajoutant ,  de  pari  et  d'autre ,  a'  j'*  -+-  A'x',  on  obtient 

On  voit,  par  cette  Equation,  que  pour  tout  point  autre 
que  celui  dont  les  coordonnees  sont  x\y'^  la  quantity 

est  plus  grande  que  zero  \  tous  les  points  de  la  droite 

a  Texceplion  de  celui  qui  a  pour  coordonnees  x',  y\  sont 
done  situ^s  hors  de  Tellipse. 

i15.  En  representant  par  a  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente ,  on  a  la  formule 

Cette  formule  fait  voir  que  si ,  par  le  centre  de  lellipse,  on 
mene  une  droite  M'AN  {Jig'  74)  9  q^i  rencontre  la  courbe 
aux  points  M',  N ,  les  tangentes  en  ces  points  sont  paral- 
I^les  ]  puisque ,  en  passant  du  point  M'  an  point  N,  les  coor- 
donnees ne  font  que  changer  de  signe ,  et  qu'alors  le  coeffi- 

cient  anG'ulaire r-;  reste  le  m^me. 

Au  moyen  de  la  m^me  formule ,  on  reconnait  comment 
la  tangente  s^incline  sur  le  premier  axe  B'B. 

En  effet,  au  point  B,  y '=  o,  a:'=  «,  ce  qui  donne  a  =  00  5 
dansce  cas,  la  tangente  est  perpendiculaire  au  premier  axe. 
En  allant  du  point  B  au  point  D,  x'  diminue  etj^'  augmente  ^ 
par  suite ,  la  valeur  num^rique  de  ot  dcvient  de  plus  en  plus 
petite;  done  Tangle  obtus  forme  par  la  tangente  avec  Taxe 
des  X  est  de  plus  en  plus  grand.  Au  point  D,  ou  Ton  a 

x==o,    y=b, 

la  valeur  de  a  est  iiullc.  La  tangente  en  ce  point  est  paral- 
lele  a  BB'. 
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116.  Lc  point T  [fig.  75),  oula  tangente  mnconlre  l*axe 
des  07,  s'obtient  en  supposanty=  o  dans  I'equaiion  de  la 
droite  •,  on  trouve 


a' 

X       OU       AT  =  —;• 


Cette  valeur,  etant  independante  du  second  axe ,  est  con- 
stante  pour  toutes  les  ellipses ,  qui  out  le  m^me  premier 
axe.  EUe  convient  done  a  la  circonference  decrite  sur  ce 
premier  axe  comme  diametre.  On  deduit  de  cette  propri^te 
un  moyen  geometrique  pour  mener  une  tangente  a  1' ellipse 
en  un  point  M  donne  sur  la  courbe.  II  suffit,  apres  avoir 
prolong^  I'ordonn^e  MP  du  point  de  contact  jusqu'A  sa  ren- 
contre en  N  avec  la  circonference  decrite  sur  le  grand  axe 
comme  diametre ,  de  tracer  la  tangente  NT,  de  la  prolonger 
jusqu'au  point  T  ou  elle  coupe  Faxe  des  x ,  et  de  joindre  ce 
dernier  point  au  point  donne  M,  par  la  droite  MT 

La  m^me  construction  s'appliquerait  au  second  axe,  car 
la  distance  A  t  est  independante  de  a. 

117.  D'apres  la  definition  g^nerale  donn^e  (n^  65,  p.  93), 
la  sous-tangente  est  la  partie  TP  [fig'  76)  de  Taxe  des  r, 
comprise  entre  le  pied  de  Tordonnee  du  point  de  contact  et 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec  ce  meme  axe  des  x. 

Pour  obtenir  cette  distance,  il  faut,  de  AT=:  — ,>  retran- 


a 

cher  AP=  x'\  on  a  alors 

TP  = 


a}  —  x'"" 


X 


Nous  devons  faire  observer  quHl  existe  une  sous-tangente 
relative  a  I'axe  des  y,  et  qui  a  pour  valeur 


r 


La  sous-tangente  TP  est  susceptible  de  croitre  de  zero  a 
Tinfini.  Pour  x^ •=•  dza  elle  est  nuUe,  et  pour  0:'=  o  elle 
jdevient  infinie.  On  en  pent  dire  autant  de  la  sous-tangente 
pelative  a  Taxe  des  y. 


DE    l'eLLIPSE.  187 

i  18.  Joignons  le  ceutre  de  la  courbe  au  point  de  contact 
par  la  droite  AM  (fig.  75),  cette  droite  aura  une  Equation 
de  la  forme 

J  =  a'  X, 

Le  point  M  ayanl  pour  coordonnees  y^  x\  on  doit  avoir 
En  determinant  Tequation  de  la   tangente,   nous  avons 


OL 


tf'r' 


dc  designant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente.  Si  Ton 

mnltiplie  les  deux  valeurs  pr^c^entes  Tune  par  Tautre,  on 

oblient 

b^ 


D^ou  ron  condut  que  le  produit  des  tangenies  « ,  «',  reste  le 
mime,  qudle  que  loit  la  position  du  point  de  contact. 

i19.  On  aura  la  valeur  de  la  tangente  de  Tangle  AMT 
LfiS'  7^)»  foi*>^^  p^r  Ia  tangente  et  la  ligne  men^  du 
centre  au  point  de  contact,  en  rempUfant,  dans  la  for- 
mule 

a— a' 
^  I  -f-  aa' 

a  et  a  par  leurs  valeurs.  En  efiectuant  le  calcul  et  ayant  egard 
a  la  relation 

a' y* -^  b*  jc^^  =:  a^  b\ 
on  trouve 

taoe  AMT  =  —  7-- r-r — -r—r 

En  prenant ,  ce  qui  est  permis ,  les  abscisses  sur  le  grand 
Axe,  on  doit  regarder  a  comme  plus  grand  que  b,  Tant  que 
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ic  point  de  contact  restera,dans  Tangle  des  coordonnees  po- 
sitives, la  valeur  pr^cedente  sera  negative,  et  Tangle  AMT 
sera  obtus.  Les  hypotheses  x'  =  o,  y'  =  o,  rendent  infinie  la 
valeurprecedente;  d'ou  il  resulte  qu'aux  extremites  des  axes 
et  seulement  en  ces  points,  la  tangente  est  perpendiculaire 
a  la  ligne  menee  du  centre  au  point  de  contact.  II  est  facile 
de  voir  ce  qui  arrive  lorsque  les  coordonn&s  x\  y\  on t  des 
signes  contraires. 

120.  Proposons-nous  de  trouver  Tequation  dela  tangente 
menee  parun  point  donne  hors  de  Felllpse.  Designons  par 
x!' ^  y"^  les  coordonnees  de  ce  point ,  et  representons  toujours 
par  .r',  ;^',  celles  du  point  de  contact. 

L 'equation  de  la  tangente  est ,  comme  on  Ta  vu , 

Les  inconnues  du  probleme  sonl  les  coordonnees  x\y\ 
du  point  de  contact.  Pour  les  obtenir,  nous  ferons  remar- 
quer  qu'elles  doivent  satisfaire,  en  m^me  temps,  a  T^ua- 
tion  de  la  tangente  et  a  celle  de  la  courbe  :  ce  qui  conduil, 
pour  les  determiner,  aux  equations 

(i)  a'y"y''^h^x"x'^arh'', 

(2).  a'y'^'^h''x'''=ia'h\ 

Dans  Tequation  (1),  prenons  la  valeur  As.y'  en  fonction  de 
x' ^  et  portons-la  dans  Tequation  (2),  nous  arriverons  a  une 
equation  du  second  degre  en  x^  qui  donnera  deux  valeurs 
pour  cetteinconnue.  Mettant  ces  valeurs  dans  Tequation  (i), 
nous  aurons  les  valeurs  correspondantes  de  7'.  Les  calculs 
efTectues  nous  conduiront  aux  formules 


X 


b^  {«'  r"  ip  x"  sla-"  y"^+b-'x"^—a-'b^ ) 


^  ^  a'/'^-hb^x' 
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Quand  le  point  donne  est  hors  de  la  oourbe ,  an  a 

el ,  par  suite ,  deux  systemes  de  valeurs  r^elles  pour  .r'  et^ '. 
D'ou  Ton  doit  conclure  qu'il  y  a  deux  tangentes. 
Si  le  point  donne  est  sur  la  courbe,  la  quantity 

est  nuUe;  on  n'a  plus  qu^une  solution  x'=^xf^^  y  z=iy'\ 
Done,  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  tangente. 

Enfin.  lorsque  le  point  donne  est  int^rieur,  la  quantite 

est  negative,  les  valeurs  de  x*  et  dey'  sont  imaginaires ,  et, 
par  consequent ,  on  ne  pent  mener  aucune  tangente. 

i2i .  Nous  allons  donner  de  la  tangente  une  equation  in- 
d^pendante  des  coordonn^es  du  point  de  contact ,  et  qui , 
dans  certains  cas,  presente  plus  d*a vantage  que  celle  que 
nous  avons  fait  connaltre. 

L'ellipse  etant  rapport^  a  son  centre  et  a  ses  axes ,  on 
sait  que  Fequation  de  cette  courbe  est 

(1)  fl»/'-4-  A'a:'— fl^^'  =  o. 

Soil  y=  mx-f-/*  I'&juation  d'une  droite  quelconque;  si 
Ton  suppose  que  cette  equation  et  la  pr^cedente  existent  si- 
multan^ment,  et  qu'on  eliminej'  entre  elles,  Fequation  re- 
sultante 

(2)  (a»/»'-h  6»)  jf'-h  la'mnx'^a'  {n^  —  b^)  =  o 

aura  pour  raciues  les  abscisses  des  points  communs  aux 
deux  lignes.  En  supposant  egales  les  deux  racines  de  cette 
demiire  ^nation,  on  exprimera  que  la  droite  devient  tan- 
gente a  la  courbe.  La  condition  d'egalite  des  deux  racines 
est ,  comme  on  sait , 
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On  en  tire 
et,  par  suite, 

En  prenant  le  radical  successivement  avec  le  signe  +,et 
le  signe  — ,  on  aura  les  equations  de  deux  tangentes  paral- 
IMes ,  dont  les  ordonnees  a  rorigine  sont  ^gales  et  de  signes 
contraires. 

Au  moyen  d'un  calcul  semblaUe  a  celui  du  n^  59, 
page  83 ,  on  trouvera ,  en  nommant  x\  y\  les  coordon- 
n^es  du  point  de  contact, 


D'ou  Ton  tire 


n    ^  n 


b'x'  b^ 


En  substituant  ces  valeurs  dans  Tequation  j  =  mx  -I-  /z ,  on 
trouvera 

Ce  qui  est  I'equation  de  la  tangente,  obtenue  n^  113. 

1^.  Cherchons ,  maintenant ,  Tequation  de  la  normale , 
en  supposant  connues  les  coordonnees  du  point  de  contact. 

En  designant  par  x',  y\  ces  coordonnees,  I'equation  de- 
mandee  est  de  la  forme 

Comme  la  normale  doit  ^tre  perpendiculaire  a  la  tangente, 
on  a 

a 

cc  ^tant  le  coefficient  angulaire  de  cette  derniere  ligne.  L'e- 
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quation  de  la  normalc  est  done 

Pour  avoir  le  point  ou  la  normale  rencontre  Faxe  des  x, 
nous  ferons  jr=o  dans  T  equation  precedente ,  ce  qui  don- 
nera(/g.  75) 

«»—  b* 

X  ou  AN  = •  x' . 

En  supposant  que  B'B  repr^enie  toujours  le  grand  axe, 
la  distance  AN  est  de  meme  signe  que  x\  c*est-a-dire  que 
le  point  N  et  le  point  P  sont  toujours  d'un  m^me  c6te  du 
centre. 

L'hypothese  x'=o  donne  AN  =  o,  la  normale  passe 
alors  par  le  centre.  Si  Ton  fait  croitre  x'  depuis  o  jusqu'a  a, 
qui  est  son  maximum,  la  distance  AN  augmentera  de  zero 

•  Si  done  on  prend 


a 


AN'  = 


a'  — ^»  ___(<? +  ^)(fl—^) 


a 


a 


le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  le  grand  axe  ira  en 
se  rapprochant  de  N',  a  mesure  que  le  point  de  contact  se 
rapprochera  du  sommet  B.  De  sorte  que  Ton  pourra  pren- 
dre le  point  de  tangence  assez  voisin  de  B  pour  que  la  dis- 
tance NN' devienne  moindre  que  toute  quantite  donnee. 


La  sous-normale  NP  a  pour  valeur  — ^^  On  Fobtient  en 
prenant  la  valeur  de  (jc'  —  x)  correspondante  aj'^r  o. 

123.  Proposons-nous  de  mener  une  normale  par  un  poin^ 
pris  hors  de  la  courbe. 

Soient  jc",  y ,  les  coordonnee's  du  point  donn^;  en  desi- 
gnant  toujours  par  x\  y\  celles  du  point  de  contact,  Te- 
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quation  de  la  normale  sera 

("^  ^-r'=g;(^--'). 

II  faul  acluellemenl  determiner  x',  /'.  Pour  y  parvenir, 
nous  exprimerons  que  la  normale  passe  par  le  point  donne^ 
et  que  le  point  de  tangence  est  sur  la  courbe ,  ce  qui  con- 
duira  aux  deux  equations  : 

(^^  ^"-•^'=£-'("'~-^'^ 

(2)  a^y^-i-b^x''z=a'b\ 

En  ^liminant  7'  et  remplacant  a* —  b*  par  c*,  on  obtient 

L'equation  (3)  fournira  quatre  valeurs  de  x' ^  etla  substi- 
tution de  ces  valeurs  dans  (1)  determinera  les  valeurs  cor- 
respondantes  de  )^'. 

Pour  cbaque  solution  reelle  des  equations  (i)  et  (3),  l'e- 
quation (a)  donnera  une  normale  passant  par  le  point  x^',  y". 
Le  problfeme  pent  done  admettre  quatre  solutions. 

Le  dernier  terme  de  Tequation  (3)  etant  toujours  negatif, 
a*'  a  au  moins  deux  valeurs  reelles ,  ce  qui  apprend  que  Id 
probleme  admet  au  moins  deux  solutions  reelles. 

Quand  le  point  (x'',  j^')  est  sur  Faxe  desj'^,  j:''  est  nuUe, 
Tequation  (3)  donne  deux  valeurs  de  x'  egales  a  zero,  eel 
qui  determine  deux  normales  passant  par  le  centre;  et, 
selon  que  les  autres  valeurs  de  x'  seront  reelles  ou  imagi- 
naires ,  on  pourra  mener  quatre  ou  deux  normales. 

Lorsque  le  point  (x'\  j'")  est  le  centre ,  on  a 


J?  =  © .     J   =  o ; 


r^uation  (3)  donne 


.r'=:±0,       if'rr^Zfl. 


Lcs  valeurs  correspondanies  dc  t^' dediiites  dc  requation  (i) 
sont 

j'=±by     j'=±:o; 

cc  qui  determine  les  sommets  D,  D',  B,  B'  [fig.  76) ,  de 
Tellipse.  Et,  en  effet,  les  dioites  AD,  AD',  AB,  AB',  sont 
respectivement  perpendicul aires  aux  tangeutes  a  Tellipse, 
menees  par  les  points  D,  D',  B,  B'. 

Pour  resoudre  geometriquement  le  probleme ,  nous  re- 
garderons  x\y\  comme  des  variables  dans  les  equations  (1) 
et  (2).  L'equation  (2)  est  celle  de  Tellipse  donnee,  et  Te- 
quation  (i) ,  qui  pcut^tre.ramenee  a  la  forme 

(4)  c'  j/y  -^  b'/'x'  -^  a'x'y  =:  o, 

represente  une  hyperbole  passant  par  le  centre  de  I'ellipsr , 
qui  est  Torigine  des  coordonnees. 

Comme  cetle  derniere  equation  est  verifiee  par  le  sys- 
teme  x'  =  a/\jr'z=y^^  il  ea  resulte  que  Thyperbole  con- 
tient  le  point  donne. 

La  brancbe  d'hyperbolequi  passe  parle  centre  rencontre 
toujours  Tellipse  en  deux  points.  Quant  a  Tautre  branche, 
elle  peut  couper  Tellipse,  lui  ^tre  tangente ,  ou  n'avoir  au- 
cun  point  commun  avec  elle. 

Dans  le  premier  cas,  le  probl^e  a  quatre  solutions; 
dans  le  second,  trois;  et  dans  le  dernier,  deux  seulement. 

L'hypothese  a/'=:  o,  introduite  dans  I'equation  de  Thy- 
perbole ,  donne 

equation  qu  on  decompose  en  a:'=  o,  j^'= ^1  et  qui 

represente  un  systeme  de  deux  droites ,  dont  Tune  est  Taxe 
des  y,  et  Fautre  une  parallile  a  Taxe  des  x.  La  premiere 
determine  les  points  D  et  D'.  Quant  a  la  seconde ,  elle  pcut 
etresecante,   tangente,  ou  tout  a  fait  exterieure:  dans  \e 

i3 


194  CHAPITRE    NEUVIEME. 

premier  cas ,  elle  fournira  deux  nouvelles  solutions ,  dans 
le  second  une  seule ,  et  enGn ,  dans  le  dernier,  elle  n'en 
donnera  aucune. 

En  faisant  a  la  fois  a/'=  o,  y"  =.  o,  c'est-a-dire  en  pla- 
cant  le  point  donne  au  centre  de  Tellipse,  Tequation  (4) 
se  reduit  a 

c^x'  y  z=  o. 

Cette  derniere  equation  est  verifiee  par  a:'=  o,  ou  j^'  =  o. 
On  trouve ,  alors,  lesdeux  axes  coordonnes  qui  determinent 
les  quatre  Qormales  AB,  AB',  AD,  AD'. 

124.  Nous  allons  faire  connailre  des  relations  remarqua- 
bles  qui  existent  entre  la  direction  de  la  tangente  et  celles 
des  rayons  vecteurs  raenes  au  point  de  contact. 

Soient  MT  [fig,  76)  la  tangente  a  Tellipse ,  et  FM ,  F'M, 
les  rayons  vecteurs  menes  au  point  de  contact.  En  designant 
toujours  parx',  y' ^  les  coordonnees  du  point  de  tangence  M, 
et  en  representant  para'  le  coefficient  angulaire de  FM ,  on 
aura 


a  =:: 


X  —  c 

Quant  au  coefficient  angulaire  de  la  tangente ,  il  est 

b^x' 


a\r' 


Or,  on  a 


tang  FMT  = = '^—^ — ; 

I  —  *^ 


_  —  b'x'^—  a}y'-ir  b'^cx' 

""  a'x' y  —  b'^x' y—  a^cy' 

En  remarquanl  que 

^/'y -f  b'x"=L  a'h^, 


k 
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et-que 

il  vient 

—  fl-'  b^  -f-  b^  ex'         b'  (ex'—  a' )         b' 


tang  FMT  = 


c^x'  y  —  q}  cy'  cy'  {ejf —  a})         cf 


Pour  avoir  la  tangentc  de  Tangle  F'MT,  il  suffit  de  rempla- 
cfir  c  par  —  c,  ce  qui  conduit  a 

b^ 
tang  F  MT  = >• 

cy 

On  voil  par  la  que  les  angles  FMT,  F'MT,  sont  supple 
mentaires.  Mais  F'MT  a  pour  supplement  F'MK;  done 

FMT=  F'MK. 

En  menant  la  normale  MN,  on  reconnait  immediatement 
qu'e//e  divise  en  deux  parties  egales  Fangle  des  rayons 
vecteursy  puisque  les  angles  FMN,  F'MN,  sont  les  com- 
plements des  angles  egaux  FMT,  F'MK. 

On  pourrait  demon trer  directement  Vegalite  des  angles 
FMN ,  F'MN ,  par  un  calcul  semblable  a  celui  qui  precede. 
Cette  egalite  pent  ^tre  encore  etablie  en  demon trant  que  les 
segments  FN,  F'N,  sont  entre  eux  directement  commeles 
rayons  vecteurs  FM,  F'M.  Les  deux  segments  FN,  F'N, 
s'obtiennent  en  chercbant  la  distance  AN  au  moyen  de 
r«quation  de  la  normale. 

125.  Les  propri^les  pr^cedentes fournissent  une  construc- 
tion pour  mener  une  tangente  a  Fellipse  par  un  point 
donne. 

Supposons  d'abord  le  point  donne,  M,  sur  la  courbe 

{fig-  76)- 

On  menera  les  deux  rayons  vecteurs  FM,  F'M 5  on  pro- 
longera  Tun  d'eux ,  F'  M ,  d'une  longueur  MH  egale  a  Tautre 
MF,  et  Ton  joindra  le  point  F  au  point  H  par  la  droite  FH. 
Ep  abaissant  du  point  M  une  perpendiculaire  MT  sur  FH, 

i3. 
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on  aura  la  tangente.  En  effet,  d'apres  celtc  construction, 
le  triangle  FMH  est  isocele,  les  angles  FMG,  HMG ,  sont 
egaux^  de  plus,  HMG  =  F'MK;  done  FMG  =  F'MK, 
done  MT  est  tangente. 

II  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  cette  dernicre  droite  a 
tous  ses  points  hors  de  la  courbe,  except^  le  point  M.  En 
elTet,  si  Ton  prend  sur  cette  droite  un  point  quelconque  T, 
qu'ou  le  joigne  aux  deux  foyers  par  les  lignes  FT,  F'T,  en 
menant  HT  on  aura 

FH<F'T  +  TH,     dou     2tf<F'T-+-FT, 

puisque 

F'H  =  2fl      et     TH  =  FT. 

Done  le  point  T  est  exterieur  a  Fellipse. 

Supposons  maintenant  que  le  point  donne,  T,  soit  exte- 
rieur  a  Tellipse.  Si  le  probleme  etait  resolu,  et  que  MT 
flit  la  tangente ,  en  menant  par  le  foyer  F'  la  lignc 

et  en  joignant  FH,  la  tangente  serait  perpendiculaire  sur  le 

milieu  de  cette  droite,  et  les  distances  TH,  TF,  seraient 

egales.  Le  point  H  est  done  determine  par  la  rencontre  de 

deux  circonferences  decrites,  Tune  du  foyer  F'  avec  un 

rayon  egal  a  2  a ,  Tautre  du  point  donne  T  avec  un  rayon 

egal  a  TF.  Ce  point ,  H ,  eiant  obtenu ,  on  le  joindra  au  foyer 

F,  et  du  point  T  on  abaissera  une  perpendiculaire  sur  la 

ligne  de  jonction  ^  cette  perpendiculaire  sera  la  tangente,  et 

le  point  M ,  ou  elle  rencontre  F'H ,  sera  le  point  de  contact. 

Deux  circonferences  pouvant  se  couper  en  deux  points, 

il  est  possible  que  le  probleme  adraette  deux  solutions  :  c'est 

ce  qui  arrive  quand  le  point  T  est  exterieur  a  I'ellipse. 

En  effet ,  on  a 

F'T<FF'-+-FT, 

et,  a  plus  forte  raison , 

F'T<  2r7  H-FT. 
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On  a  aussi 

F'  T  -h  FT  >  2  /7 ,     (Ml     F'T  >  2  «  ~  FT. 

La  distance  des  centres,  F'T,  est  done  plus  petite  que  la 
somme  et  plus  grande  que  la  dillerence  des  rayons  2  a,  1^. 
Par  consequent^  les  cercles  sc  rcncontrenl  en  deux  points, 
et,  par  suite,  leprobleme  a  deux  solutions. 

Lorsque  le  point,  T,  est  sur  la  courbe,  les  cercles  de- 
crits  se  toucheut  interieurement,  la  distance  des  centres 
etant  egale  a  la  ditlercnce  des  rayons. 

Si  le  point  donne  est  interieur,  on  voit  facilement  que  la 
distance  des  centres  est  moindre  que  la  difference  des 
rayons  5  Tun  des  cercles  est  tout  entier  dans  I'autre,  et  le 
probleme  p'admet  aucune  solution. 

Remarque.  —  Puisque  FG  =  GH  {Jig^  76)  et  que 
AF  =  AF',  la  droite  AG  est  pardllile  a  F'H,  et  en  est  la 
moitie.  Or,  F'H  =  2rt,  done  A(t  =  rt.  II  resulte  de  la  que 
le  lieu  geometriqne  des  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sees  des  fojers  d\ine  elJipse  sur  les  tangcntcs ,  est  une  cir- 
conference  de  ccrcfe  ajant  pour  diainetre  le  grand  axe 
de  la  courbe. 

126.  Si  des  foyers  F,  F'  [fig-  77),  on  abaissedes  perpen- 
diculaires  FG,  F'G',  sur  une  tangente  quelconque  MT,  le 
produit  de  ces  perpendiculaircs  est  egal  an  carre  de  la  moi- 
tie du  second  axe. 

En  effet,  en  menant,  par  le  centre  el  le  foyer  F,  des  paral- 
leles  a  la  tangente  MT,  jusqu  a  la  rencontre  de  F'G'  en  Ij 
et  N,  on  aura 

FG  =  LG'—  LN  =  LG'—  LF', 

rG'=  LG'H-  LF'. 

Faisant  le  produit  de  F(j  par  F'G',  on  obtient 


FG  X  F'G' -  LG'  —  LF'  . 
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Or,  dans  le  triangle  rectangle  LAG',  on  a 


LG'  =  AG'  —  AL  =  fl'—  AL  . 
Le  triangle  F'  AL  donne 

LF''=  AF''— AL*=  c'—  Al', 
d*ou 

FG  X  F'G'=  «»—  c*  =  4». 

Des  diametros. 

127,  Nous  avons  dit  ^xji  onnosraae  diamktre  le  lieu  gea- 
metrique  des  milieux  d'une  suite  de  cordes  paralleles  me- 
nses sous  une  direction  primitive  quelconque.  Appliquons 
le  calcul  a  cette  definition. 

N0U6  supposons  toujours  Tellipse  rapportee  a  son  centre 
et  a  ses  axes.  En  menant  une  corde  quelconque  MN  (fig-  78) ,. 
son  equation  sera 

Si  Ton  combine  cette  equation  avec  celle  de  Tellipse 

fes  valeurs  de  x  et  de  j^  seront  les  coordonnees  des  points 
communs  aux  deux  lignes.  L'elimination  de  y  entre  les 
deux  Equations  donne 

Equation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  extremites 
M  et  N  de  la  corde.  L'abscisse  de  son  milieu  est 

.       (i)  ^=- 


En  porlant  cetle  valeur  dans  Pequation  de  la  corde ,  on 
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Irouve  pour  rordoiiiicc  correspondaiile , 


(^)  X 


6»-|-  rt'^' 


Si  Ton  prcnait  unc  scconde  cordc  parallele  a  MN,  sou 
equation  ne  differerait  de  la  premiere  que  par  Fordonnee  a 
Forigine',  d'ou  il  resulle  qu^cn  eliminaut  S  entre  les  equa- 
tions (])  et  (2),  on  aura  une  relation  qui  conviendra  aux 
coordonnees  des  milieux  de  toutes  les  cordcs.  L'elimination 
s^eiTectue  en  divisant  Tequation  (2)  par  (i);  le  resultat 
est 

Cette  derniere  equation  est  done  celle  du  cliainctre  rcla- 
tif  aux  cordes  dont  le  coefficient  angulaire  est  d^  ce  coeffi- 
cient 3  etant  d'ailleurs  quelconque. 

On  conclut  de  Tequation  (3)  que  les  diametres  de  Vel" 
lipse  sont  des  lignes  droites  qui  passent  par  le  centre. 

R^ciproqucment ,  toute  droite  menee  par  le  centre  est  un 
diam&tre,  puisqu'en  faisant  passer  c^  par  tous  les  ^tats  de 
grandeur,  le  coefficient  dex,  dans  Tequation  du  diam^tre, 
prend  toutes  les  valeurs  possibles ,  positives  ou  negatives. 

128.  II  existe  une  relation  remarquable  entre  la  direc- 
tion d'un  diametre  et  celle  des  cordes  qu'il  divise  en  par- 
lies egales.  Designons  toujours  par  y  =  cJor-f-  6  Tequation 
d'une  corde  quelconque,  ct  supposons  que  y=d^x  soil 
celle  du  diametre  correspondant^  on  a,  dans  ce  cas, 


b' 

•J'  = 

1 

a'^ 

d'ou 

Ton 

tiro 

(4^ 

$$'  = 

b' 
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relation  qui  fait  connaitre  une  des  taugentes  J  ou  5',   an 
moyen  de  Tautre. 

On  pent  deduire  plusieurs  consequences  de  celte  rela- 
tion : 

1^.  Si  par  Fextremile  L  {fig-  78)  d'un  diamelre  on  mene 
une  tangente,  LT,  a  la  courbe,  et  qu'on  nomme  a  la  tan- 
gen  te  de  Tangle  LTX,  on  aura  (n*^  HS^  page  187) 


Done 

Par  consequent,  les  cordes  quun  diametre  divise  en  par- 
ties  egales  sont  paralleles  h  la  tangente  menee  par  Vex- 
tremhe  de  ce  diametre. 

2^.  Le  produit  d6'  etant  constant  et  egal  a ^>   ne 

pent  pas  devenir  egal  a  — i,  si  ce  n'est  dans  le  cercle  ou 
b  =  a,  Les  axes  actuels  des  coordonnees  sont  done  les  seals 
axes  de  la  courbe,  puisqu'ils  sont  les  seuls  diametres  per- 
pendiculaires  aux  cordes  correspondantes. 

3^.   En  men  ant  un  second  diametre  ayant  pour  equation 

les  cordes  que  ce  diametre  coupe  en  parties  egales  seront 
paralleles  au  premier.  En  effet ,  si  Ton  represente  par 

Tequation  generale  de  ces  cordes ,  on  doit  avoir 

par  suite , 

§§' =§§'',     d'oii    §'=S\ 

1[1  resulte  de  la  que  deux  diametres  dont  les  equations  sont 
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et  pour  lesquels  on  a  la  relation  (4) ,  sont  ids  que  chacun 
d'eux  divise  en  parties  egales  les  coitles  paralliles  a  Taulre. 
A  cause  de  celte  propriete,  on  les  nomme  diamclres  con^ 
j  agues. 

Des  cordcs  supplementaires . 

129.  On  nomme  cordes  supplcmentaires^  deux  droites 
menses  dcs  extremites  d'un  diametrc  quelconque  a  un  m6me 
point  de  la  courbe.  D'apris  cctte  definition,  MN,  MN' 
(fig'  78)  sont  des  cordes  supplemental  res.  Ces  cordes  jouis- 
sent  de  plusieurs  proprictes  remarquables  que  nous  allons 
faire  connaitre. 

En  designant  par  x\  y\  les  coordonnees  du  point  N, 
cellesdu  point  N'  seront  — x\  — y* \  et  si,  en  outre,  on 
represente  les  coordonnees  du  point  M  par  x,  y^  les  equa- 
tions des  cordes  MN,  MJN',  seront  respectivement 

'/,  y',  eiant  les  tangentes  trigonometriques  des  angles  for- 
mes par  ces  droites  avec  I'axe  des  x. 
Des  equations  (i)  et  (^2)  on  tire 


d'ou 


X'  —  X 


Or,  les  points  M,  N,  appartenanl  a  Teliipse,  on  a,  entrc 
leurs  coordonnees ,  les  relations 

a'y-\-  b^x^  =  a''b%     a-y'^-h  b*  x'' z=  a' b^ ; 
d'ou 
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et,  par  suite, 

Done, 

(3) 

77 

II  resulte  de  la  que  le  proclm't  des  tangcntes  des  angles 
formes  par  deux  cordes  supplementaires  av^ec  Vaxe  des 

abscisses,  est  egal  a  la  quantile  constante -' 

Reciproquement,  si  la  condition  (3)  est  remplie  par 
deux  cordes  qui  passent  aux  extremites  d'un  diamitre ,  on 
par  deux  cordes  menees  par  un  meme  point  de  la  courbe  : 
ces  cordes  seront  supplementaires. 

1°.  Supposons  qu'elles  passent  par  les  extremites  N,  N', 
d'un  diametre.  Soit  G  leur  point  de  rencontre.  En  joignant 
]N'  au  point  M,  oii  NG  coupe  la  courbe,  on  aura 

tang  MHX .  tang  MH'  X  = [• 

Or,  par  hypothese,  on  a 

rang  MHX .  tang  GH"  X  = 

a' 

Done 

tang  MH^  X  =  tang  GH"  X ; 

done  N'G  et  N'M  se  confondent. 

2^.  Supposons  qu*on  ait 

b' 
tang  MHX.  tang  MH'X  = ; 

les  points  N  et  N'  seront  sur  un  meme  diametre. 

En  etlet,  si  AN'  n'est  pas  le  prolongement  de  AN,  soit 
AN'^ce  prolongement;  on  devra  avoir 

b' 
rang  MHX .  tang  MRX  — -: 


DE    l'eLLIHSE.  2o3 

tl'ou 

tangMH'X  =  tangMKX. 

Ce  qui  apprend  que  AN''  se  confoud  avec  AN'. 

II  resulte  de  ce  qui  precede  que  : 

Si  Von  a  deux  carries  supplementaires  reiatiues  a  un 
premier  r/iamelre  qiielconqtie ,  les  paralleles  a  ces  cordes 
menees  par  les  ex tren tires  d*un  second  diametre  sont  aussi 
supplementaires  par  rapport  a  cet  autre  diametre, 

130.  En  repr^sentant  par  a  et  a'  les  tangentes  des  angles 
formes  avec  Taxe  BB'  {Jig,  79),  par  la  tangente  MT,  et  le 
diametre  MM',  on  a  trouve  (n"  118) 


aa'  —•;  —  — 


Et  comme  (n*^  129)  yy'= -^  il  en  resulle 


aa  —  '^  -^ 


=  77 
Done ,  si  «'=  7',  on  a 

a  =7, 

c'est-a-dire  que  si  Ton  infene  un  diametre  MM'  au  point 
de  contact,  en  tlrant,  par  Texlremite  d\in  diametre  quel- 
conque,  la  cordeB'H  parallelc  a  MM',  la  corde  supple- 
mental re  BH  sera  parallele  a  la  tangente. 

11  est  facile ,  d'apres  cette  proposition,  de  mener  a  I'el- 
lipse  une  tangente  en  un  point  donne  sur  la  courbe,  oupa- 
rallfeleraent  a  une  droile  donnee. 

Dans  le  premier  cas ,  on  joindra  le  point  M  de  contact 
au  centre  ^  par  Textremile  B'  d'un  diametre  BB',  on  menera 
la  corde  B'H  parallelc  a  AM;  en  joignant  BH,  il  suffira 
de  conduire  par  le  point  donne  M  une  parallele  a  cette 
seconde  corde. 

Dans  le  second  cas,  par  le  point  B  on  menera  BH  pa- 
rallele a  la  droile  donnee,  on  joindra  B'H,  vi  en  tirant  \c 
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diametre  MM'  parallele  a  B'H,  les  exlreinites  M,  M',  de 
ce  diamelre  seront  deux  points  qui  repondront  a  la  ques- 
tion. II  suiBra  do  inener  par  ces  points  dcs  paralleles  a  la 
droite  donnee. 

131.  Quand  deux  diametres  ayant  pour  equations 

sontconjugues,  on  a  entre  cJ,  c5',  la  meme  relation  qu'enlrc 
y,  y'  (n^^  128  et  129).  Done,  deux  diametres  paralleles  a 
deux  cordes  supplement  aires  sout  toujours  conjugues,  Re- 
ciproquenient,  deux  diametres  conjugues  sont  toujours 
paralleles  a  deux  cordes  sup  pi ement  aires , 

11  est  facile,  d'apres  cela,  de  conslruire  deux  diametres 
conjugues  qui  forment  entre  eux  un  angle  donne,  quaud 
Tellipse  est  tracee  et  que  le  centre  de  la  courbe  est  connu. 

On  tire  un  diametre  quelconque  BAB'  [fig-  79)  sur  le- 
quel  on  decrit  un  segment  BHB'  capable  de  Tangle  donn^, 
et  par  le  point  H  oii  le  cercle  coupe  Tellipse ,  on  mene  les 
cordes  supplementaires  HB,  HB'.  En  couduisant  par  le 
centre,  des  paralleles  ?5N',  MM',  a  ces  cordes,  on  aura demx 
diametres  conjugues  qui  repondront  a  la  question. 

Le  cercle  decrit  coupe  I'ellipse  en  un  second  point  H' 
qui  determine  une  seconde  solution  du  probleme. 

132.  Dans  I'ellipse,  les  angles  des  cordes  supplemen- 
taires, et,  par  suite,  les  angles  des  diametres  conjugues 
sont  renfermes  eutre  certaincs  limites  que  nous  allons  faire 
connaitre. 

Nous  supposerons ,  ce  qui  est  permis,  que  les  cordes  soicnt 
menees  par  les  extremites  du  grand  axe  BB'  {fig'  79)' 

Soient  BH,  B'H,  deux  cordes  supplementaires  quel- 
f'onqucs.  En  nomraant  j^  x  ^  les  coordonnees  du  point  H^ 
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on  aura 


tang  HBX  =  — ^^     et      tang  HB'  X  ~  —^1— ; 
"  X  —  a  .r  -H  <7 

par  suite , 


tang  B'  HB  = ^ 


I  -r 


JT^ —  a' 


Le  point  H  etant  sur  la  courbe,  on  doit  avoir 
On  lire  de  cette  equation 


ce  qui  donne 

(1)  tangB'HBrr-        "^"^ 


Puisque  BB'  est  le  grand  axe,  si  Ton  suppose  le  point  H, 
comme  nous  Tavons  fait,  situ6  au^dessus  de  cet  axe,  la 
valeur  precedente  sera  negative,  c'est-a-dire  que  Tangle 
BHB'  est  obtus. 

Cette  valeur  prise,  abstraction  faitede  son  signe,  atteint 
son  minimum  quand  j-=i-,  dans  ce  cas,  le  sommet  de 
Fanglc  est  place  a  Textremite  D  du  second  axe ,  et  les  cordes 
supplemeutaires  sont  BD,  B'D.  L'angle  obtus  BDB'  est 
done  le  plus  grand,  et  son  supplement  BDK  le  plus  petit 
angle  que  puissent  faire  deux  cordes  supplemeutaires.  Pour 
Tangle  maximum ,  on  a 

tangBDB'=-j^;^. 

On  voit  facilemenl  que  Tangle  minimum  des  cordes  sup- 
plemeutaires de  Tellipse  est  egal  a  DBD'. 

De  part  et  d' autre  du  petit  axe  DD',  il  y  a  toujours  deux 
points  H,  H',  pour  lesquels  y  a  la  meme  valeur.  II  y  a  done 
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deux  points  pour  lesquels  les  angles  BHB',  BH'  B',  sonl 
egaux.  D'ailleurs,  au-dessus  de  BB'  il  n'existe  que  deux 
points  qui  aient  la  m^ine  ordonnee^  done,  on  ne  peut 
avoir  que  deux  systemes  de  cordes  supplemental  res  for- 
mant  entre  elles  uii  angle  donne,  11  en  est  de  meme  des 
diametres  conjugues. 

Ces  deux  systemes  de  diametres  conjugues  se  reduisent 
a  un  seul  :  i^.  lorsque  les  diametres  sont  paralleles  aux 
cordes  BD,  B'  D  5  2°.  lorsqu'ils  sont  les  axes  de  la  courbe. 

II  resulte  de  ce  qui  a  ete  dit,  qu'il  n'existe  pasde  dia* 
metres  conjugues  formant  entre  eux  un  angle  plus  grand 
que  BDB',  ou  moindre  que  DBD'. 

1 33.  Puisque  les  axes  de  I'ellipse  ne  sont  autre  chose  que 
des  diametres  conjugues  reclangulaires ,  on  les  construira, 
<juand  on  connaitra  le  centre  de  la  courbe,  en  decrivant 
une  circonference  {Jig-  80)  sur  un  diametre  quelconque, 
en  joignant  aux  extremites  de  ce  diamitre  un  des  points  de 
rencontre  de  la  circonference  avec  Tellipse ,  et  en  menant 
par  le  centre  des  paralleles  aux  cordes  ainsi  obtenues. 

D'apres  la  symetrie  de  I'ellipse  par  rapport  aux  axes,  la 
circonference  decrite  du  point  A  comme  centre,  avec  un 
rayon  quelconque  AC,  doit  couper  la  courbe  en  quatre 
points  places  deux  a  deux  symetriquement  par  rapport  a 
<iliacun  des  axes,  et,  par  suite ,  la  figure  HCH'  C  doit  fetre 
un  rectangle  dont  les  c6tes  sont  paralleles  aux  axes.  On 
obtiendra  done  les  axes  en  menant,  par  le  centre,  des  pa- 
ralleles aux  cotes  du  rectangle. 

Dans  les  constructions  precedentes,  nous  avons  suppose 
tjonnu  le  centre  de  Fellipse^  ce  point  est  facile  a  determi- 
ner quand  la  courbe  est  iracee  :  il  sufEt,  en  eifet,  de  mener 
deux  cordes  paralleles  GK,  G'K',  de  joindre  leurs  milieux 
M ,  M',  par  une  droite  CC  qu'on  termine  a  la  courbe ,  et  de 
prendre  le  milieu  A  de  cette  droite. 
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La  ligne  CC  est  uii  diam^tre,  puisqu'ellc  divisc  deux 
cordes  paralleles  en  deux  parlies  egalcs^  on  sail  d'ailleurs 
que  tous  les  diametres  passent  par  le  ceiilie,  et  y  sont  di- 
vises  en  deux  parties  egales. 

Ellipse  rapportee  a  ses  diametres  conjugues, 

134.  Nous  avons  employe  jusqu'a  present  Tequation 

(i)  fl'j'4-^'x'=:a»6% 

qui  est  celle  de  I'ellipse  rapportee  a  son  centre  et  a  ses  axes. 
Si ,  en  rapportant  cette  courbe  a  des  axes  obliques ,  son 
equation  conserve  cette  forme,  c*est-a-dire  ne  renferme 
que  les  Carres  des  variables  et  un  terme  independant ,  ces 
nouveaux  axes  seront  des  diametres  conjugues,  puisque 
chaque  valeur  de  Tune  des  coordonnees  donnera  pour  Tautre 
deux  valeurs  egales  et  de  signes  conlraires.  On  voit  par  la 
qu^on  passera  de  Tequation  (i)  a  Tequation  aux  diametres 
conjugues,  en  cherchant  les  systemes  d*axcs  pour  lesquels 
Fequation  conserve  la  forme 

Prenons  done  les  formules  qui  servent  a  passer  d'uu  sys- 
teme  d'axes  rectangulaires  a  un  syst&me  d*axcs  obliques 
de  meme  origine.  Ces  formules  sont  (n**  76 ,  page  io8) 

X  z=z  X*  COS  a  -h  J '  cos  a', 
y  -=.  X*  %\x\  OL -^  y'  sin  a'. 

Subslituant  ces  valeurs  dans  Tequation  (i) ,  on  obtient 

x"'=.d'b\ 

-H  2  ^'  cos  a  cos  a'  I         H-  i^  ^os'  a 

Pour  que  Tequation  (2)  prenne  la  forme  (i) ,  il  faut  et  il 
suifit  que  les  indeterminees  at  et  a'  satisfassent  a  la  condition 

( 3 )  a^  sin  a  sin  a'  -h  ^'  cos  a  cos  a'  =  o. 


(2)   . 

'-+-*' cos' a' 


a'sin'a'   y^-f- 2fl'sinasina'    x'/'-h^'sin'a 


2o8  CIIAPITRE    MEUVIEME. 

L' equation  (3)  admel  uiic  infinite  de  solutions  reollcs,  car 
^n  divisant  tons  les  termes  par  cos  a  cos  a',  on  trouve 

(4)  .    tanga.tanga  =  — ~; 

una  tangente  pouvant  passer  par  tous  les  etats  dc  grandeur 
depuis  Tinfini  negatif  jusqu'a  Tinfini  positif,  il  en  resulte 
que  pour  chaque  valeur  arbitraire  de  tang  a,  Tequation  (4) 
donne  une  valeur  reelle  correspondaute  pour  tang  a'.  Au 
moyen  de  tang  a,  tang  a',  on  trouve  sin  a  ,  cos  a,  sin  a', 
cos  a'.  Ce  qui  permet  de  calculer  les  coeflScients  des  carres 
des  variables.  L'equation  est  ainsi  ramenee  a  la  forme  de- 
mand^e 

(5)  Aj''-|-Bx''=rt'6\ 

On  voit,  par  ce  qui  precede,  que  I'ellipse  a  une  infinite  de 
systemes  de  diametres  conjugues. 

135.  Quand  on  considere  Tequation  de  I'eUipse 

ia  el  2.b  sont  les  grandeurs  des  axes  de  la  courbe ;  desi- 
gnons,  par  analogic,  par  2  a'  et  2  i'  les  longueurs  de  deux 
diametres  conjugues  quelconques ',  nous  trouverons ,  en  fai- 
sant  successivement  j'=  o,  a:'=  o,  dans  Tequation  (5) , 


B  a' sin' a -h  6^  cos' a 


«"=  -;r-  =  -r-^-i iz r-9 


A  rt'  sin'  a!  -H  b^  cos'  a' 


Remplacant  A  et  B  par  leurs  valeurs  -77^?  — ^5  Tequa- 
tion  (5)  devient 
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L'cquation  (4)  etant  eel  I  e  qui  lie  entre  elles  les  direc- 
tions de  deux  cordes  supplemental  res,  il  en  resulte  que 
deux  diamhtres  conjugues  sont  toujours  paralle/es  a  deux 
cordes  supplementaires ;  et  reciproquement,  que  deuxdia- 
metres  parall^les  a  deux  cordes  supplementaires  sont  cort' 
fugues^ 

L^equation  (3)  est  satisfaite  par  les  systemes  dc  valeuts 

sin  a  =  o ,     cos  oc'  =  o ,     et     sill  a'  =  o ,     cos  a  =  o ; 

or,  dans  ces  deux  hypotheses,  on  trouve  les  axes  dc  la 
courbe-,  il  en  devait  ^tre  ainsi,  puisquc  les  axes  sont  des 
diam^tres  conjugues.  On  sait,  de  plus ,  que  ce  sont  les  seuls 
diamitres  conjugues  rectangulaires;  on  pent,  de  nouveau, 
s^en  assurer  comme  il  suit  : 
En  posant  a'  —  a  =  90**,  on  a 

sin  a'=sin  (90" -h  a)  =  sin (90*^ —  a)  =  cosoe, 

cosa'=  cos  (90** -h  a)  =  —  cos  (90° —  «)  =  —  sin  a. 

Ges  valcurs  etant  portees  dans  Fequation  (3)  donnent 

[a*  —  b^)  sin  a  cos  a  =  o. 

Comme  a  est  different  dc  h^  on  ne  pent  satifaire  a  rotle 
derniere  equation  qu'en  faisani 

sin  a  =:  o ,     ou     cos  a  =  o ; 

hypotheses  qui  font  retrouver  les  deux  axes  de  rdlipse. 

136.  Examinons  s'il  existe  dans  Tellipse  des  diametre^ 
conjugues  egaux.  Pour  cela ,  egalons  les  valcurs  de  a^^  et 
b^^  •,  nous  aurons 

a^  sin'  a  -H  £>'  cos'  a  =  a'  sin'  a'  -h  6^  cos'  a'. 

Remplacant  cos*  «  par  i  —  sin*  oc ,  et  cos*  a'  par  i  —  sin*  a', 
jcette  equation  devient 

(il' —  b')  (sin' a  —  sin' a')  =  o; 

>4 
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d'ou 

sin^  a  =  sin'  a! ,     cos»  a  =  eos'  a',     tang'  a  =  Ung*  a'- 

Cette  derniere  egalite  conduit  a 

tang  a'  =  db  tang  a. 

Mais  requation  (4)  exige  que  tang  a  ct  tang  a'  soient  de 
signes  contraires  ^  on  doit  done  prendre 

tang  Of'  =  —  tang  a. 
Dans  ce  cas,  Tequalion  (4)  donne 

tang'  a  =3  —  •      d'oii       tang  a  =  ±  — 

Le  signe  superieur  repond  a  I'un  des  diametres ,  et  le  signe 
inferieur  a  son  conjugue. 

Si  Ton  mene  les  cordes  BD,  B'D  [fig,  79),  on  aura 

b                                  b 
tang  DB'  X  =  -  ?       tang  DBX  = 

II  faut  done  mener  des  diametres  paralleles  a  ccs  cordes 
pour  avoir  les  diametres  conjugues  egaux. 

L'equalion  de  I'ellipse  rapportee  a  ce  systeme  de  dia- 
metres  est 

Cette  equation  est  analogue  a  celle  du  cercle ,  rapporte  a 
deux  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre. 

Nous  allons  demontrer  deux  theoremes  remarquables, 
relatifs  aux  diametres  conjugues  de  Tellipse. 

137.  TniiiOREME  I. —  Dans  V ellipse,  le parallelogramme 
construit  sur  deiix  diametres  conjugues  est  equii^alent  an 
rectangle  construit  sur  les  axes. 

On  a  trouve  precedemment  (n°  135) 

irb'  ,,  ab' 


I         ■■         ■■■■     ■         ■         M.—  M-— —     ■■  ■         ■■WP*  ^  jy  „  ■         ■■■»  ■       ■■Mil  ■■■■■»»  ■■  I  ■■ 

fl'  sin'  a  -+-  ^'  cos^  a  ci^  sin'  a'  -f-  b^  cos'  a! 
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ch  multipliant  Ics  valcurs  dc  a'*  et  />'*  Tunc  par  rautrb, 
il  vient 

^>b"= ■ '^^^^ L^ 

fl*  sin' a  sih*  a'-t- ft*  cos' a  cos*  «'4- a^  ^' (sin'a' cos' a-f-sin' a  cos' a' ) 
Mais ;  entre  a  et  a'  on  a 

a'  sin  a  sin  4'  -H  ft'  cos  a  cos  a'  =  o ; 

en  elevanl  au  carr^,  on  en  d^uit 

o*  sin' «  sin'  a'  +  ft*  cos'  a  cos'  a'=:  —  ia}b^  sin  a  sin  a'  cos  a  Cos  a'. 

Portant  cetle  valeur  dans  Ic  produit  a^  h'^^  on  trouve 

€t     b     z= 

«'  ft '  (  sin'  a'  cos'  a  -+-  sin'  a  cos'  a' —  t?.  sin  a  sin  a'  cos  a  cos  a' ) 

a'  ft'  rt'  ft' 


{ sin  a'  cos  a  —  sin  a  cos  a' )'        sin'  (a'  —  a ) 
On  condut  de  la 

/i'  ft'  sin  (a' —  a)  =  ah. 

L'angle  (a' — a)  est  celui  que  font  enlre  cux  Irs  dia- 
metres  conjugues^  Par  consequent,  «'i'  sin  (a' —  a)  est  la 
surface  du  parallelogrammeconstruit  sur  les  demi-diametres 
conjugues;  done  cetle  surface  est  conslante  ct  egale  au 
rectangle  ab  des  dcmi-axes.  Ce  qui  demontre  le  theor^nie 
enonce. 

Theorems  IL  —  Dans  rel/ipsc ,  la  sonime  des  carrcs  de 
deiiX  diametres  conjugues  est  const  ante  et  egale  a  la 
sonime  des  cartas  des  deux  axes. 

En  reprenant  les  equations 


(a) 
(3) 

a' 

sin  a  sin  a'  +  ft'  cos  a  cos  a  —  o , 

a' sin^a -f- ft'cos^a' 

a'  ft  ^ 

ft    —                                         J 

"         fl'  sin'  a'  +  ft'  cos'  a'  ' 
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on  devra  ^limincr  entre  elJes  les  angles  a  et  a'.  Pour  fafre 
eelle  elimination,  on  porte  d'abord-  dans  T^quation  (2)  les 
valeurs  de  co5'  «  el  de  sin'  a ,  tirees  successivenient  de  la  re- 
lation 

sin^  a  4-  cos'  a  =  I  , 
et  Ton  a 

Sm'^a  =   ■    .     ■     , r-r9         cos' a  =   -7^- r— '. 

Comme  an  passe  de  Fequation  (2)  a  Tequation  (3)  en 
changeant  a'  en  &',  el  a  en  a',  on  pourra  deduire  sin*  a.'  et 
cos*  a'  des  valeurs  precedenles ,  en  y  changeant  a'  en  b' ;  on 
obtient  dc  cette  maniere 

Si  Ton  prend  maintenant  Tequation  (i),  qu'on  trans- 
porte  le  second  terme  dans  I'autre  mcmbre ,  ct  qu'on  eleve 
au  carrC)  on  trouve 

fl*  sin'  a  sin'  a'  =  A*  cos'  a  cos'  a'. 

Remplagant  les  lignes  tngonomelriques  par  leurs  valeurs , 
etfaisanlles  simplifications  qui  se  presentent  d'elles-m^raeSy 
on  a  successivement : 

(rt=—  a")  («'—  b'^)  z=  (fl"—  b')  (^"—  b'}, 
a''--n'a'^'^a''b''=  ^  a'' b'-— b'' b^-h  b\ 
a*—  b*=a"{a^—b')-^  ft"(rt'—  b'), 
a'-^b^=za''-h  b'\ 

Ce  qu'il  fallait  demontrer. 

Premiere  rcmarque.  —  Le  parallelogrammc  ADGC 
{fig.  81)  construit  sur  deux  demi-diametres  non  conjugues 
est  plus  petit  que  le  rectangle  ab  des  demi-axes. 

Pour  le  demontrer,  menons  le  demi-diametre  AD'  con- 
jugue  dc  AD,   et  ibrmons  le  parallelogrammc  ADHD'.  Ce 
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parallelogramme  et  le  precedent  ont  une  base  commune  AD; 
et  si  Ton  pix)Ionge  le  cote  CG  parallele  a  AD  (et  par  cons^« 
quent  a  D'H) ,  le  point  M  sera  le  milieu  de  la  corde  CC 
Or,  les  hauteurs  des  deux  parallelogrammes  sont  MK  pour 
le  premier,  et  D'K'  pour  le  second;  MK  etant  evidemmenl 
plus  petit  que  D'K',  il  en  resulte  que  le  parallelogramme 
ADGC,  forme  sur  deux  demi-diamAtres  quelconques ,  est 
moindre  qne  le  parallelogramme  construit  sur  les  demi*^ 
diametres  conjugues )  et  par  consequent  moindre  que  ab. 

La  reciproque  du  premier  theoreme  (n**  137)  est  une  con- 
sequence de  ce  que  nous  venous  de  demontrer. 

En  efTet,  supposons  que  le  parallelogramme  forme  sur 
deuxdemi-diametres  soit  egal  kab^il  faudra  necessaircmcut 
que  ces  diametres  soient  conjugues,  car  s'ils  ne  I'etaient 
pas,  le  parallelogramme  devrait  ^tre  moindre  que  ab. 

La  reciproque  du  theoreme  II  n^est  pas  vraie.  La  somme 
des  Carres  de  deux  diametres  pent  ^tre  egale  a  la  somme  des 
carres  des  axes,  sans  que  ces  diametres  soient  conjugues. 

En  effet,  supposons  que  AC,  AC  {Jig.  82),  soient  des 
diametres  conjugues;  on  aura 


*AcV  Ac'=fl*-h6'. 


Abaissonsdu  point  C  une  perpeudiculaire  C'OH  sur  le 
petit  axe  AD.  Le  demi^iamitre  AH  sera  egal  k  AC;  il  en 
resultera 

et  il  est  visible  que  AC  et  AH  ne  sont  pas  deux  demi-dia- 
metres  conjugues. 

Deuxieme  remarque,  — Soient  AC,  AC  {fig*  83),  deux 
demi-diam^tres  conjugues  quelconques.  La  somme  des  car- 
res  des  abscisses  des  extremites  de  ces  diametres  est  egale 
a  a*,  et  la  somme  des  carres  des  ordonnees  des  m^mes 
points  est  egale  a  i*. 
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Nommons  x\  y\  les  coordonnecs  du  poiul  C,  et  .r",  /", 

celles  du  point  C ;  designons  par  or.^ot',  les  tangenles  de? 

angles  CAX,  C'AX, 

On  aura 

y'z^oLXy     et     y   ==.  OL  X  '^ 

de  plus, 

Remplagant  dans  cette  derniere  equation  y'  par  a  x'^  il  vient 

On  trouyera  do  meme 

(2)  («'a'^+  b')x"'=a'b\ 

m 

On  a  d'ailleurs 

(3)  oca'^--^. 

Pour  irouver  la  relation  enoncee,  il  faut  ehminera^  cl\ 
entre  ces  irois  dernieres  equations. 

A  cet  effet,  on  tirera  de  Tequation  (3) 

b'^ 


Oi''=Z 


a^(9? 


Portant  cette  valeur  dans  Tequation  (2*),  et  simplifiaut,  il 

viendra 

[a^at?-{-b^)x"^=za'7-^\ 

on  a  deja 

[a''a.^^b^)x"'=:a}b''\     ■ 

ajoutant  ces  deux  equations  membre  a  membre,  onoblient 
d'ou 

3i  Ton  additionne  membre  a  membre  les  equations 

m 
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on  aura 

ou ,  parce  que  x"  -f-  x"^*  =  a', 
d'ou 

Les  equations  (m)  et  (n)  demontrent  le  principe  enonce. 

Le  theoreme  II  (n**  137)   se  deduit  immediatement  de 
celui  qui  precede ,  car  on  a 

138.  Les  equations 

a*  sin  a  sin  a'  +  &'  cos  a  cos  a'  =  o , 


a»^ 


a 


a^  sin*  a  H-  A*  cos'  a 

6'»= -— , 

fl'  sin*  a'  -4-  6*  cos*  a' 

permettent  de  trouver  trois  des  six  quantites  Uy  b,  a*,  Cf  ^ 
a,  a',  quand  les  trois  autres  sont  connues.  Toutefois,  on 
les  remplace  par  les  trois  suivantes,  qui  en  sont  deduites  : 

6* 
(i)  tonga. tang  a' = j, 

(a)  a' ft' sin  (a' — a)  =  aft, 

(3)  fl"+ft'»  =  /i*+  h\ 

Nous  traiterons  seulement  les  deux  questions  qui  suivent : 
Premiere  question,  — Etant  donnes  les  axes  d'une  ellipse 

et  Tangle  de  deux  diamitres  conjugues,  trouver  ces  dia- 

metres  en  grandeur  et  en  direction. 
Posons 
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L'equation  (2)  doune 

%a'  b'  =1  -. 

sin  7 

Ajoutant,  membre  a  membre,  cellc  derniei^e  equation  avee 
requation  (3)^  il  vient 

(4)  {a'^bj^a^-hb^-h  — 

Relranchant,  membre  k  membre,  les  memes  ^uations,  oil 
trouve 

(5)  {a'~b'y=a^+l,^-%^. 

Sin  7 

Regardant  a^  comme  le  plus  grand  des  deux  diametres  con-? 
jugues,  on  tire  des  equations  (4)  et  (5) 


.'=y/«' 


/       1/  /    -       ..       2  ab 

q'-{-  b'=  \/  a'-^b'-^^. — , 

smy 


,,       2  ab 
sin  7 


et,  par  suite, 

2  \  V  sin  7        y  sin  7  / 

,,       I  /      /  ,         ^ab  /  .       ,         iab\ 

a  \  V  sin  7        V  sm  7  / 

Les  grandeurs  des  diametres  etant  calculees ,  chercbonst 
les  directions  de  ce3  ligues. 

De  I'equation 

(x!  —  a  =  7 
on  tire 

a'  =  a  -I-  7 ; 

d'ou 

'—    tang  g  H-  tang  7 
I  —  tang  a .  tang  7. 
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Remplacanl  laii£;a'  par >  il  vient 

—  b'^      lang  a  -h  lang  7 

a}  lang  a        i  —  tang  a  tang  7 ' 

faisant  disparaitre  les  denominateurs,  on  obtieiit  IV'qua* 

tion 

ja^-^  b'\  b' 

Ung»  a  4-  (  ; —  J  tang  7  X  tiing  a  4-  —  =  o, 

qui  donne 

_  —  (fl»—  6' j  tong7  it  ^{a*^  A')*  tang' 7  — 4  «^*' 
tang  a  —  ^--^ 


On  trouve  deux  valours  pour  tang  a,  parce  qu'il  existc,  en 
general,  deux  systemesde  dia metres  conjugues  qui  formcnt 
entrc  cux  ua  angle  donne. 

Pour  que  ces  valeurs  soicnt  reelles ,  il  faut  qu'on  ait 

dou,  en  valeur  absolue, 

^       2fib 

Quand  Tangle  donne  y  est  aigu,  il  doit  done  elre  an  moins 
egal  a  celui  dont  la  tangente  est     ^  ;  et  quand  il  est  ob- 

tus,  il  faut  qu'il  soit  au  plus  egal  a  Tangle  dont  la  tangente 
est ^  ,/  Ces  tangentes  sont  celles  de  Tangle  mini- 
mum et  de  Tangle  maximum  des  cordes  supplemental  res 
(n«  132). 

La  condition  de  realite  des  valeurs  de  a'  ct  b'  conduit 
aux  m^mes  consequences. 

En  effet,  on  doit  avo-'r 

,    ^    2  (tb 

81.(17 
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d'ou 

Sin'  7  >  7--2 _—  • 

par  cousequent, 

'^  (rt'4-^2)'' 

ce  qui  donne 

On  en  conclut 

sin'  y  ^a^  b^  /La^b^ 

L'liypolhese 

tang  7  = 


«'  —  *' 

conduit  a 

b 
tang  a  =  zp  -  ; 

ce  qui  determine  les  deux  diametres  conjugues  qui  formcnt 
Tangle  maximum  et  Tangle  minimum. 

Deuxieme  question.  —  Connaissant  deux  diametres  con- 
jugues et  Tangle  qu'ils  font  entrc  eux,  trouver  les  axes  eu 
grandeur  et  en  direction. 

Les  equations  [i)  et  (3)  (page  21 5)  reviennent  a 

ab  =  a'  b'  sin  (a'  —  a)  =  «'  b'  sin  7, 
a^-^-b^zzz  a''  -+.  b'\ 
Operant  comme  precedemment ,  on  a 

(fl-+-^)'=  «''-+-  ^''4-  2  a' ^' sin  7, 

(^_ft)2~  a'^-^  b'^—  2a'^'sin7; 
d'ou 


(rt  -4-  ^)  =  V«"->-  ^"+  2«'^'  sin7, 
[a  --  b)=:  y/rt'^-f-^"—  2 «'^' sin 7. 
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Ces  deux  dernieres  equations  doiinent  immediatement 

» 

a=z^  (i/fl'»-f-^'^H-  2  r/' 6' sin 7  -f-  \/a"-{-  ^'»— 2  a' ft' sin  7), 
.  2  ^ 

ft  =  -(v/fl'^-t-ft'»4-2fl'ft'sin7  -T-  ^rt'^-+.ft'»— 2fl'ft'sin7). 

La  solulion  est  plus  elegante  quand  on  construit  les  va- 
leurs 


V^-+-  ft'' -4-  2  fl' ft' sin  7,     v^/i''-f-  ft'^  —  2  tf '  ft' sin  7 

de  (a-f-i)  et  (« —  h). 

Soient  GG',  HH'  {fig-  ^3),  Ics  deux  diamitres  2  a',  2  i', 
conjugues,  places  sous  Tangle  donne  7;  de  Textrdniite  H 
menonssur  GG^  la  perpcndiculaire  HK,  et  prcuons 

En  joignant  au  centre  A  les  points  E,  E',  les  triangles  obli- 
quaugles  AHE,  A  HE',  donnent  rcspectivement 


AE  =  v/heV  ah  -4-  2HE.HK  =  y^a'^ -|-  ft'>  -h  2  a'  ft'  sin  7, 

AE'=  VHE'V  ah'—  2  HE'.  HK  =  y^a'^-h  ft"— 2  a' ft'sin7, 

On  a  alors 

AE  =  flr-+-ft,     AE'  =  «  — ft. 

Si  Ton  prolonge  EA  d'une  longueur  AI  =  AE',  et  si  Ton 
prend  A1'=AE',  on  obtiendra 

.2«  =  EI,       2ft  =  EI'. 

Pour  determiner  les  directions  des  axes  :  par  les  extremi-r 
les  du  premier  diamelre  GG',  on  m^ne  des  parallel es  au  se- 
cond diametre  HH',  et  par  les  extremites  de  ce  dernier  on 
;  mene  des  paralleles  a  Tautre;  ces  quatre  paralleles  sont 
tangenles  a  I'elHpse,  aux  points  G,G',  H,  H'.  Ensuite , 
du  centre  A  avcc  a  pour  rayon,  on  decrit  unc  circonfcr 
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rencc,  reiicootrant  les  taugentes  MJN ,  WN,  aux  poiuis 
P,  Q.  Les  perpendiculaircs  elevees  en  ces  points  aux  deux 
tangentes  doivent  passer  par  un  des  foyers ,  par  consequent 
leur  point  de  rencontre  F  est  un  foyer  de  Tellipse.  En  joi- 
gnant  ce  point  F  au  centre,  on  aura  la  direction  du  grand 
axe  BB'.  On  voit  faciiement  ce  qu'il  faut  faire  pour  deter- 
miner la  position  du  second  axe  DD'  (*), 

139.  On  a  trouve  (n''  135),  pour  I'equalion  de  Tellipse 
rapport^e  a  ses  diametrcs  conjugues, 

Cette  equation  etant  absolument  de  la  meme  forme  que 
celle  qui  est  relative  aux  axes,  les  proprietes  independantes 
de  Tinclinaison  des  coordonnees  doivent  6tre  communes  aux 
axes  de  Fellipse  eta  ses  diametrcs  conjugues.  On  pent  alors 
regarder  commc  demontrees  les  propositions  suivantes  : 

1*^.  Selon  qu'un  point  est  situe  sur  Tellipse,  hors  de 
Tellipse  ou  dans  rdiipse,  la  quantite 

est  nuUe^  positive  ou  negative. 

a".  Les  Carres  des  ordonnees  paralleles  a  un  diameljc 


(*)  Les  axes  BB',  DD',  sont  les  bissectrices  des  angles  formes  par  les 
droites  AE,  AE'.  En  efiet,  prolongeuns  les  axes  BB',  DD',  jusqu*ala  tangciitc 
MN,  aux  points  S I  K.  Le  produit  HR  X  HS  des  segments  de  la  tangente, 
Gompris  entre  la  courbe  et  les  axes  |  est  egal  au  carre  du  derai^diametre  AG 
parallele  a  la  tapgente  (  n"  159,  5".\  Done 

HR  X  HS  =  HE  X  HE'. 

Par  consequent ,  les  quatre  points  R,  S,  E,  E',  apparticiinent  a  une  memo 
circonference  qui  a  pour  diamctre  la  droite  RS  perpendiculaire  sur  le  mi- 
lieu dela  corde  EE',  Et  comme  Tangle  RAS  est  droit,  cette  circonlerence 
passe  encore  par  le  point  A.  Dc  plus ,  le  point  S  est  Ic  milieu  de  Tare  ESE', 
Done  les  angles  SAE,  SAE',  sont  cgaux  entre  eux ;  c'est  ce  qu'il  fallait  de-* 
fnontrer. 
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sotii  entre  eux  comme  les  produits  des  scgmeuts  que  res 
ordoDuees  determinent  sur  son  conjuguc. 

^^.  En  nommant  a  le  coefficient  angulairede  la  tangentc, 
el  x\  y\  Ics  cooidonuees  du  point  de  contact ,  on  doit  avoir 


et  pour  Tequation  de  la  taugente , 

a'^/y  -h  b'Kx'x  =  «'» A". 

La  sous-tangente  a  pour  valeur  ( ; —  U  en  designant 

par  x'  Tabscisse  du  point  de  contact.  On  aura ,  pour  la  tan- 
gente  et  le  diamitre  mene  au  point  de  contact,  la  relation 


4°.  Si  y  =  ^jc  -f-  6  est  Tequation  d'une  corde  quel- 
conque,  et  y=zi'x  cellc  du  diametre  qui  passe  par  Ics 
milieux  de  toutes  les  cordes  paralleles  ^  on  irouvera 


^^=-^'; 


/?'=-• 


relation  qui  a  lieu  pour  deux  diametres  conjugues,  dont  Ics 
equations  serai  en  t  j=^dx^y^=^$'x^  ainsi  que  pour  deux 
cordes  supplemental  res  menees  aux  extremites  d'un  dia- 
metre quelconque. 

5*^.  Le  produit des  segments  DG,  DH  (fig.  84)  j  d'uue 
tangente,  compris  entre  le  point  de  contact  et  deux  dior 
metres  conjugues  AE',  AE,  est  egal  au  carre  du  demi- 
diatnetre  AD',  parallele  a  la  tangente, 

Prenons  pour  axes  de  coordonn^es  les  droites  ADX, 
AD'Y.  Nommons  a',  b\  les  droites  AD,  AD',  et  designons 
par  (?,    c?',  les  coefficients    angulaircs  des  diametres  con- 
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jugues  AE',  AE.  Les  equations  ties  droites  AE',  AE,  GH, 
seront  y=zSx^  yz:=d'x^  x  =  a^'^  les  ordoniiees  GD, 
DH,  aiironl  pour  valeurs  rt'cJ,  a' 6^^  donl  le  produit  egale 
a^^dd\  ou  — i'*^  puisque 


Done  • 


a"' 


DG  X  DH  =  AD". 

140.  L'ellipse  etanl  rapporlee  a  deux  diametres  conju-* 
.  guds ,  on  peut  proposer  de  mener  utie  tangente  a  la  conrbe 
par  un  point  exlerieur  N  {fig*  85).  En  designant  par  x"-^ 
y" ^  les  coordonn^es  du  point  connu,  les  equations  qui  ser- 
vent  a. determiner  les  coordonnees  x\y' ^  du  point  dc  con- 
tact seront 

(i)  fl''/'-4-  h"'x"'z=i  a''b'', 

(2)  a'^yy-h  b'^x''j/=rt''b'\ 

L'equation  (2)  exprime  que  la  tangente  dont  Tequation  est 

passe  par  le  point  donne. 

En  regardant  .r',  y\  comme  des  variables,  l'equation  (1) 
represente  Tellipse  donnec,  et  l'equation  (2)  une  droite 
qui ,  par  son  intersection  avec  la  courbe ,  determine  les 
points  de  contact  cherches.  Pour  construire  cette  droite, 
on  fera  successivement  dans  son  equation  y'  =  o ,  a:'  =  o , 
ce  qui  donnera 

Prenant  AK  (fig.  85)  egale  a  —  ?  AK'=  --,  et  joignant 

les  points  K  et  K'*par  une  droite,  les  points  de  rencontre 
M  et  M'  de  celte  droite  avec  la  courbe  satisferont  a  la 
question* 
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a" 
On  voit  que  la  distance  AK  =  -fj-  est  independante  dc 

I'ordonnee  y"  du  point  N;  par  consequent,  si  l^ou  mene  ia 
droite  NN'  parall&le  a  Taxe  des  y^  et  si,  d'un  autre  point 
de  cette  droite,  on  conduit  des  tangentes  a  TeUipse,  la  se- 
cante  qui  determinera  les  nouveaux  points  de  contact  pas^ 
sera  par  le  point  K.  Le  point  K  nc  pourrait  changer  que 
dans  le  cas  ou  x"  changerait.  Dc  la  resulte  le  theor^me 
suivant  : 

Si  de  chaque  point  d*une  droite  situee  contnie  on  von- 
dra  sur  le  plan  d\ine  ellipse ^  on  mene  des  tangentes  a  la 
courbe ,  et  quon  joigne  les  deux  points  de  contact ^  on 
aura  ime  suite  de  secantes  qui  passeront  toutes  par  un 
meme  point  du  diametra  conjugue  de  celui  qui  est  paral- 
lele  h  la  droite  donnee, 

Reciproquement ,  si  par  un  point  donne  dans  le  plan 
d*une  ellipse  on  tire  differentes  secantes y  et  que  par  les 
points  de  rencontre  de  chaque  secante,on  mene  des  tan- 
•  gentes  a  la  courbe,  le  lieu  des  points  d* intersection  de  ces 
tangentes,  deux  a  deux,  est  une  droite  parall^le  au  dia- 
metre  conjugue  de  celui  qui  passe  par  le  point  donne, 

141.  L'equalion 

donne  un  moyen  simple  pour  decrire  par  points  une  ellipse 
dont  on  connait  deux  diametres  conjugues  ia\  at',  et 
Tangle  qu'ils  font  entre  eux. 

On  construit  d'abord  une  ellipse  ayant  pour  axes  2  a', 
2  V'^  ensuite,  on  incline  les  ordonnees  sous  Tangle  donne, 
en  conservant  leurs  grandeurs.  Les  points  N ,  IN',  etc. 
(fig-  86),  determines  par  cc  procede ,  appartiennent  neces- 
saiiement  a  ]a  courbc. 
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Quadra  lure  de  V ellipse, 

142.  En  designant,  comme  precedemment,  par  2 a,  2^^ 

les  axes  de  Tellipse,  decrivons  sur  le  plus  grand,  2a,  une 

circonference  de  cercle  [fig*  87) ,  et  nommous  Y,  y^^  deux 

ordoiinees  du  cercle  et  de  T ellipse  correspondantes  a  la 

r        b 
meme  abscisse.  On  a  vu  que  ~  =  -  :  nous  allons  d^mon^ 

^       \        a 

trer  que  ce  rapport  est  encore  celui  des  surfaces  de  I'ellipse 
ct  du  cercle. 

En  effetj  inscrivons  dans  le  cercle  un  polygone  quel- 
conque  B'MM'M^  etc.  ,  et  de  chacUn  des  somniets  abais- 
sons  des  perpendiculaircs  sur  Taxe  BB'*,  en  joignant  les 
points  ou  ces  droites  coupent  Vellipse,  on  formera  un  po- 
lygone BNN'  N''  etc.,  interieur  a  celte  courbe.  Un  trapeze 
quelconque  PNN'P'  de  I'ellipse  a  pour  mesure 


( 1 )x^^' 


le  trapeze  correspondant  du  cercle  a  pour  expression 

PM-hP'M' 


1 


2 


XPP'. 


Ces  deux  trapezes  sont  entre  eux  corame  PN  -f-  P'N'  est 

a  PM+P'M'.  OrPN:PM::i:a,  et  PK'rPM' ::&:«-, 

done  PN  -H  P'N' :  PM  -h  P'M'  ::  b  :  a.  On  voit  par  la  que 
les  trapezes  correspondants  sont  entre  eux  comme  b  est  a  a. 
De  sorte  que  si  Ton  represente  par  /,  «',  t"^  etc.,  les  tra- 
pezes de  Tellipse,  et  par  T,  T',  T'',  elc,  les  trapezes  du 
jcercle,  on  aura  la  suite  de  rapports  egaux 

/:T::  e \r  :\  r":r ::...::  h:a. 

On  en  deduira 

(/4,/^-r4-....):(T  +  r  +  r'4-.   .)::  b:a. 
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Cette  derniere  proportion  etant  independante  et  du  noni-*- 

bre  et  de  la  grandeur  des  trapezes ,  on  en  pent  couclure  que 

la  surface  de  V ellipse  est  a  celle  du  cercle  decrit  sur  le 

grand  axcy  dans  le  rapport  du  second  axe  au  premier. 

En  representant  par  E  I'aire  de  Tellipse ,  et  par  E'  celle 

E        b 
du  cercle ,  on  aura  done  ~  =  —  Comme  E'  =  tt  a' ,  on 

iroure  E=7rai-,  c'est-a-dire  qtie  la  surface  de  V ellipse 
est  egale  a  celle  d*un  cercle  dont  le  rayon  est  moyen  pro- 
poHionnel  entre  les  demi-axes  de  l' ellipse. 

Si  a\  i',  sont  deux  demi-diametres  conjugues  compre- 
nant  Tangle  0,  on  sait que  ab  =  a'V  sin  d.  Par  consequent, 
Taire  de  Tellipse  en  fonction  des  diametres  conjugues  est 

E  =  7r.a'6'sin©. 

« 

Si  Ton  voulait  calculcr  uu  segment  quelconque  PNN'^P'' 
compris  entre  deux  ordonnees  perpendiculaires  a  Taxe  BB', 
en  designant  sa  valeur  par  s  ,  et  par  s*  celle  du  segment 
de  cercle  corrcspondant ,  on  aurait ,  au  moyen  du  raisonne- 
ment  qui  precede , 

-  =  -»      d'oii      jp=r~x.^. 
s         a  a 

Ce  qui  ramene  la  quadrature  du  premier  segment  a  celle 
du  second,  que  la  geometric  determine. 

S'il  s'agissait  du  segment  PNP'"N'''  [fig,  88),  compris 
entre  un  diam^tre  quelconque  6B'  et  deux  ordonnees  paral- 
leles  a  son  conjugue ,  on  decrirait  d'abord  sur  BB',  comme 
diametre,  une  circon£^rence  de  cercle*,  on  inscrirait  une 
portion  de  polygone  NN'N"N'"  dans  le  segment  d'ellipse, 
puis  on  meneraii  les  ordonnees  PN,  P'N',  P"N",  etc.,  de 
cette  courbe,  etles  oi^onnees  correspondantes  PM,  P'M', 
P'^M",  etc.,  du  cercle.  En  joignant  les  points  M,  M',  M'', 
M'^,  par  des  droites ,  on  forme  des  trapezes  rectangulaires, 
correspondants  aux  trapezes  obliques  de  Tellipse.  Si  Ton 

i5 
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abaisse  nne  perpendiculaire  Si  sur  PN ,  le  trapeze  PNP'N' 
aura  pour  mesure 

^  '  X  SI  =  I I  X  PP'  sine. 


=( 


2  /  \  2 

La  surface  du  trapeze  correspondant  PMP'M'  sera 

PM-hP'M'\ 
i )  ^  ^ 

Done  ,  le  rapport  des  deux  trapezes  est 

(PW-f-P^N^)  sinG 
{PM-hP'M') 

L'equation  de  I'ellipse  rapportee  aux  diametres  conjugues 
donne 

celle  du  cercle  dt^crit  sur  BB'  comme  diametre ,  et  rapportee 
a  des  axes  rectangulaires ,  conduit  a 

Done 


PN  _  V 
PM  ~  ^' 


et  5  .par  consequent , 


(PN  +  P'N')sinG  ___  W   . 


PIM+P'M'  a' 


sm  0. 


Le  rapport  des  trapezes  correspondants  est  toujours  le 
m^me  \  on  en  conclut  sans  peine ,  en  designant  le  segment 
elliptiqiie  par  S,  le  segment  circulaire  par  S',  que 

~  — —  sinG,       crou      S  =  S'.    —  sinG. 
S'        a'  a' 

Pour  obtenir  toute  I'ellipse,  on  prend  S'=  r.a'^^  et  Ton  a 

S  =  TT  rt'  b'  sin  G. 
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DE  L'HYPERBOLE. 


De  Vhjperbole  rappottee  i  ses  axes. 

143.  Par  une  double  transformation  de  coordonnees,  et 
en  prenant  les  axes  rcctangulaires ,  on  rainene  (n**  99) 
Fequatiou  de  lliypcrbole  a  la  forme 

jr^ —  m^x^=:  p. 
Lorsque  p  =  o ,  on  a 

y^  ==  /w' j:%      d'oii      ,r  =  ±  wx. 

Dans  ce  cas,  Tequation  rcpresente  un  systeme  de  deux 
droites. 

Comme  p  pent  etre  positif  ou  negatif,  on  a  a  considerer 
les  deux  cas  suivants  : 
(i)  y'—m^jc^^:  b\ 

(2)  x^ — /w'x'^ — /;*. 

La  premiere  de  ces  equations  se  ramine  a  la  seconde ,  en 

rempla9ant  x  par  jr^  y  par  x\  divisant  par  m',  et  chan- 

geant  les  signes  des  deux  membres.  En  effet,  on  trouve 

alors 

>_  ^'  —        ^'  . 
-^  "~  w»  ~  ~  /w^' 

equation  entieremcnt  scmblable  a  la  sccondc,  et  qui  pour- 
rait  s^cn  deduire  en  mettant  dans  celle*ci  — -  a  la  plaee  de 

m',  el  —  a  la  place  de  t*. 

U  resulte  de  la  qu'il  suffit  de  considerer  I'^uation  (2). 

i5. 
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144.  On  voit  par  la  forme  de  celte  equation  que  Tori- 
gine  est  le  centre  de  la  courbe,  et  que  les  axes  des  coor- 
donnees  sont  aussi  des  axes  de  cette  m^me  courbe. 

Un  seul  des  axes  rencontre  I'hyperbole.  En  eiYei^j  =  o 
donne 

m 
et  x  ==  o  donne 

L'axe.  des  abscisses  coupe  la   courbe   aux   points  B,   B' 

(fig'  89),  situes  a  une  distance  du  centre  egale  a  —  •  L'axe 

des  y  ne  la  rencontre  pas ,  puisque  x  =  o  donne  pour  j 
de«  valeurs  imaginaires. 

Si  Ton  pose  —  =  a,  on  en  tire  m  =  -9  ce  qui  donne, 
en  substituant  dans  (2) ,  I'equation 
(3)  «'J^—  ^'u:'=  —  a^b\ 

L'axc  BB',  egal  a  2  ai,  se  nomine pretnier  axe  ou  axe  trans^ 
s^erse, 

Quoique  l'axc  des  y  ne  rencontre  pas  I'hyperbole ,  on 
porte  n^anmoins  sur  cet  axe  les  distances  AD ,  AD',  egales 
a  i ,  et  la  longueur  DD'  egale  a  2  6  est  cc  que  Ton  convient 
de  prendre  pour  second  axe. 

Les  extremites  B,  B',  du  premier  axe,  sont  les  sommets 
"de  r hyperbole. 

II  est  quelquefois  utile  de  placer  Torigine  des  coordon- 
hees  a  run  des  sonimels.  Supposons  qu'on  veuille  la  trans- 
porter au  sommet  B ,  par  exemple  5  on  remplacera ,  dans 
Tequation  (3) ,  x  par  ( jr  -i-  «) ,  et  Ton  trouvera  facilemenl 

b'  , 

(4)  y"=^  ~(2^i:f-i-.r'). 

C' 
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Quaiid  &  =3:  a,  les  equations  (3)  et  (4)  devienneut 

j»— X»=:  —11% 

Alors,  ondit  que  Thyperbole  est  equUalere,  Cette  deniiere 
oourbe  est  parmi  les  hyperboles  ordinaires  ce  qu^est  le 
cercle  parmi  les  ellipses. 

1 45.  Discutons  maintenant  Tequation 
£u  la  resolvant  par  rapport  a  ^,  il  vient 

Tant  que  x  est  plus  petit  que  a ,  les  valeurs  de  y  soiit  iiua- 
ginaires.  Pour  x=a,  on  a^  =  o;  x  augmentant  jusqu'a 
+  oo  ,  jr  a  deux  valeurs  reelles  egales  et  de  signes  contraires 
qui  croissenl  jusqu'a  Pinfini.  Les  valeurs  positives  de  x 
d^terminent  done  une  branche  de  courbe  MBM"  (fig*  89), 
qui  s'etend  a  Tinfini  du  c6t^  des  x  positifs ,  et  qui  est  syme- 
trique  par  rapport  a  Taxe  des  abscisses.  Les  valeurs  nega- 
tives de  x  donneut  une  soconde  branche  NB'N''  entiire- 
ment  semblable  a  la  premiere ,  de  Tautre  c6te  de  Taxe  des 
y,  puisqu'en  changeant  seulcment  le  signe  de  x,  les  valeurs 
de  Y  restent  les  m^mes. 

Le  point  M  ayant  pour  coordonn^es  x  et  y^  le  triangle 
rectangle  AMP  donne 

L'abscisse  pouvant  croitre  jusqu^a  Finfini ,  la  distance  AM 
peut  aussi  croitre  jusqu^a  Tinfini.  La  plus  petite  valeur 
de  x  est  a ,  le  minimum  de  AM  est  done  AB  =  a.  On  con- 
clut  de  la  que  Taxe  transverse  est  la  plus  petite  des  ligne^ 
menees  par  le  centre  et  tcrminees  a  la  courbe. 
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i  46.  L'equation  a'^j^  — ■.  b^  x*  =  —  a'  i*  donne 

b^  b? 

/'  =  ^  (-^^  —  ^' )=  ^  (-^  -*-«)(•*  —  ^  )• 

Si  Ton  suppose  y  =  MP  (fig'  89),  on  aurs^ 


et  5  par  suite , 


— -^     b^ 
MP=:  — XBPXB'P. 


Pour  une  autre  ordonnce  quelconque  M'P',  on  aurait 
de  nx^n^e 


M'P''=-,BP'XB'P'; 


done 


■2 


MP  BP  X  B'  P 


jJIJfTp'       BP'XB'P' 

C'est-a-dire  que  les  carres  des  ordonnees  de  Vhyperhole 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  distances  comn. 
prises  entre  les  pieds  de  ces  ordonnees  et  les  sommets 
de  la  courbe* 

147.  Pour  tout  point  de  Fhyperbole  ,  on  a 

Quand  un  point  H  [fig^  89)  est  exterieur,  son  abscisse. 
AP  est  moindre  que  celle  du  point  M',  et  son  ordonnee  est 
la  m^me;  on  a  done 

a^yi  —  h^x^  -h  a'  ^'  >  o. 

On  demon trerait  de  la  meme  maniere  que  pour  un  point 
^1/  interieur,  on  a 

a^y^  —  b'^x'  -\-  a}  b'  <  o. 


' 2:^1 
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1  48.   En  comparant  les  equations 

a'y^^b^x^=a^b\     a^j"^--  b^x^  =  —  a'b\ 

on  veil  que  Ton  passe  de  la  premiere  a  la  seconde  en  chau- 
geant  A*  en — i*.  Celle  remarque  trouvera  par  la  suite 
d^utiles  applications. 

Des  foyers  et  rfes  directrices, 

149.  Ce  qu^on  a  dit  sur  les  foyers  de  Tellipse  s'appliquc 
presque  entierement  a  I'hyperbole. 
Reprenons  Tequation 

Les  foyers  sont  des  points  dont  la  distance  a  un  point 
quelconque  de  la  courbe  est  exprimee  ration nellement  en 
fonclion  de  Tabscisse  de  ce  point.  Designons  toujours  par 
^\y\  les  coordonnees  d'un  foyer;  par  x  cX  y  celles  d'un 
point  de  I'hyperbole,  et  par  cJ  la  distance  des  deux  points. 
Nous  aurons 

^*==  (x  — x')'H-(7— /')*=jc'^— 2j:'x-4-x"-h  J''—  2j' /-♦-/". 

Ot^  y=  -slx^  —  a*;  portant  cette  valeur  dans  Texpres- 
sion  precedente ,  elle  devient 

J^,  et  a  plus  forte  raison  5,  ne  pent  etre  rationnelle  en  x 

qu'autant  que  le  terme  ^j'  -  >Jx^ —  a}  est  nul ;  ce  qui  exige 
qu'on  ait  j'  =  o.  On  trouve  alors 
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Celte  expression  devant  etre  un  carre  parfait,  il  faut  que 

ce  qui  conduit  a 

^'  =  ±  v/«'-f-  b\ 

L'hyperbole  a  done  deux  foyers  places  sur  I'axe  transverse , 

de  ctaque  cote  du  cen,tre ,  a  la  distance  ^a*  +  b^. 

Pour  les  determiner,  on  eleve  au  point  B  [fig*  90) ,  cx- 
tremite  du  premier  axe ,  une  perpendiculaire  BG  egale  a  la 
moitie  du  second ;  on  joint  AG  \  du  point  A  comme  centre , 
ayec  AG  pour  rayon,  on  decrit  une  circonference  qui  ren- 
contre le  premier  axe  aux  points  F,  F'  :  ces  points  sont  les 
fayers  de  I'hyperbole. 

La  distance  de  Tun  des  foyers  au  centre  se  nomme  eoc- 
centricite  de  rhyperbole. 

Sojt  \a}-\-  b^  =  c]  les  distances  d'un  point  quelconque, 
M,  de  rhyperbole  aux  deux  foyers  F,  F',  s'obtiendronl,  en 
remplafant  successivement  x'  par-j-c,  et  — c,  dans  la 
valeur  de  cJ '  5  on  trouvera 


a^ 


c'x-" 


F'  M  =  — T-  -+-  2  cj?  H-  «^  ; 


a^ 


di'oVL 


FM 


^±hf^^,    rM=±(^  +  «). 


Les  distances  FM,  F'M,  qu'on  nomme roy^ow^  vecteui^s, 
doivent  etre  positives.  Or,  quand  le  point  M  reste  sur  la 

brancbe  situee  du  c&te  des  x  positifs ,  le  terme  —  est  posi- 

tif  et  plus  grand  que  a ;  il  faut  done ,  alors,  prendre  les  signes 
superieurs.  Mais ,  si  le  point  M  est  sur  I'autre  branche,  le 
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tcrme  —  est  negatif  et  toujours  plus  grand  que  a.  II  faut , 

I       dans  ce  cas,  prendre  les  signes  inferieurs,  pour  que  les 
rayons  vecteurs  FM ,  F'  M ,  soient  positifs. 

150.  Quand  on  retranche  los  deux  di9tances  Tune  de 
Tautre,  on  obtient 

F'M  — FM  =  2fl 

pour  la  premiere  branche ,  et 

FM  — F'M=:2fl 

pour  la  seconde.  II  resulte  de  la ,  que  dans  Vivyperbole,  la 
difference  des  rayons  vecteurs  est  constante  et  egate  a 
Vaxe  transi^erse, 

Quand  un  point  N  {Jig.  go)  est  exterieur  a  Thyperbole, 
on  a 

F'N--FN<2fl. 

En  effet,  soit  M  le  point  ou  FN  coupe  I'hyperbole ,  on  a^ 

F'N<F'M4-MN, 

L  FN  =  FiVH-MN; 

f  V  d'ou  Ton  lire 

F'N  — FN<F'M  — FM,     ou     F'N  — FN<2fl. 

Pour  un  point  interieur  N',  on  doit  avoir 

F'N'— FN' >  2a. 
V    En  eflTet,  on  a 

F'N'>F'M  — MN', 

FN'=:FM  — MN'; 
ll'etranchant  memb.re  a  membre,  on  obtient 

F'N'— FN'>F'M  — FM,     ou     F'N'  — FN'>2fl. 

On  voit  par  la  que ,  5^/iVa/i/  qnun  point  est  sitiic  sur  Vhy-r 


! 
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perbole^  hors  de  Vhjperholey  ou  dans  Vhyperbole ,  la 
difference  de  ses  distances  mix  deux  foyers  est  egale  au 
premier  axe,  moindre  ou  plus  grande  que  cet  axe. 

II  est  facile  maintenant  de  decrire  une  hyperbole  quand 
on  coimait  Taxe  transverse  BB',  et  les  foyers  F,  F'.  Du 
foyer  F  {fig^  91 ),  comme  centre ,  avec  un  rayon  egal  a  BN , 
on  decrit  une  circonference  de  cercle;  du  foyer  F',  avec 
un  rayon  egal  a  B'N  ,  ou  BB'-f-BN ,  on  decrit  une  seconde 
circonference  :  les  points  ouces  circonfcrences  se  ^oupent , 
apparliennent  a  rhyperbole^  car,  en  designant  par  M  un 
de  ces  points,  on  aura 

F  M  —  FM  =  BB'. 

Pour  decrire  la  courbe  d'un  mouvement  continu,  on 
fixe  au  foyer  F'  une  regie  F'M ,  que  Ton  pent  faire  tourner 
amour  de  ce  point;  a  I'extremite  M  et  au  foyer  F  on  at- 
tache un  fil  FM  d'une  longueur  telle,  que  F'M  —  FM  soit 
legale  a  Taxe  transverse  BB\  En  faisant  glisser  la  pointe 
d'un  style  le  long  de  la  regie,  de  maniere  que  le  fil  s'y 
applique  toujours,  la  pointe  du  style  decrira  I'hyperbole. 

151.  En  suivant  le  m^me  ordre  que  pour  rdlipse,  on 
est  conduit  a  chercher  une  courbe  telle,  que  la  difference 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  a  deux  points  fixes 
soit  constamment  egale  a  une  longueur  donnee  2  a, 

Soient  F,  F'  (fig-  91),  les  deux  points  donnes ;  il  est  facile 
de  reconnaitre  que  la  courbe  est  symetrique  par  rapport  a 
la  droite  FF',  et  aussi  par  rapport  a  la  perpendiculaire  AY 
elevee  sur  le  milieu  de  cette  droite.  Prenons  alors  ces  droites 
pour  axes  de  coordonnees.  Designons  par  x  cl  y  les  coor- 
donnees  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  5  par'ac  la 
distance  FF'.  Puisque  la  difference  des  distances  F'M, 
FM,doitetrc  egale  a  2a,  on  pent  representcr  F'M  par 
a,  et  FM  par   z  —  a,  Les  triangles  rectangles  F'  MP, 
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FMP,  donnent 

Soustrayant  la  secondc  equation  de  la  premiere ,  il  vieat 


ex 


laz  :=  Acx/    d'ob     z  =  — • 

a 

Portant  cette  valour  dans  Tunc  des  equations  precedeutes, 
on  obtient 

«*r'  —  (<^'  —  «')  x»  =  —  tf'  (c'  —  a"). 

II  est  visible  que  cette  equation  represente  une  hyperbole 
dont  les  axes  sont  a  a  et  a  v^c*  —  a*. 

152.  L'hyperbole  a  aussi  dcux  dv^ctrices, 
Prenons  du  cdte  AB  [fig-  90)  une  distance  AK  =  rf,  ele- 
vons  au  point  K  la  perpendiculaire  KL  a  Paxe  transverse. 
En  abaissant  d'un  point  quclconque  M  de  la  courbe,  la 
perpendiculaire  MI  sur  KL ,  ct  en  raenanl  le  rayon  vecteur 
FM,  on  aura 

ex 
FM         a  ex  —  fl'        c 

IM  X  —  d         ex  —  ed        a 

Ce  rapport  sera  constant  ct  egal  a  -?  si  Ton  prend  le  point 

K  de  mani^re  que  cd=:a^.  La  consequence  est  la  memo 
quelle  que  soit  celle  des  deux  branches  sur  laquelle  on 
prend  le  point  M. 

Si  Ton  determine  le  point  K'  de  maniere  que  AK'=  AK^ 
et  si  Von  eleve  la  perpendiculaire  K'L'  a  BB',  on  recon- 
naitra  sans  peine  que  le  rapport  des  distances  F'M  et  VM 

est  encore  ecal  a  — 

^         a 

II  resulte  de  la  qu'en  nommant  directrices  les  droitea 
KL,  K'L',  on  pourradire,  comme  pour  I'ellipse,  que  les 
distances  de  chaque  point  de  Vhyperholc ,  a  Vim  des  foyers 
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et  a  la  directnce  ^voisine  de  cc  foyer ^  sont  entre  elles 
comme  tinfervalle  des  foyers  est  a  Faxe  transi^erse. 

153.  En  partant  de  cette  propriety,  on  est  conduit  a  la 
question  enoncee  (page  i8o).  On  a  vu  (|ue  le  lieu  dcmande 
est  une  hyperbole  quand  on  a  m  ^  ti. 

Soient  F  et  KL  {fig*  90)  le  point  et  la  droite  donnas; 
on  abaisse  du  point  F  la  perpendiculaire  indefinie  FR  sur 
KL,  en  prenant  ensuite  le  point  B  de  maniere  qu'on  ait 

FB  :BK  ::  /w  :«; 

ce  point  apparliendra  a  la  courbe,  on  pourra  supposer 
FB  =  //I,  BK  =  w.  En  placant  Torigine  au  point  B,  et  eu 
choisissant  pour  axe  des  x  la  droite  BF,  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire  ^levee  a  celte  droite  au  point  B,  on  ob- 
Uendra  encore  I'equation 

«'j^'-h  (/I* —  /W')  J?' —  2/71/1  (/I  -h  /I?)  J?  =  D. 

Dans  le  cas  actuel,  le  coeflScient  v?  —  m'  est  n^gatif,  puis- 
que  m  est  plus  grand  que  w.  II  convient  alors  d'ecrire  Te* 
quation  comme  il  suit : 

/I'y'  —  ( //J-  —  //')  d?^  —  2mn  (n  -f-  /// )  x  =:  o. 

L'hypothese  J"  =  o  donne 

2/n/z 

a:  =  o,     X  =2 ; 

m  —  n 

Ja  courbe  rencontre  done  I'axe  des  .r  aux  points  B,  B',  ce 
second  point  etant  a  une  distance  de  Torigine  marquee  par 

•  Si  I'on  transporte  Torigine  des  coordonnees  au  mi- 
lieu A  de  BB',  en  remplacant  x  par  x 5  on  obtiendra 

m^  /i'  f  /If  -I-  /I ) 
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L^s  valeurs  des  demi-axes  sent 


mn  , 

a  = >      o 

m  —  n 


I  m  -f-  // 
y  m  —  n 


En  operant  comme  pour  I'ellipse,  on  a 

V^a'-|-A»= ,     AF= J     AFxAK  =  fl». 

/«  —  n  m  —  n 

Ce  qui  prouve  que  le  point  donne  F  est  un  des  foyer»  dc 
I'byperbole ,  et  la  droite  KL  une  de  ses  directrices. 

De  la  tangente  et  de  la  normale. 
154.  En  prenant  I'equalion  de  Thyperbole 

on  est  conduit,  pour  obtcnir  Tequation  dela  tangente,  a 
executer  les  m^mes  calculs  que  pour  Tellipsc ,  avec  la  seule 
difference  que  partout  i*  est  remplac^  par  —  i*.  II  resulte 
de  la  qu'en  nommant  x\  y\  les  coordonnees  du  point  de 
contact ,  et  a  la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  que 
forme  avec  Taxc  des  x  la  tangente  a  la  courbe ,  on  aura 


a 


«v 


L'equation  simpliiiee  de  la  tangente  sera 

Pour  demontrer  a  posteriori  que  tous  les  points  de  la  tan* 
gente ,  exceple  le  point  de  contact .  sont  hors  de  I'hyperbole, 
il  faut  faire  voir  (n°  147)  que  pour  tous  ces  points  Tex- 
pression  a^y^  —  i'  x'  -f-  «'  i'  est  positive. 

A  eel  effet,  tirons  de  Tequation  de  la  tangente,  la  valeur 
dej, 


__  b^[x'x  —  a^) 
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Portwis  cetle  valeur  a  la  place  dej  dans  I'expression 

«'j'—  b' x"" -{- a^  b^ 

remplacons  a^y'^  par  sa  valeur  i'  x'*  —  a*  b*  tiree  de  I'e- 
quation  de  Fhyperbole ,  nous  aurons 

h*(  x'  X  —  /z*  Y 
ay^—b'x''haH'=  -^ :r-r. — -  -^h'x'-^a^b' 


Tant  que  x  est  diflKrent  de  x\  ce  second  membre  est  posi- 
lif ,  et  I'on  a 

a^y'"—  b^x^-^  fl'  ^»>  o. 

Par  consequent ,  tons  les  points  dont  Tabscisse  est  diffe- 
rente  de  x\  sont  exterieurs  a  Fhyperbole. 
L'hypoth^se  x  =  x^  donne 

fl3^a.^  ^i ^2  4-  ^2  !,» :t3  o , 

et  ramene  au  point  de  tangence. 

b^x^ 
Lorsque  dans  la  formule  a  =  -^—^  on  change  seulement 

les  signes  des  coordonnees ,  a  conserve  la  m^me  valeur. 
Par  consequent ,  si  une  droite  passant  par  le  centre  ren- 
contre la  courbe  en  deux  points ,  les  tangentes  en  ces  points 
sont  paralleles. 

En  supposant  dans  la  meme  formule  a:'=  dz  a  et  j^'=  o, 
a  devient  infini ,  c'esi-a-dire  que  les  tangentes  aux  sommets 
de  I'hyperbole  sont  perpendiculaires  a  Taxe. 

1S5.  Si  Ton  fait  croitre  x^  positivemeut  depuis  a  jus- 
qu  a  I'infini ,  le  point  de  contact  M  {fig'  91)  prendra  toutes 
les  positions  possibles  sur  Fare  de  courbe  situe  dans  I'angle 
YAX.  Comme  y^  augmente  avec  x',  on  ne  voit  pas  imme- 
diatement  quels  sont  les  changements  qui  en  resultent  pour 
la  valeur  de  a.  Pour  connailre  ces  changements ,  rempla- 


DB    l'hTPERBOLK.  ^Sp 

cous^'  par  sa  valeur  -  \/x'*  —  a*,  nous  aurons 

b^  X*  bx'  b 

a.  z 


On  voit  qu^en  faisanl  croitrc  x'  depuis  a  jusqu'a  rinfini ,  a 

diminue  de  Finfini  a  —  Done  la  langente  s^inclinc  de  plus 

en  plus  sur  Taxe  jusqu'a  cettc  dcrniere  limite. 

Pour  savoir  ce  que  devient  la  tangente,  cherchons  la 
distance  AT  du  centre  au  point  de  rencontre  de  cetle  droite 
avec  Taxe  transverse.  L'hypothise  jr  =  o  donne 


fl' 


AT  =  -:, 


X 


valeur  qui  diminue  et  tend  vers  zero  quand  x'  augmente, 
le  sjgne  etant  toujours  celui  de  x'.  Par  consequent,  a  mc- 
sure  que  le  point  de  contact  s'eloigne  sur  Thyperbole ,  Ic 
point  T  se  rapproche  du  centre  sans  jamais  passer  de  Taulre 
c6te.  La  supposition  x'  =  oo  domic 

AT  =  o. 

11  resulte  de  ce  qui  vient  d'etre  dit,  que  dans  le  cas  ou  le 
point  de  tangence  est  situe  a  rinfini  sur  Tare  BM,  la  tan- 
gente  passe  par  le  centre  et  forme  avec  Taxe  des  x  un  angle 

dont  la  tangente  trigonometrique  est  — 

Pour  construire  cette  tangente ,  on  formera  le  rectangle 
HLH'L'  sur  les  axes  2^,  26,  et  Ton  ni^ncra  la diagonalc 
H'L.  On  aura 

b 
taniiLAB  =z  — 

.  a 

A  cause  de  la  symetrie  de  la  courbc,  cette  diagonale  sera 
aus«i  la  limite  de  position  des  tangentes  menees  a  la  courln* 
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dans  Tangle  Y'AX'.  On  pent  reconnaitre,  sans  peine,  que 
la  seconde  diagonale  L'H  est  la  limite  des  tangentes  menees 
aux  deux  autres  parties  de  Thyperbole.  Ces  deux  limites 
sont  representees  par  les  equations 

.b 

-^  a 

Quand  Thyperbole  est  equilatere ,  oil  a 

par  suite,  les  droites  HL',  H'L,  divisent  en  deux  parties 
egales  les  angles  des  axes,  et  sont  pcrpendiculaires  entre 
elles. 

156.  Pour  obtenir  la  sous-tangenle  PT  {fig*  91),  on 
soustraira  AT  =  —.  de  AP  ou  x\  et  Ton  aura 

X  ' 


TP  = 


Celte  expression  prouve  que  la  sous-tangente  pent  recevoir 
toutes  les  valeurs  de  zero  a  Tinfini. 

157.  Lorsqu'on  joint  le  centre  au  point  de  contact  M 
[Jig*  91),  la  droite  AM  forme  avec  I'axe  des  x  un  angle 

dont  la   tangentc   a'  =  '^«   On  a   trouve   precedemment 


.a  ^f 


O   X 

a.  =  -5—7  pour  la  tangente  de  Tangle  MTX  5  faisant  le  pro- 
duit  de  ces  valeurs,  il  vient 

done,  pour  Thyperbolc  coinme  pour  Tellipse,  le  produit 
des  tangentes  a,  a',  reste  constant. 

158.  D'apres  ce  qui  precede,   on  trouvera    facilement 
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if  8'  9M 

tang  AMI  = 


Aux  extremites  de  Taxe  transverse,  jr*  eiant  nul,  la  va^ 
leur  prec^dente  devient  infinie,  c^est-a-dire  que  pour  ces 
points  la  tangente  est  perpendiculaire  k  la  droite  men^e  du 
centre  au  point  de  contact.  II  ne  pent  en  ^tre  ainsi  que 
pour  ces  points ,  puisque  pour  tons  les  autres ,  aucune  de$ 
coordonn^es  x\  jr'^  ne  pouvant  6tre  nuUe,  la  tangente  de 
Tangle  AMT  n'est  pas  iniinie. 

Si  le  point  de  contact  s'^loigne  sur  la  courbe  dans  Tangle 
YAX ,  les  coordonn^es  x',  jr\  augmentent  positivement ,  et 
comme  elles  peuvent  croUre  jusqu'^  Tinfini,  la  tangente 
de  Tangle  AMT  pent  diminuer  jusqit'^  zero;  il  en  est  de 
m^me  de  cet  angle;  done,  quand  le  point  de  contact  est  k 
Tinfini,  la  tangente  MT  se  confond  avec  la  droite  AM,  me- 
n^  du  centre  a  ce  point  de  contact. 

159.  On  a  trouve  pour  la  Ungente  a  Thyperbole  au  point 
dont  les  coordonnees  sont  x',  j',  Tequation 

il  est  aise  d'obtenir  Tequation  de  la  tangente  menee  par  un 
point  exterieur,  en  repr^sentantpar  x",  j",  les  coordonnees 
de  ce  point.  Comnie  elles  doivent  satisfaire  k  Tequation  (1) , 
on  aura 

D'ailleurs,  le  point  (x',  y)  appartenant  k  la  courbe,  il 
viendra 

En  cherchant ,  comme  pour  Tellipse ,  les  valeurs  de  ocf  ^y\ 
on  obtient  9  dans  Texpression  de  ces  valeurs,  un  radical  sous 
lequel  se  trouve  la  quantite 

a''y'"'''^b^x"'-\-a}b\ 

16 
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On  en  conclut  facilement  que  par  un  point  exterieur ,  on 
pent  mener  deux  tangentes  a  I'hyperbole ;  que  ces  deux  tan- 
gentes  se  rMuisent  a  une  seule  quand  le  point  donne  est 
sar  la  coarbe ,  et  que  le  problenie  devient  impossible  quand 
ce  point  est  int<^rieur. 

160.  Donnonspour  Fhyperbole  une  equation  de  la  tan- 
gente  independante  des  coordonnees  du  point  de  contact. 
Si  Foil  combine  F equation  de  la  courbe 

avec  celle  d'une  droite 

on  trouvera ,  en  operant  coinme  pour  Fellipse  (n^  121 ) ,  que 
Fequation  de  la  tangente  a  Fhyperbole  est 


161.  D'apres  la  definition  de  la  normalcy  il  est  aise  de 
voir  qu'en  designant  par  x',  y',  les  coordonnees  du  point  de 
contact ,  Fequation  de  cette  ligne  est 

En  supposant  y  =  o  dans  cette  equation ,  il  vient.  {fig*Qi) 

AN  =  ^--^ — i—  : 

cette  expression  n'a  pas  de  maximum,  puiaque  x'  peut 
croitre  jusqu'a  Finfini.  Si  Fon  fait  decroitre  x\  la  valeur 
precedente  diminue ,  le  point  M  se  rapproche  du  sommet  B, 
et  en  donnant  a  x'  sa  plus  petite  valeur  x'  ■=^a^  la  distance 

AN  atteint  son  minimum ,  qui  est  egal  a •  On  voil 

a 
par  la  que  si  Fon  prend  AN'= -Tie  point  N  se  rap- 
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prochera  de  plus  en  plus  de  K'  a  mesurc  que  le  point  de 
contact  se  rapprochera  du  sommet  B. 

162.  Si  Ton  voulait  mener  une  nonuale  a  Thyperbole 
par  un  point  exterieur  ^  en  operant,  comme  pour  I'eilipse ^ 
on  serait  conduit  a  resoudre  les  deux  equations 

L^elimination  de  y'  ^pndu^^ait  toqor^  a  ^ne  ^quatipn 
complete  du  qu^tiieme  degre  ajant  ^px^  def^^pr  t^rme  ne- 
gatif.  La  di»u$3ion  serait  1^  n^^me  q¥(^  pp\^f  reUi{>s^. 

La  resolutioa  du  prqbl^^  par  dea  liei^x  g^n^etriquea 
conduirait  a  la  construction  d'wP  ^jperliole,  pi^ssant  par 
le  centre  de  la  premiere  et  par  le  point  dq^^pe,  fe^  asymp- 
totes de  la  seconde  hyperbole  ^tant  paralleles  aux  axes  de 
la  propose. 

163.  Dans  V hyperbole ,  les  rayons  vecteurs  menes  au 
point  de  contact  font  ayec  la  tangente  et  de  deux  cd'tes 
differents  de  cette  ligne  y  des  angles  egaux. 

EneQi^t,  pp  ^ait  que  {fig*  92)  AT  =  — ?  et  que  AF=  c\ 


a 

X 

il  en  resuhe 


,^               a^       ex  —  a' 
FT  =  c = 


x'  a/ 

On  trouverait  de  la  m^me  fnaniere  : 

ex'  4-  a^ 


F'T  = 
D'ailleurs , 


x' 


^^^Sf^.IL^,     F'M=^^'-*-^^ 


a  a 

16. 


244  CHTAPITRE    DIXIEME. 

done 

FT  __  FM 
F'T  ~"F'M' 

Par  consequent,  Tangle  FMT  =  F'MT. 

Celte  propri^t^.fournit  le  moyen  de  meher  une  tangente 
a  I'hyperbole  par  un  point  pris  sur  la  courbe,  pu  par  un 
point  exterieur. 

Soit  M  le  point  donne  sur  la  courbe ,  on  menera  les  rayons 
vecteurs  FM,  F'M.  On  prendra  sur  F'M,  MG  =  MF,  on 
joindra  G ,  F,  et  du  point  M  on  abaissera  MH  perpendi- 
ciilaire  sur  GF.  Gette  perpendiculaire  sera  la  tangente  de- 
mand^e.  En  effet ,  cette  droite  divise  Tangle  F'  MF  en  deux 
parties  ^gales ,  puisque  le  triangle  FM G  est  isocMe. 

U  est  facile  de  faire  voir  que  MH  a  tous  ses  points  hors 
de  Thyperbole ,  a  Texception  du  point  M.  Car,  pour  tout 
autre  point  N,  on  aura ,  en  menant  lesdroites  NF,  NFVNG^ 

NF'— NG<F'G. 

Or, 

NG  =  NF     et     F'G  =  2fl, 

done 

NF'  — NF<2fl. 

D'ou  il  resulte  que  le  point  N  est  hors  de  Thyperbole. 

Supposons  que  la  tangente  doive  passer  par  un  point 
exterieur  N.  Soit  NM  la  tangente  cherchee.  En  menant  les 
rayons  vecteurs  MF,  MF',  et  en  prenant  MG  =  MF-,  si  Ton 
lire  GF,  la  tangente  MN  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  GF.  Le  point  G  est  alors  determine  par  la  rencontre  de 
deux  circonferences  decrites ,  Tune  du  foyer  F'  avec  un 
rayon  egal  a  2  a-,  Tautre  du  point  N  avec  un  rayon  egal 
a  NF.  Quand  on  a  ainsi  obtenu  le  point  G,  il  suffit  de  le 
joindre  au  point  F  et  d'abaisser  la  perpendiculaire  NM  sur 
cette  ligne  de  jonction ;  le  point  de  rencontre  M  de  la  per- 
pendiculaire avec  le  prolongement  dc*  F'G  est  le  point 
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de  tangence.  On  voit  en  cflet,  par  cette  construction,  que 
MG  =  MF  ^  par  suite ,  que  F' M  —  MF=2a;  enfin,  que 
F'MH  =  FMH. 
Lorsque  le  point  N  est  exterieur  a  Tkyperbole ,  on  a 


\ 


F'N  — NF<2/i, 

d*ou 

F'N<2/H-FN. 
On  a  aussi 

F'N>F'F— FN;     llforliori,     F'N>2<i— FN. 

Lorsque  FN  est  plus  grand  que  2  a ,  on  a 

F'N>FN  —  2«; 

car  F'N  est  plus  grand  que  FN.  On  voit  done  que  la  dis- 
tance des  centres  des  deux  cercles  est  plus  petite  que  la 
somme ,  et  plus  grande  que  la  difTei'ence  des  rayons;  et ,  par 
cons^uent,  ces  cercles  se  rencontrent  en  deux  points. 

Si  le  point  donn^  etait  sur  la  courbe ,  la  distance  des  cen7 
tres  ^tant  alors  egale  a  la  somme  de^  rayons ,  les  deux  cer« 
cles  se  toucheraient  ext^rieurement ,  et  le  problime  n'aurait 
plus  qu'une  solution. 

Si  le  point  ^taii  int^rieur,  la  distance  des  centres  serait 
plus  grande  que  la  somme  des  rayons ;  les  circonf(^rences 
n'auraient,  dans  ce  gas,  aucun  point  commun ,  et  il  n'exis- 
terait  pas  de  tangente  k  Thyperbole. 

164.  Le  point  H  (Jig.  92)  dtant  le  milieu  de  FG,  et  le 
point  A  le  milieu  de  FF',  la  droite  AH  est  parallcle  a  F'G, 
et  egale  a  la  moiti^  de  cette  derniere  ligne.  Or, 

F'G  =  2«,     done     AR=:a. 

La  taugente  MT  etant  quelconque ,  on  conclut  de  la  que  Ic 
lieu  geometrique  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissees 
d^s  foyers  sitr  les  tangentes  est  nne  circonference  de  cerclc 
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dyatlVle  M^fhe  centre  qiic  Vliypefrbcflc ^  et  pcfur  diame^re 
'leipr^fhter  Hive  de  dette  coUrbe. 

Des  dicUuUlres, 

165.  L'equation  d'liile  corde  quelconque  telle  que  GG' 
KfiS'  93) ,  est  de  la  forme 

j^  =  ^jT  -4-  S. 

Si  on  la  combine  avec  celle  de  la  courbe 

on  aura  les  coordonnees  des  points  G  et  G'.  L'elimination 
dey  donne 

.     (a»5'—  h'')x''^  2a^^6x  -{-(g'-l-  6'^)«='=6, 
ou 

( 1 )  a;'  -4-  — — — -  X  -f-  ^        ■       ■ . —  =  o  , 

eqtiatkm  qui  a/pooTT^cines  les  abscissas  AP  ^t  AP'  des  ex- 
tr^mi'tes  G*,'G'-,  -de  la  corde. 

Pour  avoir  Tabscisse  du  milieuH  de  GG',  il  fautrprendre , 
commeonsait,  la denri-sbmine 4ies racine$  de Tequation  (i). 

*En  ndfnmarit  a:  <Jette  abscisse,  on  aura 

'        '  * 


a 


tJt\ 


—  6' 


Cette  valour,  port^e'datfs'P^uation 

J  =  qjc  H-  6, 
conduit  a 

6^» 


J  = 


a}^^  b^ 


potir  I'ordotin^e  dU 'milieu  de  la  corde. 

En  supposs^tit  que ,  d  restalntle  m^me,  6  passe  suce6ssive- 


DE    L'uYPEailOLfi.  ^^J 

ment  par  tous  les  eiats  de  grandeur,  on  aurajune  suite  ind^ 
finie  de  cordes  toutes  paralliles,  dont  les  milieux  auront 
pour  coordonnees  generales  les  valeurs  precedentes  \  done , 
si  on  elimine  S  en  divisant  y  par  or,  Tequation  resultante 

y  b^  b^ 

sera  necessairement  celle  du  diam^re  I'elatif  aux  cordes 
dont  le  coefficient  d'inclinaison  est  3. 

On  voit ,  comme  pour  Tellipse,  que  les  diametres  de  Vhy-^ 
perbole  sont  des  lignes  droites  passant  par  le  centre. 

La  quantite  3  ^tant  susceptible  de  recevoir  toutes  les  va- 
leurs possibles,  de  — oo  a  -i-oo,  il  en  r^sulte  que  les 
droites  menees  par  le  centre  peu^entStre  regardees  comme 
des  diametres. 

On  doit  dire  que  cette  reciproque  n'a  pas  lieu ,  lorsque 

3  =z±  —  Dans  ce  cas ,  Tequation  precedente  devient 


et  represente  les  deux  droites  qui  ont  ^te  remarquees  comme 
limites  des  tangentes.  Ces  droites  ne  peuvent  pas  ^tre  des 
diametres,  car^  pour  ces  valeurs  de  3 1'^quation  (i)  n'ayant 
plus  qu'une  seule  racine  finie ,  les  lignes  paralleles  repre- 
sentees par  r^uation 

ne  rencontrent  plus  I'hyperbole  qu'en  un  point  ^  elles  ne 
peuvent  6tre  des  cordes ,  et  consecpiemment  il  n'y  a  pas  de 
diametre  correspondant. 

En  representant  Tequation  du  diametre  pary  =  3'Xj  on 
suppose 

S'-    ^ 
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On  en  deduit  enlre  les  tangentes  ^,  cJ',  la  relation 

(a)  ^5'=^,. 

Cette  relation  pourrait  ^tre  liree  de  son  analogue  dans  I'el- 
lipse,  en  changeant  i*  e^  —  &'.  EUe  conduit  aussi  a  des 
consequences  semblables. 

i*^.  En  representant  par  a  la  tangente  irigonometrique 
de  Tangle  que  la  tangente  menee  a  Textremit^  du  diamitr^ 
fait  avec  I'axe  des  a:,  on  a  entre  a  et  «J'  la  relation 


d'ou 


«"=-.; 


oiS'=$d'y     ^t,     parsui^Cy     a  =  5. 

Done  5  les  cordes  quun  diametre  dwise  en  parties  egales 

sont  paralleles  a  la  tangente  menee  a  Vextremite  de  ce 

diamktre, 

b* 
2**.  Leproduit  So'  ayant  pour  valeur  constante  —  ?  ne 

pent  devenir  egal  a  —  i  ^  done  les  axes  des  coordonnees 
sont  les  seuls  axes  de  Fhyperbole,  puisqu'il  n'existe  pas 
d* autre  diametre  perpendiculaire  aux  cordes  cQrrespour 
dantes. 

3*^.  On  voit ,  par  la  relation  id'  =  —  j  que  si  le  diametre 

qui  a  pour  equation  j^  ==  5' j:  divise  en  tieux  parties  egales 
les  cordes  paralleles  a  celui  qui  est  represente  pary  =  Sx<^ 
r^ciproquement,  celui-ci  coupe  en  parties  egales  les  cordes 
paralleles  h,  Tautre.  Ainsi,  la  condition  si^ffisante  pour  que 

deux  diam^tres  soient  con  jugu^s ,  est  cJJ'=— • 

166.  Nous  allons  faire  voir  que  de  deux  diametres  con-- 
jugues,  il  ny  en  a  quun  seul  qui  rencontre  Vhyperhole, 
3oit  y=:dx  I'equation  d'un  diametre;  en  cherchant  ses 


0 
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points  d' intersection  avec  la  courbe,  on  trouve  pour  les 
abscisses  de  ces  points , 


X  :ss  ^^  4  /  — — — —  ;s:  ^^  — —  ^r 


\/s-- 


Poui'  que  ces  valeurs  soient  relies,  il  faut  que  i^  soil  nu* 
m^riquement  plus  petit  que  —  Lorsque  cette  condition  est 

remplie,  lediamitre  rencontre  Thyperbole.  Or,  la  relation 

b^  b      ,  , 

cJi'  =  —  prouvc  qu'alors  d'  est  plus  grand  que  —  Si  on  avait 

pris  c^>>-»  on  aurait  eu  J'<'-'  Dans  ce  cas,  le  second 
'■a  a 

diamitre  seal  aurait  rencontre  la  courbe.  Done,  les  41^" 

metres  qui  coupent  la  courbe  ont  leurs  conjugues  parmi 

ceux  qui  ne  la  rencontrent  pas. 

Si  Ton  construit  sur  les  axes  le  rectangle  DE  D' E'  {Jig.  gS) , 

les  diamitres  qui  passent  dans  les  angles  DAE,  D'AE',  font 

avec  Taxe  BB'  des  angles  dont  les  tangentes  sont  num^ri- 

quement  plus  petites  que  - ;  tandis  que  ceux  qui  traversent 
les  angles  DAD',  EAE',  font  avec  ce  m&me  axe  BB'  des 
angles  dont  les  tangentes  sont  plus  grandes  que  —  Les  pre- 
miers sont  done  ceux  qui  rencontrent  la  courbe ,  les  seconds 
ceux  qui  ne  la  rencontrent  pas. 

Des  cordes  supplementaires , 

167.  Quand  un  diam^tre  rencontre  Thyperbole,  on 
nomme  cordes  supplementaires  deux  droites  menses  des 
extremites  de  ce  diametre  a  un  point  quelconque  de  la 
courbe. 

En  reprenant  les  raisonnements  et  les  calculs  du  n"^  129  ^ 
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Gomme  il  existe  deux  points  N,  N',  aundessus  de  Taxe 
transverse  qui  ont  la  m^me  ordonnee,  il  y  a  ^alement 
deux  systemes  de  diam&tres  conjugues  qui  forment  les 
m^mes  angles ,  et  il  n'y  en  a  pas  davantage. 

4^*  Les  axes  de  Thyperbole  ^tant  des  diametres  con- 
jugues rectangulaires,  on  les  obtient,  comme  ceux  de 
Tellipse,  en  d^rivant  sur  un  diam^trc  quelconque  GG' 
{fig*  9$)  une  circonf^rence  de  cercle,  en  tirant  les  cordes 
MG,  MG',  et  en  leur  menant  des  paralliles  BB',  DDS  par 
le  centre  de  la  courbe. 

5^.  Enfin ,  le  centre  de  F  hyperbole  s'obtient  par  la  ni6mc 
construction  que  celui  de  Fellipse. 

L'hyperbole  rappoHee  a  ses  diametres  conjugues, 

169.  Lorsqu'on  a  Tequation  d^j^  —  t*  x*  =  —  A'  ft'  de 
rhyperbole  rapport^e  a  ses  axes ,  si  Ton  veut  obtenir  Fe- 
quatiou  de  la  courbe  rapport^  aux  diametres  conjugues , 
il  faut,  comme  pour  Fellipse,  passer  dVn  systeme  d'axes 
rectangulaires  a  un  systeme  d'axes  obliques  de  m^me  ori- 
gine ,  et  determiner  les  nouveaux  axes  de  mani^re  que  Fe- 
quation  ne  conserve  que  les  termes  aiTect^s  des  carr^s  des 
variables  et  le  terme  independant.  Les  formules  qu'on  doit 
employer  dans  la  question  etant 

x  =  a/  cos  oL'i'jr'  cos  a',     ^  =  a:'  sin  a  -{-  jr'  sin  «', 

on  obtiendra  d'aboi*d 

(«^  sin*  a' —  b*  cos'  a')^  '*-J-  2  (a*  sin  a  sin  a! —  b^  cos  a  cos  a' )  x'y ' 
-f-  («'  sin'  a  —  b^  cos'  a)  ar"  =  —  a?  b^. 

Pour  que  F^uation  ait  la  forme  demand^e ,  il  faut  poser 
(i)  a' sin  a  sin  a' — i'cosacosa'=  o; 

ce  qui  reduit  Fequation  de  la  courbe  a 

(2)  («'  sin'  a'—  6'  cos'  a')  7"+  («'  sin'  a  —  ^'  cos' «)  x'*=  —  a-  b\ 
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L'hypo these  j'=:  o  donne 

fl'  sin'  a  —  b^  cos*  a 
et  la  supposition  x'=  o  conduit  a 


/*= 


fl*  sin*  a'  —  b^  cos*  a' 


Ces  valeurs  sont  necessairement  de  signes  contra  ires,  car  la 
relation  (i)  donne 

a*  sin*  a  X  fl^  sin*  aJ  =  ^*  cos*  a  X  ^'  cos*  a', 

et  on  reconnait  que  si  o*  sin*  a  est  moindre  que  A*  cos'  a , 
il  faut ,  par  compensation ,  que  a*  sin*  a'  soit  plus  grand  que 
fe*cos*a',  et  reciproquement.  Done,  des  deux  nouveaux 
axes^  il  n'y  en  a  qu'un  seul  qui  soit  rencontre  par  la  courbe  \ 
ce  qui  a  et^  vu  precddeniment  (n^  166). 

En  prenant  pour  axe  des  x'  celui  qui  est  rencontre,  et 
en  designant  par  2  a!  la  partie  de  cet  axe  comprise  dans 
rhyperbole ,  on  aura 

<2*  sin*  a  —  6*  cos'  a  ' 

puisque  le  carre  de  y*  est  negatif ,  en  le  designant  par  —  ft'*, 

on  obtiendra 

flr*ft* 


*"  = 


a*  sin'  a'  —  ^*  cos*  a' 


Si  Ton  remplace  Ics  coefficients  de  y'^  et  de  x'^  par  leurs 
valeurs  -^  >  "^  ,,      >  Tequation  (2)  devient 

[k)  fl"  j'«—  6'*:r"=:  —  iz"  b'\ 

Le  diamitre  qui  rencontre  la  courbe  et  dont  la  longueur 
est  ici  2  a',  se  nomme  le  premier  diametre  ou  le  diametre 
transverse-,  Tautre  sur  lequel  se  compteiit  los  j  'se  nonime 
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le  second  (iiametre y  quoiqu'il  ne  reuconlre  pas  Thypnerhole  *, 
on  convientde  representer  sa  longueur  par  ib\ 

170.  Derequalion  (j)  on  deduil 

( 3 )  tang  a. .  tang  a'  =  -^  ? 

el  Ton  voit  qu'en  donnant  a  ok  une  valeur  quelconque,  on 
aura  toujours  pour  a'  une  valeur  correspondante ;  c'est-a- 
dire  que  chaque  diam^tre  a  son  conjugue.  II  faut  remar- 

quer,  loutefois,  qu'on  ne  doit  point  faire  tang  a  =  dz  -  > 

puisque  alors  on  n'aurait  pas  de  veritable  diam^tre  {n°  166). 

La  relation  (3)  ^tant  semblable  a  celle  qui  lie  entre  eljes 
Jes  directions  des  cordes  supplemental  res,  il  en  resulte  que 
si  I'une  des  cordes  est  parallele  au  premier  diametre ,  I'autre 
sera  parallele  au  second  diametre ;  on  retrouve  ainsi  ces 
proprietes  cpniiues,  que  deux  diametres  conj agues  sont 
paranoics  a  deux  cordes  supplementairesi  et  reciproque- 
ment ,  que  deux  diametres  par  alleles  h  deux  cordes  sup- 
plementaires  sont  des  diametres  conjugues. 

Dans  I'hyperbole  ^quilatere ,  comme  on  a  6  =  a,  on  ob- 
tient 

tang  a .  tang  a'  =  i ; 

c'est-a-dire  que  les  angles  a ,  a',  sont  complements  Tun  de 
I'autre. 

171 .  Dans  Thyperbole,  il  y  a  deux  theoremes  analogues 
a  ceux  du  n°  137,  et  comme  ils  se  demontrent  d'une  ma- 
niere  semblable ,  nous  nous  bornerons  a  les  enoncer. 

Th^oreme  I.  —  Le  parallelogramme  construit  sur  deux 
diametres  conjugues  est  equiv^alent  au  rectangle  des  axes. 

Th^oreme  II.  —  La  difference  des  carres  de  deux  dia^ 
metres  conjugues  quelconques  est  egale  a  la  difference  4es 
carres  des  axes,  ^ 
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Cette  derni^re  relation  prouve  que  1  hyperbole  ordinaire 
n'a  pas  de  diamitres  conjugues  egaux,  ct  que  dans  Thyper- 
bole  equilat^re  ou  a  =  £ ,  tons  les  systemes  de  diametres 
conjugues  sont  des  systemes  de  diametres  egaux.  Ces  dia- 
metres ^gaux  font  avee  Faxe  transverse  des  angles  comply 
ments  Tun  de  F autre. 

172.  En  suppriuiant  les  accents  des  variables  x',  y\ 
r^quation  (k)  (page  a53)  deviendra 

Comme  elle  est  semblable  k  I'equation  relative  aux  axes , 
les  propri^tes  independantes  de  I'inclinaison  des  ordonnees 
seront  communes  aux  axes  de  la  courbe  et  4  ses  diametres 
conjugues.  Ainsi : 

1°.  Les  Carres  des  ordonnees  paralleles  k  un  second  dia- 
mitre  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments  que 
ces  ordonnees  determinent  sur  le  premier. 

2,^.  Selon  quHm  point  est  situe  sur  Thyperbole,  hors  de 
Iliyperbolc  ou  dans  Tbyperbole ,  la  quantite 

est  nuUe,  positive  ou  negative. 

3^.  En  designant  par  a  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente ,  on  a 

et  pour  equation  de  la  tangente  : 

«"  j'  r  —  *"  '^'  *  =  "-  «"  ^"• 
Les  Umites  des  tangentes  ont  pour  Equations 


Y  =r:  _!Z  •—  JCl 


d'ou  Ton  d^duit  qu  elles  se  confondent  avec  les  diagonale» 
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du  parallelogramme  coustruit  sur  les  diametr«s  conjugues. 
La  sous-tangente  est  egale  a 


x"  —  a'^ 


On  a  eutre  les  valeurs  de  a  et  a',  relatives  k  la  taiigente 
ct  au  diam&tre  mene  au  point  de  contact ,  la  relation 


£XOt'  ^=    • 

an 


4^.  Si  j^  =  cJx  -h  6  est  Pequation  d'une  corde  quelconque 
deThyperbole,  et  que  y=d'x  soit  celle  du  diametre  qui 
passe  par  les  milieux  de  toutes  les  cordes  parall^les ,  on  aura 
la  relation 

relation  qui  a  lieu  aassi  pour  deux  diametres  conjugues 
dont  les  equations  serai ent 

el  pour  deux  cordes  supplementaires  menees  des  extremites 
dun  diametre  quelconque. 

173.  Lorsque  Thyperbole  est  rapportee  a  deux  diametres 
conjugues ,  si  Ton  veut  lui  mener  une  tangente  par  un  point 
exterieur,  on  operera  comme  pour  I'ellipse ,  et  on  sera  con- 
duit au  theorime  suivant : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  donnee,  on  mene  deux 
tangentes  a  une  hyperbole  y  et  quon  joigne  les  points  de 
contact,  on  aura  des  secantes  qui  viendront  ^  toutes,  se 
couper  en  un  meme  point  situe  sur  le  diametre  conjugue 
de  celui  qui  est  parallele  a  la  droite  donnee. 

La  r^ciproque  de  ce  th^r^me  est  vraie  \  c'est-a-dire  que  : 
Si  par  un  point  donne  sur  le  plan  d*une  hyperbole ,  on 
tire  differentes  secantes ,  et  que  par  les  points  oil  chaque 
secante  rencontre  la  courbcj  on  mene  deux  tangentes^  le 
lieu  des  points  d'intepection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises 
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deux  h  deux,  sera  une  droite  parallele  au  diametre  con- 
jugue  de  celui  qui  passe  par  le  point  donne. 

174.  L'equation  a'»j*—  i'«x»==  —  a'«  4'«  fait  voir  que 
pour  ddcrire  une  hyperbole  quand  on  connait  deux  dia- 
metres  coujugues,  et  Tangle  qu  ils  font  entre  eux,ilfaut 
decrire  une  hyperbole  sur  ces  diamitres  consid^r^s  comme 
axes ,  et  incliner  ensuite  les  ordonnees  sous  Tangle  connu  ,• 
sans  changer  leurs  grandeurs. 

Des  asymptotes, 

175.  DeTequation 


on  tire 


j-^'    / 7 


Si,  d^apres  la  r6gle  donn^  pour  obtenir  les  ^uations  des 
asymptotes,  on  prend  la  racine  carr^e  du  premier  des  deux 
termes  places  sous  le  radical ,  on  aura  les  deux  equations 

b'  b' 

r  =  ^^,    r  =  -^- 

On  Voit  par  la  que  le&  asymptotes  coincident  avec  les  limites 
des  tangentes ,  et  qu'elles  ne  sont  autre  chose  que  les  dia- 
gonals du  paralldogramme  DED'E'  (Jig.  96)  forme  sur 
deux  diametres  conjugues  quelconques  BB',  GG'.  II  est  evi- 
dent qu'elles  sont  aussi  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes. 

Les  c6tes  DE,  D'E',  menes  par  les  extremitos  du  dia- 
metre BB',  sont  tangents  a  Thyperbole;  de  plus, 

BD  =  BE  =  b'. 

Done ,  la  portion  de  tangente  comprise  entre  les  asymptotes 
a  son  milieu  au  point  de  contact,  et  elle  represente,  en 

'7 
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direction  et  en  grandeur,  le  diami&tre  conjugue  de  celui  qui 
passe  par  ce  mdme  point  de  contact. 

Cette  propriete  fournit  le  moyen  de  mener  une  tangente 
en  un  point  B  de  Fhyperbole  quand  on  connait  les  asymp- 
totes. En  effet,  si  I'on  m^ne  une  ptrallele  BK  a  I'asymptote 
AE,  et  qu'on  prenne  KD  =  AK,  eH  joignant  le  point  D 
au  point  B,  on  obtiendra  la  tangente  detaandee. 

On  peut  aussi,  lorsqu'on  donne  un  diametre  BAB'  qui 
rencontre  la  courbe,  determiner  son  conjugue  :  a  cet  effet, 
on  mine  la  tangente  DE  par  Tune  des  extremites,  B,  de  ce 
diamitre,  puis,  par  le  centre,  on  conduit  la  parallele  GG'  a 
DE,  et  I'on  prend 

AG  =  AG'  =  BD. 

Au  reste,  cette  proposition  relative  a  la  tangente  n'est 
qu'un  cas  particulier  du  theorime  suivant : 

Les  parties  (Tune  secante  quelconque,  comprises  enlre 
rhyperbote  et  ses  asymptotes,  sont  egales  entre  elles. 

SoitNN'  {fig*  96)  une  secante  quelconque*,  si  I'on  joint 
le  milieu  I  de  la  corde  MM'  avec  le  centre ,  on  aura  un 
diametre  de  la  courbe. 

En  supposant  que  ce  diametre  rencontre  Fhyperbole  en  B 
et  B',  le  conjugue  sera  dirig^  suivant  la  parallele  AY  a  la 
secante.  Si  Ton  mene  la  tangente  DE  au  point  B,  comme 
BD  =  BE ,  le  triangle  ANN'  donnera 

IN  =  IN'. 
Par  suite , 

IN  —  IM  =  IN'  —  IM', 
d^oii 

MN=:M'N'. 

La  demonstration  ne  presenterait  pas  plus  de  difficulte  si 
le  premier  diametre  ne  rencontrait  pas  Thyperbole. 

On  d^duit  de  ce.  qui  precede  un  moyen  de  decrire  une 
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hyperbole  quaud  on  coiniait  les  asymptotes  et  uii  point  M 
de  la  courbe. 

On  m^ne  par  ce  point  une  secante  quelconque  NMN' 
que  Ton  termine  aux  asymptotes.  En  prenant  N'M '=  NM, 
le  point  M'  appartient  a  la  courbe.  On  trouve ,  de  cette 
maniere,  autant  de  points  qu'on  le  veut. 

Pour  la  construction ,  il  est  plus  commode  de  ne  pas  me- 
ner  toutes  les  lignes  par  un  seul  point  M,  et  de  faire  servir 
quelques-uns  de  ceux  qu'on  determine.  On  ^vite,  ainsi, 
la  confusion  qui  r^sulte  d'un  grand  nombre  de  lignes  pas- 
sant par  le  m^me  point. 

On  peut  employer  le  m^me  procede ,  quand  on  connait 
deux  diam^tres  conjugu^s ,  puisqu'on  peut  tracer  les  asymp- 
totes et  qu'on  a  deux  points  de  la  courbe. 

176.  L'equation  de  Thyperbole  rapportee  aux  diamitres 
conjugues  BB',  GG'  (Jig.  g6)  ^tant 

celle  de  I'asymplole  AN  sera 

b' 

Si  Ton  d^signe  par  j-  et  Y  les  ordonnees  de  la  courbe  et  de 
la  droite  qui  correspondent  a  la  m^me  abscisse  AI ,  on  aura 

b"x^       b'^  , 

Or, 

Y  —  7  =  NI  —  MI  =  MN, 
et 

Y  -f-r  =  NI  -4-  MI  =  N'l  H-  MI  =r  MN'. 

Done,  entre  les  segments  MN,  M]N'  de  la  secante  NN', 

on  a 

MN  X  MN'=:  Y^  —  7^=  b'\ 

II  est  clair  que  si  la  secante  ^tait  parall^le  au  diam^tre  *ia\ 

»7- 
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on  trouverait  de  meme 

DOxD'0=:fl^ 

Par  consequent ,  lorsquune  secante  a  V hyperbole  est 
paraUele  a  tin  diametrey  le  rectangle  des  parties  de  cette 
secante  comprises  entre  un  point  de  la  courbe  et  les  asymp-- 
totes  est  egal  au  carre  de  la  moitie  de  ce  diametre.  On  de- 
duit  de  la  un  moyen  de  trouver  deux  diamitres  conjugues 
quand  on  connait  la  direction  de  I'un  d'eux  AY,  les  asymp- 
totes et  un  point  de  la  courbe. 

Par  le  point  donne  M ,  on  mine ,  entre  les  asymptotes ,  la 
ligiie  NMN'  parallile  a  AY ;  et  le  demi-diamelre  AG  est 
moyen  proportionnel  entre  MN  et  MN'. 

Apris  avoir  trouve  AG,  on  mene  la  ligne  indefinie  AX, 
par  le  centre  A,  et  par  le  milieu  I  de  NN'-,  on  conduit  pa- 
rallilement  a  AX  la  droite  GD  coupant  Tasymptote  AN 
en  D.  Enfin,  on  mine  parallelement  a 'AG  la  droite  DB, 
qu'on  termine  a  AX  en  Bj  AB  est  le  demi-diametre  con- 
jugue  de  AG. 

La  meme  propriete  pent  servir  a  determiner  les  axes 
quand  on  connait  deux  diamitres  conjugues  ]  car,  on  a  un 
point  de  la  courbe,  on  peut  tracer  les  asymptotes  et  avoir  la 
direction  des  axes  en  divisant  en  parties  egales  les  angles  des 
asymptotes.  Le  reste  de  la  solution  n'offre  aucune  difficulte- 

177.  En  menant  par  le  point  B  (Jig*  96)  les  paralleles  BL, 
BK,  aux  asymptotes ,  les  deux  triangles  BAL,  BAK  ,  sont 
egaux.  Les  triangles  BAL ,  BLE ,  sont  equivalents ,  puisque 
AL  =  LE.  Done  le  parallelogramme  BLAK  est  equivalent 
au  triangle  AEB.  Or,  ce  dernier  triangle  est  la  huitieme 
partie  du  parallelogramme  DED'E',  dont  la  surface  est 
constaute  quelle  que  soit  la  position  du  point  B.  Par  conse- 
quent, I'aire  du  parallelogramme  forme  par  les  asymp- 
totes  de  rhyperbole  et  par  les  paralleles  menees  a  ces 
droiteSy  d'un  point  quelconque  de  la  courbe ,  est  constante. 
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€t  egale  a  la  hiuticme  partie  du  parallelogramme  des  dia" 
metres  conjugues^  on  du  rectangle  des  axes, 

V hyperbole  rapportee  a  ses  asymptotes, 

178.  En  prenant  pour  axe  des  abscisses  I'asymptote  in- 
ferieure  X'AX  {fig,  97),  et  pour  axe  des  ordonnees  Ta- 
symptote  sup^rieure  Y'AY,  si  d'un  point  quelconque  M  dc 
la  courbe  on  mine  les  coordonnees  MP,  ML ,  le  parallelo- 
gramme APML  aura  pour  surface  ay  sin  9 ,  en  nommant  6 
Tangle  des  asymptotes  -,  or,  ce  parallelogramme  est  ^uiva- 

lent  a  —  (n°  177) ;  on  a  done  pour  equation  de  I'hyperbole 

rapportee  aux  asymptotes , 

,    ^       ab  ab 

jty  sm  9  =  —  J     ou     xy  =: 


2  2  sin  0 

On  pent  cxprimcr  sin  6  en  fonction  des  axes.  En  eilet ,  si  a 
Textr^mite  B  de  Taxe  transverse  on  elive  la  pcrpendicu- 
iaire  BD  terminee  a  I'asymplote  Y'AY,  celte  perpendicu* 
laire  sera  egalc  a  6  -,  Ic  triangle  rectangle  ABD  donnera 

sin  -  0  =      ■  >       cos  -  0  =   -- — : r  i 


ct  comme 


on  obtiendra 


et,  par  suite ^ 


sin  0  ^  2  sm  -  0  .  cos  -  0 , 
2  2 


2  Sin  0  =  -T7-T,  > 


a' 


On  pcut  voir,  par  la  forme  dc  requalion  qu'on  vient  dc 
trouvcr,  que  Ics  axes  des  coordonnees  sonl  Ics  asymptotes 
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de  la  courbe;  car  on  tire  de  cette  equation 


et  Ton  reconnait  qu'en  faisant  croilre  x  jusqu'a  ±co  ^  jr 
decroit  jusqu'a  zero.  II  en  est  de  m^me  de  la  valeur  de  x 
deduite  de  celle  de  y. 

Lorsqu'on  veut  trouver  Tequation  de  I'hyperbole  rap- 
portee  aux  asymptotes  en  partant  de  1' equation  aux  axes  ; 

(i)  a'/'—  b'x'=  —  aH', 

il  faut  employer  les  forn^ules 

.^  =r  x'  COS  a  -h  j'  COS  a',     /  =  a:'  sin  ot  -f-  / '  sin  a'. 

On  doit  determiner  les  valeurs  de  sin  a. ,  cos  a ,  sin  a',  cos  a\ 
qui  conviennent  aux  axes  qu'on  a  choisis.  Or,  si  Ton  compte 
toujours  les  x'  sur  Tasymptote  inf^rieure  AX  {Jig»  97)  et 
lesj^'  sur  Pasymptote  superieure  AY,  Tangle  a'  sera  YAXi, 
et  Tangle  a  aura  pour  valeur  36o*^ — «'.  En  ^levant  au 
point  6  la  perpendiculaire  BD  ^gale  a  i ,  le  point  D  serg 
sur  r asymptote  AY,  et  Ton  aura 

•      ,  b  a 

sin  a  =  ■  >      cos  a:  =  ■  9 

b  .  a 


sin  a  =  —  sin  «'  = ==:  >       cos  a  =  cos  a  = 


v/a*+  b^  sla^-\-  b' 

Les  formules  qui  seryiront  a  passer  des  axes  aux  asymptotes 
seront 

)/a^  4-  b'  sja^  +  b^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (i)  et  supprimant  les 

accents ,  il  viendra 

a"  -4-  ^' 

equation  deThyperbolc  rapporlee  aux  asyniptoles. 
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Le  carre  ^gal  a  — . —  est  nomme  puissance  de  Fhyper- 
bole.  Si  Ton  represente  ce  carre  par  m',  requation  devient 

xy  =  «'. 
479.  De  requation  precedente 

on  peut  revenir  a  T^uation  de  la  courbe  rapportee  aux 
axes.  Pour  r^soudre  la  question,  on  emploie  les  formules 

x'sin(0  —  a) — j'cos($  —  «)  x'sina  4- j'cosa  ^ 

X  —     ; — J       Y  _  : — I 

smd  sinO 

B  etant  Tangle  des  asymptotes,  et  a  Tangle  que  le  nouvel 
axe  des  x  fait  avec  le  premier.  Les  valeurs  de  x  et  de  ^ 
€tant  portees  dans  F^quation  (i) ,  conduisent  k 

I      ^' sin  a  sin(0  —  a) 
-f- a:'/' [cos a  sin  (0  —  a)  —  sin  a  cos  (0  —  a)] 
—  j"cosa  cos(0  —  «)  =  /w'sin'9. 

Pour  que  les  nouveaux  axes  soient  ceux  de  Thyperbole ,  il 
faut  que  le  terme  en  x'y  disparaisse.  En  ^galant  k  zero  le 
coefficient  de  ce  terme  qui  renferme  Tangle  ind^termin^  a  , 
on  a 

cos  a  sin  (G  —  a)  —  sinacos(0  —  oc)  =  o, 
ou 

sin(0  —  2  a)  =  o, 

equation  de  laquelle  on  deduit 

a  =  -. 
2 

L'^uation  (2)  devient  alors 

0         .0 


(3)  « '  sin» y  cos'  -  =  nO  sin^  G 

2  2 
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Pour  determiner  les  grandeurs  des  axes ,  on  fera  successi- 
vement 


cequi  donnera 


jr'=o,     j:'=o, 


ou 


HI*  sin' 0  ,  m^sin^B 

*    -  9    '  ^    -  ,9    ' 

sm'  -  cos'  - 

2  a 


B  B 

a:'' =  4 'w' cos' —  >       r''=  —  i/w'sin' -  > 

en  rempla^ant  sin  6  par  2  sin  -  cos  -• 
Si  Ton  fait 

f 

Q  .9 

4  /w'  cos'  -  =  «'      et     —  4  "'*  *i^'  ~  =  —  ^'f 

2  2 


on  obtiendra 


,9  £1'  .0  ^' 

cos'  -  =  -s — ; ,     sm'  -  =  7 — ■  •, 
2        4^^'  2       4^" 


en  mettant  ces  valeurs  dans  Tequation  (3)  et  en  observant 

que 

,  9  Q 

sin'  9  =  4  sin'  -  cos'  -  , 

2  2 

on  trouvera  facilement 

a'jr'—  ^'a:'=  —  a' 6', 

(^nation  de  Phyperbole  rapport^e  a  son  centre  et  a  ses 
axes. 

180.  Si  Ton  designe  par  x^^  y\  les  coordonnees  d'un 
point  donne  M*(/igr.  97)  de  la  courbe,  I'^quation  d'une 
s^cante  quelconque  SMM',  passant  par  ce  point  et  par  un 
point  M'  ayant  pour  coordonnees  x",  y^\  sera  de  la  forme 

liCS  equations  qui  exprimcnt  que  les  deux  points  appar- 
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tiennent  a  la  courbe  sont 

en  les  retranchant  Tune  de  1' autre,  il  vient 

X*  y'  -^  x"  y"  =  o , 
ou 

d'ou  Ton  tire 

x'  —  x"  ""•        x'' 
Ce  qui  donne  pour  Fequation  de  la  secante  : 

(l)  ^-.^'=--LJ(x~4?'). 

X 

Si  Ton  veut  que  cette  ligne  devienne  tangente ,  on  fera 


et  Ton  aura 


jr"=r',    x"  =  x\ 


jr-r'  =  ~j'(^-*'), 


equation  qui  revienta 

(2)  x' y -\- y' x -=.  TL  th\ 

lorsqu^on  fait  disparaitre  le  d^nominateur  x\  et  qu'on  rem- 
place  2  x^ y*  par  2  m*. 

En  faisant  j^  =  o,  dans  Tequationf^)  de  la  tangente, 
on  trouve 

x  =  AT'=:— ^=:2a/=2AP. 

On  voit  par  la:  1°.  que  la  sous-tangente  PT'  est  dgale  a 
Tabscisse  AP  du  point  de  contact ;  2°.  que  la  portion  TT'de 
tangente  comprise  cntre  les  asymptotes  est  divisec  en  deux 
parties  egales  au  point  dc  tangcncc.  (Proposition  connuc, 

nM75.) 
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Revenons  a  Fequation  (i)  de  la  secante,  et  faisons  j*  =  o, 
nous  aureus 

r'v'  si"  y" 

o:  -  07'=  PS'  =  -4-  =  ^-V  =  ^"  =  AP'. 

y  r 

Si  ron  mene  ML  parallile  a  AX,  les  triangles  S'M'P', 
MLS  seront  egaux^  et  Ton  en  deduira 

M'S'=MS; 

resultat  d^ja  trouve  (n^  175)*, 

181.  Prenons  le  diametre  quelconque  D'AD  (^g^.  98), 
et  menons  les  deux  cordes  suppl^mentaires  MD,  MD'. 
Soient  y\  .r',  les  coordonnees  de  I'extr^mit^  D5  celles  de 
I'autre  extr^mite  D'  seront  — y',  —  x' ,  En  nommant  y,  x^ 
les  coordonnees  du  point  M ,  les  coefficients  angulaires  a , 
a'  des  cordes  MD,  MD',  seront  respectivement 

a  —  T  J      a  = J* 

X  —  XT  x-^x 

On  aura  de  plus 

xy=zm}^     x!  y'  ^s,m^\ 

d'ou  Ton  tire  successivement 


y       ^'      y  —  y' ^  —  X 


xy  =  X  Y\        -7  =  —  5         ;   =  — , 


y—y'  _  y-^y' ^    /r— r'\_.      /r+r'\ 

x^  —  X         X  -^  x'         \x  —  «'/  \x  -i-  a/  J 

Done, 


a  =  —  a'  ; 


c'est-a-dire  que  les  coefficients  d'inclinaison  de  deux  cordes 
supplementaires  de  rhyperbole  rapportee  a  ses  asymptotes 
sont  egaux  et  de  signes  contraires, 

182.  En  representant  toujours  par  jc',  y\  les  coordon- 
nees du  point  de  contact ,  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 


r 
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genie  esl  —  —,  t  et  celui  du  diametre  meiie  au  point  de 
contact  est  ~  *,  si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  la  formule 


(a'  —  a)sinO 

*"^     ""  1  -t-  afl'  -f-  («  -h  «')  cos  0  ' 


on  aura  (fig.  97) 

—  27' sin  0 


a/  _  ^  ^y  •a?'  sin  0  __  —2/11'  sin  Q 

777-  —      x''-7'*       ■"       „      i/J^ 


tang  AMT'  = 7-—  = i^ ; =  7-  > 

,^Z!1  ^"-y''  y.-'£ 


en   remplacant  j*'*  par  -jj;donc, 


tangAMT'  = 


2;w*x"  sinG 
x'<  —  //!• 


Pour  trouver  les  points  de  Thyperbole  oil  1' angle  AMT'  est 
droit,  on  fait 

x'*  —  /«♦  =  o ; 

les  valeurs  reelles  de  x'  sont  db  m ,  et  celles  de  j'  sont 
aussi  +  m.  Ces  coordonnees  determinent  les  deux  sommets 
de  rhyperbole. 

183.  Selon  qu'un  point  est  sur  F  hyperbole ,  hors  de  I'hy- 
perbole,  ou  dans  Fhyperbole,  la  quantite  m"  —  a^  est 
nuUe,  positive  ou  negative;  la  r^ciproque  est  vraie.  En 
effet : 

i^.  Quand  le  point  est  sur  la  courbe ,  /»* —  xy  =  o  5 
2**.  Quand  le  point  est  hors  de  la  courbe ,  en  N  [fig'  98) 
par  exemple,  Tabscisse  AP  ^tant  ^gale  a  celle  du  point  M , 
el  Tordonnee  NP  etant  plus  petite  que  PM,  on  a 

//I* —  xy  ^  o. 

Si  le  point  etaii  silue  dans  Tun  des  angles  YAX',  Y'AX, 
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les  deux  coordonnees.seraieiit  de  signes  contraires,  et,  par 
suite,  w'  —  xy  serait  positif ; 

3*^.  Lorsque  le  point  est  dans  I'interieur  de  la  courbe, 
en  N',  Fordonnce  N'P  est  plus  grande  que  MP,  Tabscisse 
AP  est  celle  du  point  M ,  done 

/w' —  ^y  <^  o. 

184.  Si  Ton  veut  mener  une  tangente  par  un  point  exte- 
rieur  [x"^  j") ,  on  observera  qu'en  representaut  par  x'^  y\ 
les  coordonnees  du  point  de  contact ,  T^uation  de  la  tan- 
gente est 

Pour  obtenir  les  coordonnees  a:',  j^',  on  a  les  equations 

y"  x'-^x"  y'z=.7.m^^ 
X  y  :=z  m^. 

L'elimination  de  y'  entre  ces  deux  equations  conduit  a 


,  __  m^±  m  yjrri'—  x"  y 


r 


If 


Selon  que  m'  —  x^'  y"  est  positif ,  nul  ou  negatif,  les  va- 
leurs  de  x'  sont  reelles  et  inegales ,  reelles  et  ^gales ,  ou 
imaginaires  ^  et  le  point  [x"^  y")  est  hors  de  I'hyperbole, 
ou  sur  la  courbe,  ou  interieur.  Dans  le  premier  cas,  on 
pent  mener  deux  tangentes  \  dans  le  deuxieme ,  une  seule  ^ 
et  dans  le  troisi^me,  on  n'en  pent  mener  aucune. 

185.  En  prenant  toujours  Feqiiation  xy  =  m* ;  cu  desi- 
gnant  par  9  Tangle  des  asymptotes ,  et  par  x',  y'^  les  coor- 
donnees d'un  point  de  Thyperbole,  Tequation  de  la  nor- 
male  est 

,       jK^cos9  —  .r^ 
x'  cos  0  —  y   ^ 
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ou ,  en  remplacant  y'  par  sa  valeur  ~j  , 


^  _  w'  cos  0  —  x" 
•^  "^  -^  ""  a:'»cosO  — /w'  ^'*' ""  '*'  ^ 

On  pourra ,  d'apr^  ce  qui  precMe ,  determiner  les  normales 
qui  passent  par  un  point  ext^rieur  donne. 

Quadrature  de  Vhyperbole. 

186.  Considerons  d'abord  rh3^rbole  equilat&re  dont  la 
puissance  est  Tunite;  Tequation  de  la  courbe  rapportee  a 
ses  asymptotes  sera 

En  prenant  Tabscisse  AC  =  i  (fig*  99)9  et  unc  abscissc 
quelconque  AP  =  x^  nous  allons  evaluer  la  surface  BCPM 
comprise  entre  Fhyperbole ,  Tasympiote  AX ,  et  les  ordon- 
nees  BC ,  MP.  Apres  avoir  divis^  CP  en  un  nombrc  quel- 
conque de  parties,  elevons  aux  points  de  division  les  or- 
donnees  C'B',  C'B'',  etc.,  et  construisons  les  rectangles 
BCC'D,  B'C'C'D',  etc. 

Lorsque  les  distances  CC,  C'C",  etc.,  diminuent,  la 
somme  dcs  rectangles  va  en  dccroissant ,  et  se  rapprochc 
de  I'airc  BCMP  qui  est  la  limite  de  celtc  sommc  de  rectan- 
gles*, c'est  done  cette  limite  qu'il  faut  determiner. 

Les  abscisses 


AC, 

AC, 

Ma    ,  .   •  ■  , 

AP, 

etant  designees  par 

i> 

x; 

J.'" 

X, 

les  ordonnees  sont 

I 

1 

1 

• 

X 

a^O  CHAPITRE    DIXIEME. 

done  : 

rectangle  CBDC'=:  CC  X  CB  =  (^'  —  i)  X  i  =  (jf'  —  i), 

rectangle  C'B'D'C''=  C'C'X  C'B'=:  (.r"  — j:')  X;^  =  V  ~^' 


I         a;"' 


rectangle  C'B''D''C'''=C"C'''XC''B"=K-^")  X^=^  -i, 

et  ainsi  de  suite. 

Les  points  C,  C",  etc.,  pouvant  6tre  pris  tout  a  fait  arbi- 
trairement,  il  est  permis  de  supposer  les  abscisses  i ,  x'^ 
x",  x"\  etc^,  en  progression  geometrique 5  comme  le  pre- 
mier terme  est  i  et  le  second  x\  la  raison  sera  x'j  et  Ton 
aura 

De  sorte  que  si  Ton  suppose  qu'il  y  ait  n  divisions  de  C 
en  P,  on  a  pour  la  derniere  abscisse  x  :=  x'"^  et  tous  les 
rectangles  sont  ^gaux  a  a:' —  i . 

En  ajoutant  d'abord  les  deux  premiers,  ensuite  les  trois 
premiers,  puis  les  quatre  premiers,  et  procedant  toujours 
de  la  m^me  maniere ,  les  sommes  seront 

Alors ,  les  abscisses  etant 

les  espaces  rectangulaires  compris  entre  la  premiere  ordon- 
nee  CB  et  chacune  des  ordonnees  CB,  C'B',  etc.,  seront 

o,     (^'—0^     2(0:'— i),     3(^—1),...,     «(a;'— 1). 

On  ecrit  o  parce  que  Ton  considere  la  surface  comprise 
entre  BC  et  cette  ordonnee  elle-m^me. 

On  voit  que  les  abscisses  forment  une  progression  geo- 
metriquecommencant  par  Tunite,  et  les  aires  correspon- 
dantes ,  une  progression  arithmetique  qui  commence  par 
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zero.  U  resulte  de  la  que  les  aires  rectaiigulaires  comprises 
entre  BC  et  les  ordonn^es  BC,  B'C^,  etc.,  sont  les  loga- 
rithmes  des  abscisses  auxquelles  correspondent  ces  ordon- 
nees. 

Cette  proposition  ^tant  independante  du  nombre  des  di- 
visions faites  sur  CP,  doit  ^tre  vraie  dans  le  cas  ou  ce 
nombre  est  infini;  c*est-a-dire  dans  le  cas  ou,  aulieude 
passer  du  point  C  au  point  P  par  un  nombre  iini  d' abscisses, 
on  passerait  par  toutes  les  abscisses  interm^diaires.  Mais, 
comme  alors  les  aires  rectangulaires  ne  seraient  autre  chose 
que  les  aires  hyperboliques ,  comprises  entre  CB  et  les  or- 
donnees  correspondantes  a  ces  abscisses,  on  est  conduit  au 
theoreme  suivant : 

Les  aires  hyperboliques  telles  que  BCMP,  sont  les  loga- 
nthmes  des  abscisses  correspondantes  AP. 

II  faut  actuellement  determiner  la  base  du  systime  dans 
lequel  se  prennent  ces  logarithmes  \  ce  qui  revient  a  trou- 
ver  un  nombre  tel ,  qu'en  I'elevant  a  la  puissance  marquee 
par  Tune  de  ces  aires ,  on  ait  pour  r^sultat  Tabscisse  corres- 
pondante. 

Si  Ton  reprend>  dans  les  progressions  pr^c^entes,  les 
termes  correspondanls  x  eln{x' — '  i) ,  dont  le  second  re- 
presente  la  somme  des  rectangles  compris  entre  BC  et  MP, 
en  faisant  n  =  oo  ,  cette  somme  doit  devenir  ^gale  a  Tespace 
hyperbolique  BCMP.  On  posera  done 

(l)  E"(''"*^=^,      ou      E"(v'*'~')=:j:, 

et  Ton  cberchera  la  valeur  de  E  qui  repond  a  la  valeur 
/I  =  00  .  On  aura  de  cette  mani^re  la  base  demandee. 

Cette  valeur  de  E  devant  6tre  independante  de  a:,  on 
choisira  pour  x  la  valeur  qui  rend  Texposant  de  E  egal  a  i , 
lorsqu'on  fait  y/  =  oo  .  Or,  1  equation 

«(j^;c  — i)  =  1, 
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donnc 

(2)  ^=(i-|-i); 


n 


en  devcloppant  cette  puissance ,  on  obtient 

'=-T(i)-(T)(^)(-:y 

\2         2/1/  \2         2/1/    \3         3/1 

^Va""!^/  \3~3^)  V?""^^)  "^•••• 

On  demontre  en  algebre  que  ceite  valeur  de  x ,  lorsque  n 
augmente  indefiniment,  se  rapproche  de  plus  en  plus  de 


III  I 


(3)  a7=r  2H j -H 5~7H".  .  . -f 5-7 1 

2  2.0  2.0.4  2.0.4-'-'2 

et  qu  on  pent  donner  a  n  une  valeur  assez  grande  pour  que 
la  difference  des  valeurs  de  x  determinees  par  les  for- 
mules  ( 2)  et  (3)  devienne  moindreque  tout  nombre  donne, 
quelque  petit  qu'il  soit.  Par  consequent ,  x  e3t  la  limite  de 
la  serie  convergente  representee  par  le  second  membre  de 
r^quation  (3)  5  cette  limite  comprise  entre  2  et  3  a  une  va- 
leur incommensurable  qui  peut  ^tre  obtenue  a  tel  degre 
d'approximation  qu'on  voudra  *,  on  la  repr^sentepar  e ,  ainsi 
c'est  le  nombre  e  qui  est  la  base  du  systeme  dans  lequel  il 
faut  prendre  les  logarithmes  des  abscisses  AP  pour  avoir 
les  aires  hyperboliques  telles  que  BCPM. 

Ces  logarithmes  sont  ceux  que  N^per,  inventeur  des  lo- 
garithmes, considera  d^abord^  et  on  leur  donne,  pour  cette 
raison ,  le  nom  de,  neperiens.  Nous  les  designerons  par  la 
leltre  /,  et  nous  ecrirons  consequemment 

aire  BCPM  =  Lr, 
La  formule  precedente  donne  aussi  les  aires  qui  repon- 
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deal  aux  abscisses  moiudres  que  AC ,  pourvu  que  Ton  re- 
garde  comme  negatives  tes  aires  qui,  comme  HCBG,  sout 
situees  a  gauche  de  BC.  En  eflet,  si  Ton  meue  les  perpen- 
dicul aires  BL,  GK  sur  AY,  on  aura 

BGKL  =  ly, 

puisque  tout  est  semblable  pour  chaque  asymptote.  Or^ 

BGHC  =  BLAG  H-  BGKL  —  KGHA ; 

et,  a  cause  de  j^  =  i ,  on  a 

BLAG  =  KGHA ; 
done, 

BGHC  =  BGKL  =  log/  =  log  i  =  —  log^r. 

On  n'a  considere  jusqu'a  present  que  Thyperbole  equi- 
latere  representee  par  Tequation 

x/  =  1. 

Supposons  g^n^ralement  que  les  asymptotes  fassent  entre 
elles  un angle  YAX egal  0  {fig-  ^oo),  et  qu'on  ait  lequation 

sey  =  w\ 

Apres  avoir  mene  AY'  perpendiculaire  sur  AX ,  conce- 
vons  qu'on  ait  d^crit,  en  prenant  les  asymptotes  rectangu- 
laires  AX,  AY',  I'hyperbole  equilaterc  qui  a  pour  equation 

Soient  AC  =  i  et  AP  =  j:  5  si  Ton  mene  les  ordonnees  cor- 
respondantes  des  deux  hyperboles ,  et  si  Ton  represente  par 
S  et  5  les  surfaces  BCPM,  B'CPM',  on  demontrera  facile- 
ment,  par  un  raisonnement  semblable  a  celui  du  n*^  142 
(page  225),  que 

_  :^ ,     d  ou     S  =.  T/i'  sm  0 .  Ix. 

S  I 

U  est  permis  de  regarder  la  surface  S  comme  etant  le 
logarithme  de  jr,  mais  il  faut  alors  prendre  les  logaiiihmes 
dans  un  sysi^me  qui  aurait  pour  module  /7/^sin^. 
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CHAPITRE  ONZIEME. 

D£  LA  PARABOLE. 


Parabole  rapportee  a  son  axe, 

187.  En  prenant  des  axes  rectangulaires  et  en  execu- 
tant une  double  transformation  de  coordonnees ,  on  a  vu 
(n*^  99)  que  Tequation  d'une  parabole  peut  toujours  se  ra- 
mener  k  la  forme 

(i)  j'»=2/;x. 

Dans  Texamen  des  propriet^s  de  cette  courbe ,  il  est  permis 
de  supposer  p  positif ;  car,  si  I'on  avait 

il  suffirait  de  compter  dans  un  sens  oppose  les  x  positifs, 
pour  cbanger  cette  equation  en 

^*=:  7.px. 

On  Toit  immediatement ,  par  cette  equation,  que  Tori- 
gine  est  un  point  de  la  courbe ,  puisque  x  =  o  donnej^= Or 
La  m&me  equation  prouve  encore  que  la  ligne  des  x  est 
un  axe  de  la  courbe  \  car,  pour  cbaque  abscisse  on  a  deux 
ordonnees  ^gales  et  de  signes  contraires,  et  les  coordon- 
nees sont  rectangulaires.  Get  axe  est  le  seul  qui  existe  dan» 
la  parabole. 

L'equation  (i)  couduisant  ky  =z±  sj^px^  on  reconnait 
sur-le-champ  que  la  courbe  ne  s'etend  pas  du  c6te  des  x 
negatifs,  puisque  x  negatif  rend  y  imaginaire.  Si  x  aug- 
mente  de  z^ro  a  -|-  oo  ,  y  croit  aussi  jusqu'a  dz  oo  5  done,  la 


DE   LA    PARABOLE.  2^5 

parabole  s'^tend  a  partir  de  Torigine  jusqu'a  Tinfini  ^  d'une 
maniere  symetrique  au-dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des  x* 
On  salt d^jJL  qu*elle  doit  toujours  ^tre  concave  vers  cet  axe, 
comme  I'mdique  \9ifig*  loi. 

La  parabole  n'a  qu'un  sommet  qui  est  le  point  A 
{fig*  loi)  ou  elle  est  rencontree  par  son  axe  Le  coefficient , 
2p  de  x,  par  lequel  une  parabole  difiere  d'une  autre  pa- 
rabole, est  nomm^  parametre.  D^apr^  1  equation  de  la 
courbe,  le  rapport  du  carr^  de  I'ordonn^e  k  Tabscisse  cor- 
respondante  etant  constant ,  il  en  r^sulte  que  dans  la  pd^ 
rahole  les  carres  des  ordonnees  perpendiculaires  h  Vaxe 
sont  cntre  eux  comme  les  distances  du  sommet  aux  pieds 
de  ces  ordonnees. 

188.  Lorsqu'un  point  est  sur  la  parabole ,  on  a  entre  ses 
coordonn^s  la  relation  j-' —  a  par  ==  o.  Si  I'on  prend  un 
point  exterieur  H  (fig*  loi),  etqu'on  mene  sur  AX  la  per- 
pendiculaire  HP,  qui  rencontre  la  parabole  en  M,  Tor* 
donnee  du  point  H  ^tant  plus  grande  que  celle  du  point  M , 
on  devra  avoir 

j»— 2/>j:>o. 

On  demontrerait  de  la  mdme  maniere  que  pour  un  point 
interieur  H',  on  a 

X"^  —  %px  <C,  o. 
On  a  done 

7'— 2/7jrr=o, 
sur  la  parabole ; 

hors  de  la  parabole  ] 

/'— 2/>a:<o, 
dans  la  parabole. 

189.  L'equation,  j*=:  ^px^  de  la  parabole  permet  de 
decrire  la  courbe  de  la  maniere  suivante  :  Apres  avoir  pris 
une  abscisse  AP  [fig.  loi) ,  on  porte  a  gauche  du  sommet, 

xS, 


2y6  chApitre  oiszieme. 

sur  I'axe ,  une  longueur  AG  =  cip]  sur  GP  comme  dia- 
mitre,  on  decrit  une  demi-circonference  qui  rencontre 
I'axe  AY  au  point  D.  On  ^14ve  au  point  P  I'ordonnee  PM 
qu  on  termine  a  la  droite  DM  parallele  a  AX.  Le  point  M 
appartient  a  la  parabole.  En  effet ,  on  a  par  construction  : 

PM  =  AD,     Ad'=AGxAP, 

et ,  par  consequent , 

PM  =  2/?.AP. 

190.  On  a  vu  que,  dans  le  cas  ou  I'equation  du  second 
degr<S  represente  une  courbe ,  cette  courbe  a  un  centre  de- 
termine par  les  equations 

2A6-f-Ba-+-D  =  o,     2C«  +  B^-f-E  =  a, 

si  B*  —  4  AC  est  different  de  zero.  Mais ,  lorsque  B'  —  4  AC 
est  egal  a  zero,  le  centre  e^t  situe  a  Tinfini.  Nous  allons 
faire  voir  directement  qu'on  pent  regarder  la  parabole 
comme  une  ellipse ,  ou  une  hyperbole ,  dont  le  grand  axe , 
ou  Taxe  transverse ,  est  infiniment  allonge. 

Prenons  I'equation  j^'  =  ~  {2  ax  —  x^) ,  d'une  ellipse 

dont  un  des  sommets  A  {fig.  102)  est  a  Torigine.  La  distance 


P 
2 
aurons 


AF  egale  a — \/a*  —  i*.  Appelons  -  cette  distance ,  nous 


P  _ 


^  =a  — \/«»  —  7»% 


2 
Equation  d'ou  Ton  tire 

b'z=zap-^^r 
4 

et ,  par  consequent , 

Actuellement ,  si  Ton  suppose  que  les  points  A ,  F,  restant 
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fixes,  Taxe  2  a  augmeiile,  on  trouvera  line  suite  d^ellipses 
dont  les  ordonnees  tendront  vers  celles  de  la  parabolc  SAS' 
{fig'  102),  representee  par  1  equation 

puisque  les  termes  ^>  —  >  convergeront  vers  zero.  Done, 

la  parabole  SAS'  est  la  limite  des  ellipses  qui  ont  un  memc 
sommet  A ,  et  un  m&me  foyer  F. 

Si  Ton  construit  de  m£mc  une  suite  d^hyperboles  ayant 
A  pour  sommet  et  F  pour  foyer,  et  dont  le  centre ,  situe 
du  c6te  des  abscisses  negatives ,  s'eloigue  de  plus  en  plus 
de  I'origine,  on  trouvera  encore  que  ces  hyperboles  ont 
pour  limite  la  parabole  SAS'. 

On  pourra  done  dire  que  la  parabole  est  une  ellipse ,  ou 
une  hyperbole ,  dont  le  grand  axe ,  ou  Taxe  transverse ,  est 
infini. 

Du  foyer  et  de  la  direct  rice. 

191 .  Les  coordonnees  etant  rectangulaires ,  et  Tequation 
de  la  parabole  etant  j*=  2  px^  on  nomme ya;^er  un  point 
dont  la  distance  a  un  point  quelconque  de  la  parabole  est 
une  fonction  ratiounelle  de  I'abscisse  de  ce  dernier  point. 

Si  Ton  consid&re  une  suite  d'ellipses  ayant  un  sommet  A 
(fig.  102)  et  un  foyer  F  communs,  la  distance  de  ce  foyer 
a  un  point  quelconque  M ,  de  chacuue  de  ces  courbes ,  sera 
une  fonction  rationnelle  de  Tabscisse  OP  compile  a  par- 
tir  du  centre,  et  sera  aussi  une  fonction  rationnelle 
de  I'abscisse  AP  comptee  a  partir  du  sommet,  puisque 
OP=:AP  —  AO.  Or,  la  parabole  est  la  limite  de  toutes 
ces  ellipses^  la  distance  du  point  F  a  chaque  point  de  cette 
courbe  sera  done  une  fonction  rationnelle  de  Tabscisse- 
de  ce  point.  D'line  autre  part,   AF  est  representee  par 
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-?  et  le  parametre  de  la  parabole  est  2/; ;  cette  courbe  a  done 

un  foyer  situe  sur  son  axe  a  une  distance  du  sommet  egale 
au  quart  du  parametre. 

192.  Pour  deternainer  directement  le  foyer  de  la  para- 
bole, on  peut  operer  comme  pour  les  deux  autres  courbes. 
Designant  par  x\  y\  les  coordonn^es  du  foyer  demande*, 
par  jc,  y^  celles  d'un  point  quelconque  de  la  parabole,  et 
par  (J  la  distance  de  ces  deux  points ,  on  aura 

«J*  =  (^  — ^')^+(r-7')' 

•=:  x"^  —  2  ;r'  j;  -f-  o:''  4-  j'  —  '^  y'  y  -¥  y'^- 

De  I'equation  de  la  parabole ,  on  tire 
ce  qui  conduit  a 

^»  =  X' —  2  y  X  4- JC'* -h  2 /?J? -f-  2J^'  ^%  pX  -f-  ^". 

Done,  pour  que  5*  soit  une  fonction  rationnelle  de  :k:,  il 
fautque  j^'==  o;  supposition  qui  donpe 

^'  =  ^* —  ^x'  X  -h  x''-t-  IpX  =r  JP^-f-  2  (/?  —  x)x  -f-  x'^. 

Comme  3  doit  6tre  une  fonction  rationnelle  de  x,  il  faut 
qu'on  ait 

d'ou  Ton  tire 

2 

II  resulte  de  la  que  la  parabole  n'a  qu'un  foyer  situe  sur 
Taxe  a  une  distance  du  sommet ,  egale  au  quart  du  para- 
metre. 

193.  En  remplacant  x'  par  ~  ?  on  a 

5  =  07+^* 
2 
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Si  Ton  prend  AB  =  AF  =  -  (fig^  loi) ,  et  qu'ou  elive  BL 

perpendiculaire  sur  BX ,  le  point  F  sera  le  foyer  de  la  pa- 
rabole,  et  BL  en  sera  la  directrice.  Ensuite,  si  Ton  mene 
d'un  point  quelconque ,  M ,  de  cette  courbe ,  le  rayon  vec- 
teur  FM ,  et  les  perpendiculaires  MP,  MI  sur  AX  et  BL ,  on 
aura 

FM  =  a:  4-  -  =  AP  -f-  AB  =  ML 

D'ou  il  r^sulte  que  chaque  point  de  la  parabole  est  cgale- 
meat  eloigne  du  foyer  et  de  la  directrice. 

Quand  un  point  N  est  exterieur  a  la  parabole,  en  me- 
nant  NI,  perpendiculaire  a  la  directrice,  et  prolongeant  NI 
jusqu'a  sa  rencontre  M  avee  la  courbe ,  si  I'on  joint  le  foyer 
F  aux  points  M ,  N ;  on  aura 

NF-fNM>MF     et    MF=:  MI  =  NI  + KM; 
done 

NF-hNM>NH-NM,     ou     NF>Ni. 

Pour  un  point  interieur  N',  on  a 

N'F<N'M-4-MF. 

Or, 

N'M -4- MF=  N'M  4- MI  =  N'l ; 

par  consequent , 

N'F<N'L 

Done,  selon  quun  point  est  sur  la  parabole,  ou  hors 
de  la  courbe,  ou  interieur  ii  la  courbe,  sa  distance  aujoyer 
est  egalehsa  distance  h  la  directrice,  ou  plus  grande,  ou 
plus  petite, 

194.  On  pent  facilement  construire  une  parabole  dont 

on  connait  le  paramitre  2  p .  Apr^s  avoir  pris  AB  =  AF=  - 

ifiS'  loi) ,  on  mene  la  directrice  BL ,  et ,  par  un  point  quel- 
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conque  P  de  I'axe ,  on  eleve  la  perpendiculaire  PH  ^  puis , 
du  point  F  comme  centre ,  avec  BP  pour  rayon ,  on  decrit 
un  arc  de  cercle  qui  coupe  PH  aux  points  M  et  M'  ^  ces 
points  appartiennent  a  la  parabole ,  puisqu'ils  sont  dgale- 
ment  distants  du  foyer  F  et  de  la  directrice  BL. 

Pour  decrire  la  parabole  d'un  mouvement  continu ,  on 
place  contre  la  directrice  BL  une  equerre  mobile  EQR  ^ 
on  prend  un  fil  d'une  longueur  egale  a  QR ,  en  atta chant 
une  de  ses  extremites  en  R,  et  I'autre  au  foyer  F.  Si  Ton 
tend  ce  fil  par  le  moyen  d'un  style  applique  contre  QR ,  et 
si  Ton  fait  glisser  I'equerre  le  long  de  la  directrice,  le  style 
decrira  la  parabole.  Eu  efl'et,  on  aura  loujours 

d'oii 

FC  =  QC. 

Done,  le  point  C  appartient  a  la  parabole. 

195.  La  propriete  dont  jouit  la  parabole ,  d'avoir  chacuu 
de  ses  points  egalement  distant  du  foyer  et  de  la  directrice , 
caract^rise  cette  courbe.  Pour  le  prouver,  nous  resoudrons 
le  probleme  suivant : 

Trouper  une  courbe  telle  y  que  chacun  de  ses  points  soit 
egalement  distant  d^un  point  donne  F  et  d^une  droite 
donnee  BL  (fig.  loi). 

Menons  FBX  perpendiculaire  a  BL,  et,  par  le  point  A 
milieu  de  FB,  elevons  AY  perpendiculaire  a  AX.  La  courbe 
demandee  sera  symetrique  par  rapport  a  AX,  et  passera 
par  le  point  A.  Pour  cette  raison ,  nous  prendi'ons  les  lignes 
AX,  AY,  pour  axes  des  coordonnees.  Soient  M  un  point 
quelconque  de  la  courbe;  AP  son  abscisses  MP  son  ordon- 
riee.  Menons  la  perpendiculaire  MI  sur  BL ,  et  faisons 

AF=:^,     AP=:^,     MP=r. 
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jNous  auroiis 

Comme  il  faut  que  MF  =  MI ,  il  viendra 

d'oii  Ton  tire,  toutes  simplifications  faites , 

Nous'ferons  remarquer  que  cette  question  est  le  cas  du 
probleme  (n°  112,  page  180)  ou  Ton  suppose  m  =  n. 

De  la  tan  genie  et  de  la  normale. 

19(>.  En  menantunesecante  par  deux  points  ayant  pour 
coordoiinees  x',  y'\  x",  y",  Tdquation  de  cette  secante  sera 
de  la  forme 

X   —  X 

si  Ton  exprime  que  les  deux  points  sont  sur  la  courbe ,  en 
ecrivant 

on  aura  d'abord 


d'oi 


ou 


y—y"         ^p 


et,  par  suite, 

Y  —  y'  =  — ^^  (  x  —  xM 

pour  Tequation  de  la  secante. 

Lorsque  Ic  second  point  se  confond  avoc  \v.  premier,  on  a 

X    z=  X  ,      ^>     =z  y  5 
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la  secante  devient  tangente,  et  Ton  obtient  pour  Equation 
de  cette  derniere  droite, 

ou,  en  observant  que  j'^=  ipx'^ 

Si  Ton  double  les  deux  membres  de  cette  derniere  equa- 
tion ,  et  si  on  la  retranche  de  I'equationy'*  =  ^px'^  on  a 

en  ajoutant  j^  de  part  et  d'autre ,  il  vient 

La  quantitey* —  *ipx  restant  positive  pour  tous  les  points 
de  la  tangente ,  excepte  pour  celui  dont  Tordonn^e  est j^',  il 
en  r^sulte  que  tous  ces  points  sont  exterieurs  a  la  parabole. 
Si  Ton  repr^sente  par  a  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente, on  a 

y 

L'hypothesc  y'  =  0  donne 

a  =  00  ; 

« 

fionc ,  la  tangente  au  sommet  est  perpendiculaire  a  Taxe. 

Si  Ton  fait  croitre  y  jusqu'a  I'infini  positif ,  a  decroit 
jusqu'a  z^ro.  Done,  la  tangente  approche  de  plus  en  plus 
jde  devenir  parall&le  a  I'axe. 

197.  Pour  determiner  le  point  T  (fig*  io3)  ou  la  tan- 
gente rencontre  I'axe  des  jc,  il  faut  faire  y  =  o,  dans  1'^- 
quation  de  cette  ligne ,  ce  qui  donne 

X  III  I  ■"  """"  X  » 

On  voit  par  la  que  le  point  T  est  du  cbii  des  abscisses  ne- 
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gatives,  a  une  distance  ATdc  roriginc,  egalc  a  Tabscissc  AP 
du point  de  contact.  On  reconnait,  de  meme,  que  la  sous- 
tangente  PT  =  a  x'.  Done ,  dans  la  parabole,  la  sous^tan^ 
gente  est  double  de  rabscisse  du  point  de  tangence,  Ce 
qai  fournit  une  construction  simple  de  la  tangente. 

198.  Si  Ton  veut  mener  une  tangente  par  un  point  ex- 
terieur  ayant  pour  coordonn^s  x",  j-",  on  remarquera  que 
Fequation  de  la  ligne  cherch^e  «st 

x',  y\  etant  les  coordonnees  du  point  de  contact.  Pour  trou- 
ver  C€s  coordonnees ,  on  exprimera  :  i^.  que  le  point  x\  y\ 
est  sur  la  courbe;  3^.  que  la  tangente  passe  par  le  point 
qui  a  pour  coordonnees  x",  j^".  On  sera  conduit  aux  deux 
Equations 

y^  =  2/?x',  y y = />  (x'  -4-  x" ) , 

desquelles  on  tirera  facilement 

X^=:jrzr:\jr    — 2px  ,     x' z=. • 

Ces  valeurs  substitutes  dans  F^quation  y\y  =/;  (x  -f-  x') 
r^soudraient  le  probleme  propose. 

Lorsque  le  point  donne  est  hors  de  la  parabole ,  la  quan- 
tite  y^^-^^px"  est  positive,  et  les  deux  valeurs  de  j^' 
sont  reelles  et  inegales ,  ainsi  que  celles  de  x^  II  y  a  alors 
deux  tangentes. 

Quand  le  point  donne  est  sur  la  courbe ,  les  deux  valeurs 
de  x^  se  reduisent  i  une  seule ,  aussi  bien  que  celles  de  ;^', 
ct  il  n'y  a  plus  qu'une  seule  tangente. 

Enfin ,  quand  le  point  donne  est  interieur,  les  valeurs 
de  x'  et  de  j^'  etant  iraaginaires ,  il  n'existe  plus  de  tangente. 

199.  Chcrchons  Tcqualion  dc  la  normalc  a  la  parabole 
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au  point  dont  les  coordoniiees  sont  x\  j\  Celte  equation 
doit  eire  de  la  forme 

Et  9  commc  la  normale  est  perpendiculaire  a  la  taagente  ^ 
on  doit  avoir 


a  p 


a  =—  -  — , 


ce  qui  donne  pour  Tequation  demandee , 

r-/=-^(^-x'). 

En  faisant^  =  o  dans  cette  equation ,  et  en  prenant  la  ya- 
leur  de  j:  —  x',  on  trouve  pour  la  sous-normale  (fig>  io3), 

Done  5  dans  la  parabole  la  sous^normale  est  constante  et 
egale  h  la  moitie  du  parametre, 

200.  Proposons  -  nous  de  mener  une  normale  par  un 
point  N'  [fig*  io3)  donn^  sur  le  plan  de  la  courbe.  Soient 
x"^  j"^  les  coorjdonnees  de  ce  pointy  si  Ton  represente  par 
x\y ^  celles  du  point  de  contact,  on  sait  que  Fequation  de 
la  normale  est 

— y 

r 

II  s'agit  de  determiner  x\y' .  Pour  y  parvenir,  on  remar- 
quera  que  la  normale  devant  passer  par  le  point  N',  on  doit 
avoir 

et  commc  le  point  x',  y\  est  sur  la  courbe,  on  a  encore  la 
relation 

(2)  r^'^7=.ipx'. 


DE    LA    PAKABOLE.  285 

L'elimination  de  x'  entre  les  equations  (i)  et  (a)  conduit  a 

L'^uation  (3)  doit  avoir  une  racine  r^elle  de  m&me  signe 
que  j^'',  et  par  consequent  le  probleme  a  au  moins  une  solu- 
tion. 

Si  le  point  donn^  etait  sur  Faxe,  on  aurait 

r^uation  (3)  deviendrait  alors 

y»  -+-  2  /I  (/?  —  x" )  /  ==r  o ; 

elle  aurait  une  racine  nuUe,  a  laquelle  correspondrait  une 
valeur  nulie  pour  x'^  le  point  ainsi  determine  serait  le 
sommet  de  la  parabole ,  et ,  par  cons^uent ,  on  aurait  pour 
normale  Taxe  de  cette  courbe. 

En  divisant  la  derni^re  Equation  par  j^',  on  en  deduirait 
ensuite 

/=±v^2/>(;r"-/,)*. 

Si  la  difference  x" —  p  etait  positive,  on  aurait  deux  autres 
solutions  du  probleme. 

On  voit  facilement  que  quand  x" —  p  est  nuUe  ou  nega- 
tive, I'^quation  ne  foumit  que  la  premiere  solution  trou- 
vee;  c'est-a-dire  qu'on  ne  pent  mener  qu'une  seule  normale. 

En  regardant  x\y\  comme  des  variables  dans  les  equa- 
tions (i)  et  (2) ,  on  voit  que  la  seconde  represente  la  para- 
bole donnee ,  et  Tautre  une  hyperbole  passant  par  le  point 
N'.  L'equation  de  cette  hyperbole  revient  a 

^VH-O  —  Jr")/— /?/'==  o; 

la  courbe  a  pour  asymptotes  I'axe  des  x ,  et  une  parall^le  a 
Taxe  desj^  dont  T^quation  est 

x'  •=.  x"  —  p. 

La  construction  de  I'hyperbole  n'offre  aucune  difficulte, 
puisqu'on  a  les  asymptotes  et  un  point. 
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li€  nombre  des  solutions  du  probleme  propose  est  egal 
au  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes. 

201 .  Le  point  F  {fig»  io3 )  etant  le  foyer  de  la  parabole, 
on  a  vu  que  AF  =  -5  et  FM  =  j?  -i-  -•  Pour  la  tangente 
MT  au  point  M ,  >on  a  reconnu  que  AT  =  0:5  par  conse- 
quent, TF  =  a:  -h  ^  5  done  FM  =  TF,  et,  par  suite ,  Tangle 

TMF=FTM.  Ilresulte  de  la  que  dans  la  farabole,  la 
tangente  fait  des  angles  egaux  avee  I'axe ,  et  avec  le  rayon 
vecteur  mene  au  point  de  contact. 

En  menant  une  parallele  MK  a  Taxe ,  Tangle 

RMK  =  MTF  =  FMT. 

On  pent  done  encore  dire  que  la  tangente  fait  des  angles 
egaux  ai^ec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallele  a  Taxe , 
menee  par  le  point  de  contact. 

On  reconnait  ici  un  tbeor^me  analogue  a  celui  du  n^  124 , 
et  qui  devait  resulter  de  ce  que  la  parabole  est  une  ellipse 
dont  un  des  foyers  est  situe  a  Tinfini. 

On  deduit  de  ce  qui  precede  un  moyen  de  mener  une 
tangente  a  la  parabole  par  un  point  donne. 

Supposons  d'abord  que  ce  point  soit  en  M  (fig*  io3) 
sur  la  courbe.  On  conduira  le  rayon  vecteur  FM,  on  pren- 
dra  FT  =  FM ,  et  Ton  nienera  la  ligne  MT  qui  sera  la  tan- 
gente demandee. 

Pour  demontrer  a  posteriori  que  la  ligne  MT  est  tan- 
gente, on  mene  MG  parallele  a  Taxejusqua  la  rencontre 
de  la  directrice  en  G  \  on  joint  ce  dernier  point  au  point  F. 
Par  la  nature  d«  la  courbe ,  on  a 

MG  =  MF, 

et,  d'apres  la  construction, 

GMT  =  TMF ; 
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done  MT  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  GF.  Actuelle- 
ment,  si  d^un  point  quelconque  S  pris  sur  MT,  on  mene 
la  droite  SF  au  foyer,  et  la  ligne  SH  perpendiculaire  a  la 
directrice,  et  qu'on  joigne  SG,  on  aura 

SH  <  SG ;     par  suite ,     SH  <  SF. 

Done,  chaque  point  deMT,  excepte  le  point  M,  est  exte- 
rieur  a  la  parabole. 

Lorsque  la  tangente  doit  ^tre  men^  par  un  point  S, 
pris  hors  de  la  parabole ,  on  observe  que  si  le  point  M  est 
le  point  de  contact  demande ,  et  MT  la  tangente :  en  joi- 
gnant  MF,  et  en  menant  MG  perpendiculaire  k  6L,  la 
tangente  doit  ^tre  perpendiculaire  sur  le  milieu  deFG.  Les 
distances  SF,  SG,  sont  ^gales .  Done ,  le  point  G  sera  deter- 
mine par  Tintersection  de  la  directrice  et  de  la  circonfe- 
rence  decrite  du  point  S  commc  centre,  avec  SF  pour  rayon. 
On  voit,  alors,  qu'en  joignant  GF,  et  en  abaissant  ST  per- 
pendiculaire sur  cette  droite,  la  ligne  ST  sera  tangente  k 
la  courbe,  et  le  point  de  contact  se  trouvera  k  I'intersec- 
tion ,  M,  de  cette  tangente  et  de  la  droite  MG  parallMe  a 
Faxe.  Quand  le  point  S  est  ext^rieur  a  la  parabole ,  sa  dis- 
tance au  foyer  ^tant  plus  grande  que  sa  distance  k  la  direc- 
trice ,  la  circonf^rence  coupe  cette  demi^re  en  deux  points 
G,  G',  et  il  y  a  deux  tangentes. 

Quand  le  point  S  est  sur  la  parabole,  sa  distance  au 
foyer  est  ^gale  a  sa  distance  a  la  directrice ,.  le  cercle  est 
tangent  a  cette  droite,  et  le  probl^me  n'a  plus  qu'une  solu- 
tion. 

Enfin ,  lorsque  le  point  S  est  interieur,  la  premiere  dis- 
tance est  moindre  que  la  seconde,  la  circonference  n'atteint 
plus  la  directrice,  et  il  n'y  a  plus  de  tangente. 

Remarque.  —  Le  point  A  est  le  milieu  de  BF  ^  done  AY 
doit  passer  par  le  point  D  milieu  de  GF;  or,  la  tangente 
MT  passe  par  ce  point ,  et  est  perpendiculaire  a  FD ;  done  : 
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le  lieu  geometrique  ties  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sees  du  foyer  siir  les  tangentes  est  la  droile  menee  par  le 
sommet  perpendiculairement  a  Vaxe. 

202.  On  vient  de  voir  que  par  un  point  exterieur  on 
pent  loujours  mener  deux  tangentes  a  une  parabole.  Exa- 
niinons  le  cas  ou  le  point  donne  est  sur  la  directrice. 

Soient  G  [fig*  io4)  le  point  connu;  GM,  GM',  les  deux 
tangentes.  En  jsupposant  que  F  soit  le  foyer  de  la  couibe, 
menons  les  lignes  GF,  FM,  FM',  et  les  perpendiculaires 
MK,  M'K',  sur  la  directrice.  Le  triangle  GMF  est  egal  au 
triangle  GMK-,  car  GM  est  commun  aux  deux  triangles  5 
MK  =  MF,  et  Tangle  GMF  egale  Tangle  GMR.  Comme 
Tangle  GKM  est  droit,  il  en  est  de  m^me  de  Tangle  MFG. 
On  voit,  de  plus ,  que  Tangle  MGK  =  MGF.  L'egalite  des 
triangles  M'K'^G,  M'FG,  prouve  que  Tangle  GFM'  est 
droit,  et  que  M'GK'==M'GF.  Les  angles  MGK,  M'GK 
^tant  respectivement  egaux  aux  angles  MGF,  M'GF,  il  en 
resulte  que  la  somme  de  ces  deux  derniers  angles  est  ^gale 
a  un  droit,  c'est-a-dire  que  Tangle  MGM'  est  droit.  On  re- 
connatt,  en  outre,  que  les  rayons  vecteurs  FM,  FM',  sont 
en  ligne  droite.  On  est  done  conduit  au  theoreme  suivant, 
qui  uierite  d'etre  remarque  : 

Les  tangentes  menees  h  la  parabole  d'un  point  de  la 
directrice  font  entre  elles  un  angle  droit ,  et  la  ligne  qui 
joint  les  points  de  contact  passe  au  foyer,  et  est  perpen- 
diculaire  sur  celle  qui  joint  le  foyer  au  point  d*oii  partent 
les  tangentes. 

Des  diametres. 

203.  Prenons  Tequation  y=  dX'\-Q  d'une  droite  quel- 
conque  \  en  la  combinant  avec  celle  de  la  parabole  j^'iz^  2  px^ 
et  en  ^liminant  x ,  on  aura 

20  2/?6 
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Les  racines  de  cctle  demiire  equation  son!  les.ordonn^es 
des  points  dc  rencontre  de  la  droite  et  de  la  courbe ,  et  Tor- 
donnee  du  milieu  de  la  corde  qui  passe  par  ces  points  est 
egale  a  la  demi-somme  de  ces  deux  racines.  De  sorte  qu'en 
designant  cette  ordonn^e  par  /,  on  a 

Cette  valeur  ne  contient  pas  6  ^  et  reste  la  m&me  tant  que  i 
ne  change  pas.  II  r^sulte  de  \k  que  tons  les  diametres  de  la 
parabole  sont  paralleles  a  Vaxe  de  cette  courbe, 

Beciproquement ,  toute  droite  parallele  a  raxe  peut 
etre  regardee  comme  un  diametre ,  puisqu'en  donnant  a  i 
une  valeur  convenable ,  y  devient  egal  a  telle  quantite  que 
Ton  Youdra. 

Quand  on  m^ne  un  diam^tre  a  une  distance  y'  de  I'axe, 
on  a  pour  ce  diametre , 

Cette  valeur  est  celle  de  la  tangente  trigonometrique  de 
Tangle  que  font  avec  I'axe  des  j:,  les  cordes  que  ce  diametre 
divise  en  parties  egales.  Cette  m^me  valeur  est  aussi  ^gale 
a  la  tangente  trigonometrique  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe 
la  tangente  au  point  d^ntersection  du  diametre  et  de  la 
courbe.  Done ,  les  cordes  quun  diametre  dwise  en  parties 
egales  sont  paralleles  h  la  tangente  menee  h  Vextremite 
de  ce  diametre. 

Pour  que  la  tangente  d  soit  inGnie.  il  faut  que  j^'=  o; 
par  consequent,  Taxe  des  abscisses  est  le  seul  axe  de  la  pa- 
rabole. 

La  parabole  rapportee  h  ses  diametres, 

204.  Cherchoiis  les  systemes  d'axes  obliques  pour  les- 
quels  T  equation  dc  la  parabole  con  serve  la  forme  >  -  =r-.  o.  px. 
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A  cet  effet ,  employons  les  formules 

a:  =  a:'  cos  a  +  7' cosa' -h  fl , 
7  =  J?'  sin  a  -I-  y  sin  a'  H-  ^ , 

qui  servent  a  passer  <}es  axes  rectangulaires  aux  axes  obli- 
ques. 

Les  valeurs  de  x  el  de  y  etant  portees  dans  I'equation 

donnent : 

isin'  a' .  y*  -f-  sin'  a .  a:''  +  2  sin  a  sin  a'  .x'y\ 
+  2  ^  sin  a'  y  -f-  2  ^  sin  a   j/  -f-  ^*        >  =  o. 
—  2/?  cos  a'        — 2/?  cos  a        —  lap    )    , 

Pour  que  r^uation  ait  la  forme  demandee ,  il  faut  que  les 

ind^terminees  a,  a\  byUy  satisfassent  aux  conditions  sui- 

vantes  : 

I  sin  a  =  o ,     sin  a  sin  a'  =  o , 

I  ^  sin  a'  —  p  cos  a'  =  o ,     6'  —  upa  =  o. 

La  seconde  condition  ^tant  une  consequence  de  la  pre- 
mi(^re,  on  n'a  que  trois  relations  entre  a,  a',  i  eta.  II 
existe  done  une  infinite  de  syst^mes  d'axes  obliques  pour 
lesquels  I'equation  de  la  parabole  conserve  la  forme 
j-*  =  2  px. 

La  condition  sin  a  =  o  montre  que  Taxe  des  x  de 
chaque  systeme  doit  etre  un  diametre  de  la  courbe^ 
t* — 2  pa  =  o  fait  voir  que  chaque  origine  est  un  point 

de  la  parabole;  la  valeur  tang  «'=  ^ ,  deduite  de 

^sina' — pcosa'=o, 

prouve  que  Taxe  des  y  de  chaque  systeme  doit  etre  une 

tangente. 

En  ayant  ^gard  aux  conditions  (2) ,  Tequation  (i)  se  re- 

duit  a 

sin'  a  .  /''  —  2  px^  =r.  o. 
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En  supprimant  les  accents  sur  les  letlres  x  et  j,  et  divi 
par  sin«  a',  I'equation  precedente  devieat 


sant 


sm'  a'        ' 


,  en  faisant  -——:  =  p\ 


ou 


Le  coefficient  2p'  est  ce  qu'on  nomme  le  parametre dn  dia- 
metre  auquel  la  parabole  est  rapportee. 

La  valeiir  tanga'=  ^  donne 

sin^a'=— iel_=, gl_-       P 

On  en  deduit 

p':=^%a^p, 
et,  par  suite  , 

On  coiiclut  de  la  que  le  paramktre  dun  diamktre  quel- 
conque  est  egal  a  quatrefois  la  distance  du  foyer  h  Vex- 
tremite  de  ce  diametre. 

L' ^nation  de  la  parabole  reslant  la  m6me  lorsqu  on  rap- 
porte  cette  courbe  k  ses  diam^tres  ou  a  son  axe ,  les  proprie- 
tes  ind^pendantes  de  Tangle  des  coordonnees  seront  com- 
munes a  ces  difii^rents  syst^mes. 

1°.  Selon  qu'un  point  est  situ^  sur  la  parabole,  hors  de 
la  parabole ,  ou  dans  la  parabole ,  on  a 

7»— 2/i'a:=:o,     ^»— 2/?'a?>o, 

2?,  Les  Carres  des  ordonnees  au  diamitre  sont  entre  eux 
comme  les  abscisses  correspondantes. 

3°.  En  designant  par  a  le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 

*9- 


V      ;.. 
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gente,  on  a 

«-^  • 

I'equation  de  la  tangente  est 

et  la  valeur  de  la  sous-tangenle ,  2x''^  c'est-a-dire  que  la 
sous-tangente  est  toujours  le  double  de  Tabscisse  du  point 
de  contact. 

205.  Une  droite  etant  donnee  sur  le  plan  d'une  para- 
bole,  si  Ton  m^ne  a  la  courbe  une  tangente  parallile  a  cette 
droite,  et  le  diamitre  qui  passe  au  point  de  contact ,  I'equa- 
tion de  la  parabole  rapportee  a  ce  systeme  d'axes  sera 

En  menant  d'un  point  quelconque  (x",  y")^  dc  la  droite 
donnee ,  deux  tangentes  a  la  courbe.,  on  a  pour  determiner 
les  coordonnees  des  points  de  contact ,  les  equations 

y^=:z7.p'x'y 
fy=:p'{x'-{-x"). 

La  seconde  indique  que  la  droite  qui  a  pour  equation 

passe  par  les  points  de  contact.  L'hypotheso  j^=:  o,  dans 
cette  equation ,  donne 


X  rrr  —  x  . 


Resultat  independant  de  y"^  et  qui  conduit  pour  la  para- 
bole au  th^rime  deja  trouve  pour  I'ellipse  et  Thyperbole. 
Done ,  en  general ,  si  de  chaque  point  d'une  droite  don^ 
nee  on  mene  deux  tangentes  h  une  courbe  du  second 
ordrcy  et  quon  tire  une  droite  par  les  deux  points  de  con- 
tact, on  aura  des  secantes  qui  se  rencontreront  toutes  en 
un  mdme  point  situe  sur  le  diamktre  qui  diyise  en  parties 
igales  les  cordes  paralleles  ii  la  droite  donnee. 
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Reciproquement ,  si  par  un  point  donne  dans  le  plan 
d^une  courbe  da  second  ordre,  on  tire  differentes  secantes, 
€t  que  par  les  points  oh  chaque  secante  rencontre  la 
courbe,  on  mene  deux  tangentes,  le  lieu  des  points  d* in- 
tersection de  ces  tangentes,  ainsi  prises  deux  h  deux,  sera 
une  droite  parallele  aux  cordes  que  dii^ise  en  parties  egales 
le  diametre  passant  au  point  donne, 

206.  L^^quation  j^*=  a^'jc,  comparee  a  T^uation 
y  *  =  7,  px ,  montre  que  pour  construire  une  parabole ,  con- 
naissant  un  diametre^  le  point  ou  il  coupe  la  courbe;  le 
paramitre;  et  Finclinaison  des  cordes  correspondantes :  il 
suffit  de  decrire  une  parabole  sur  ce  diametre  pris  pour  axe, 
avec  le  param^tre  donn^ ;  puis ,  d'inclincr  les  ordonnces  de 
cette  courbe  sous  Tangle  connu,  sans  changer  leurs  lon- 
gueurs. 

On  pent,  aussi ,  determiner  le  foyer  et  la  directrice.  Soient 
A'X'  (Jig,  io5)  le  diametre  donne-,  A',  le  point  ou  il  coupe 
la  courbe  :  on  mcne  la  droite  Y'A'T  sous  Finclinaison  con- 
nue,  et  cette  ligne  sera  tangente  a  la  parabole  au  point  A^ 
On  fait  Tangle  TA'F  egal  k  Y'A'X',  et  la  ligne  A'F  passe 
par  le  foyer.  En  prenant  A'F  egale  au  quart  du  param^tre 
donne ,  le  point  F  sera  le  foyer.  Si  Ton  porte  sur  le  pro- 
longement  de  A'X',  la  distance  A'H=  A'F,  la  perpendi- 
culaire  HH'  a  A'X'  sera  la  directrice. 

Hemarque,  —  La  perpendiculaire  FB,  abaiss^e  du  foyer 
sur  la  directrice  HH',  est  la  moiti^  du  param6tre;  et  le 
point  A ,  milieu  de  FB ,  est  le  sommet  de  la  courbe. 

^7.  Quand  on  donne  un  arc  quelconque  de  parabole,  on 
pent  determiner  par  la  geometric  :  Taxe,  le  foyer,  le  para- 
melre  relatif  a  Taxe. 

Soit  NN'  (fig.  io5)  Tare  donne;  si  Ton  m&ne  les  cordes 
paralleles  NN',  MM':  la  droite  A'X'  qui  joint  leurs  milieux 
sera  un  diametre  de  la  courbe.  La  parallele  A' Y'  a  ces  cordes 
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sera  tangentea  la  parabole.  Alors,  si  au  point  A'  on  fait 
I'angle  KLA'T  ^gal  a  Y'A'  X',  la  ligne  A'K  passera  par  le  foyer. 
En  cherchant  un  second  diamitre,  on  pourra  obtenir 
une  autre  droite  passant  par  le  foyer  ^  ce  point  se  trouvera 
ainsi  determine  par  la  rencontre  des  deux  droites. 
^  Si  par  le  point  trouve  on  m^ne  une  paralUle  a  Tun  des 

(liametres,  on  aura  Taxe.  Le  sommet  s'obtiendra ,  comme 
precedemment ,  en  cliercliant  d'abord  la  directrice.  Le  dou- 
ble de  la  distance  du  foyer  a  cette  derniire  droite  sera  la 
valeur  du  paramitre. 

Le  parametre  d'un  diametre  quelconque  A'X'  s'obtient 
en  prenant  quatre  fois  la  distance  FA'. 

Quadrature  de  la  parabole. 

2^38.  Proposons-nous  de  trouver  la  surface  d'un  seg- 
ment parabolique  MA'P  (fig.  io6)  termine  par  le  diamitre 
A'X',  et  Tordonn^e  PM,  parallele  k  la  tangente  A'Y'. 

Apr^s  avoir  inscrit  un  polygone  A'lVFM'M  dans  la  pa- 
rabole ,  menons,  par  les  sommets,  les  ordonnees  PM ,  P'M', 
P'^M",  etc. ,  et  les  tangentes  MT,  M'T',  M''  T'',  etc.  Ces  tan- 
gentes  determineront  par  leurs  intersections  successives  des 
triangles  TRT',  T'R'T'',  etc.,  que  nous  allons  comparer 
aux  trapezes  correspondants  PMM'F,  VWM"^"^  etc.  En 
abaissant  du  point  R  et  du  point  I ,  milieu  de  la  corde  MM', 
des  perpendiculaires  RQ,  IK  sur  A'X',  on  aura 

surface  TRT' =  i  TT'.  RQ, 

2 

et 

surface  PMM'  P'  =  PP' .  IK  {* ). 

(*)  En  effet,  menons  M'O  parallele  a  P'P;  nous  aurons 

M'OPP'=PP'xGK,     et    M'OM=M'OxIG; 

puisque  IG  est  la  moitie  de  la  hauteur  du  triangle  M'OM ,  relative  a  la  basQ 
M'O  qui  est  egale  k  PP'.  On  a  done 

PMM'P'=PP'x  IK 
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De  cc  cfue  MT  est  tangente,  il  resulte  que 

A'T=A'P; 
par. la  m^me  raison  : 

A' T  =  A'  F ;     d'oii     TT'  =  PP'. 

On  voit  9  de  plus ,  que  si  par  le  point  I  on  mene  IH  paral- 

lile  a  A'X',  cette  ligne  sera  un  diamdtre,  et  les  tangentes 

aux  points  M ,  M'  devront  se  rencontrer  au  mime  point  de 

ce  diametre.  Done,  le  point  R  est  sur  le  diamitre  IH,  et, 

par  suite , 

QR  =  1K. 

On  conclut  de  la  que  le  trapse  PMM'P'  est  double  du  tri- 
angle TRT'.  On  prouverait  de  la  mfeme  mani&re  que  le  tra- 
pfae  M'P'M'T^'  est  double  du  triangle  T'R'T",  et  ainsi  de 
suite.  Done ,  la  somme  des  trapezes  est  double  de  la  somme 
des  triangles.  Cette  proposition,  etant  ind^pendante  du 
nombre  et  de  la  grandeur  des  c6t^s  du  polygone,  doit  ^tre 
yraie  lorsque  ce  nombre  devient  plus  grand  que  toute  quan- 
tite  assignable.  Or,  la  limite  de  la  somme  des  trapezes  est  le 
segment  parabolique  A'PM,  et  la  limite  de  la  somme  des 
triangles  est  le  segment  ext^rieur  A'MT;  le  segment  A'PM 
est  done  le  double  de  AMT  ^  ou  les  deux  tiers  du  triangle 
rectiligne  TMP5  ce  triangle  est  equivalent  au  parallelo- 
gramme  A'PMN,  dont  la  hauteur  est  la  mSme,  et  dont 
la  base  A'  P  est  moiti^  de  TP  :  on  en  conclut  que  le  segment 
parabolique  APM  est  les  deux  tiers  du  parall^logramme 
forme  sur  Tabscisse  AT,  et  sur  Tordonnee  MP. 

Remarque.  — Le  segment  A'M'M,  compris  entre  Tare 
A'Met  sa  corde ,  est  le  sixiime  du  parallelogramme  A'PMN. 
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CHAPITRE  DOUZIEME. 

QUESTIONS  RELATIVES  AUX  COURBES  DU  SECOND 

0EGR6. 


209.  Lorsqu'on  donne  un  arc  de  courbe  du  second  de- 
gr^  J  il  est  facile  de  reconnaitre  a  laquelle  des  trois  courbes 
cet  arc  appartient,  et  de  determiner  les  elements  de  la 
courbe. 

Pour  resoudre  la  premiere  parlie  de  la  question,  on 
m^ne  deux  diametres  au  moyen  de  deux  syst^mes  de  cordes 
parall^les ,  et  selon.que  ces  diametres  se  coupent  du  c6te  de 
la  concavity ,  ou  de  la  convoxite  de  Fare ,  ou  sont  paralleles, 
Fare  appartient  a  une  ellipse,  ou  a  une  hyperbole,  ou  a 
une  parabole.  Dans  les  deux  premiers  cas ,  le  point  de  ren- 
contre des  diametres  est,  comme  on  sait,  le  centre  de  la 
courbe. 

i^.  L'arc  donne  MHKN  (Jig,  107)  est  elliptique, 

Soient  OH ,  QK ,  deux  diametres  quelconques ,  et ,  par 
suite,  O  le  centre  de  la  courbe^  en  menant  par  ce  point 
une  parallele  indefinie  OY,  a  Fun  des  sysl^mes  de  cordes 
parallMes,  EG ,  E'G',  par  exemple^  on  aura  la  direction  du 
diametre  conjugue  de  OH.  S'il  arrive  que  ce  diam&tre  ren- 
contre Fare  donne ,  il  sera ,  comme  le  premier,  determine 
en  vraie  grandeur,  et  Fon  aura  ainsi  deux  diametres  conju- 
gues  en  grandeur  et  en  direction. 

Lorsque  la  droite  OY  ne  rencontre  pas  Fare ,  on  m^ne 
par  le  point  K,  une  parallele  aux  cordes  CD,  CD',  etc.; 
cette  ligne  sera  une  tangente.  Done ,  si  Fon  designe  par  a:', 
y'y  les  coordonnees  du  point  K,  par  rapport  aux  droites  OX, 
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OY,  qui  sont  les  directions  de  deux  diamelres  conjugu^s , 
Tequalioii  de  cette  tangente  sera 

2  V  representant  la  longueur  du  diamitre  inconnu.  En  fai- 
sant  a:  =  o ,  cette  equation  donne 

c*est-a-dire 

OL  X  OP  =  h'\ 

Ainsi,  on  obtiendra  h\  en  prenant  une  moyenne  propor- 
tionnelle  entre  OP  et  OL ,  el  Ton  connaitra  encore  deux 
diametres  conjugu^s  en  grandeur  et  en  direction;  ce  qui 
permettra  de  determiner  les  axes  ( page  218). 

2°.  L'arc  donne  est  hyperbolique. 

En  operant  comme  pr^cedemment ,  on  obtiendra  les  di- 
rections et  les  longueurs  de  deux  diametres  conjugu^s,  ce 
qui  conduira  a  la  determination  des  axes. 

3^.  L'arc  donne  est  parabolique.  La  question  a  ete  trait^e 
n«207. 

210.  En  prenant  des  axes  redan gulaires,  et  en  placant 
Vorigine  h  un  sommet,  les  trois  courbes  du  second  qrdre 
penitent  ^tre  representees  par  r equation 

y^z=:  2px-{-  qx^. 

On  a  vu  qu'en  placant  I'origine  des  coordonn^es  au  som- 
met  de  I'ellipse  situe  du  c6te  des  abscisses  negatives ,  Tequa- 
tion  de  la  courbe  est 

ou 

On  sait  egalement  que  si  I'origine  des  coordonnees  est  pla- 
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c^e  au  sommet  de  Thyperbole,  situe  du  c6l^  des  abscisses 
positives ,  on  a  pour  equation  de  la  courbc  : 

ou 

7.b^  b' 

a  «'      • 

Si  Ton  fait  —  =  p,  et  si  Ton  designe  generalement  par  q  le 

coefficient  de  ^',  les  deux  courbes  precedentes  seront  ren- 
fermees  dans  Tequation 

La  pai^abole  est  visiblement  comprise  dans  cette  dernicFe 
equation ,  qui  se  reduit  a 

lorsqu'on  suppose 

y  =  o. 

Quand  T^uation  represente  une  ellipse ,  ou  une  hyper- 
bole ,  le  coefficient  q  de  jc*  est  le  carre  du  rapport  du  second 
axe  au  premier,  ce  carre  etant  pris  avec  le  signe  moins 
pour  I'ellipse ,  et  avec  le  signe  plus  pour  I'hyperbole.  Le 
coefficient  ^p  de  la  premiere  puissance  de  x  est  le  para- 
metre  de  chacune  de  ces  courbes.  U  est  egal  a  la  troisieme 
proportionnelle  au  premier' et  au  second  axe.  II  a  aussi 
pour  valeur  la  double  ordonnee  du  foyer  dans  chacune  des 
trois  courbes,  * 

L'equation  y*  =  2  px  H-  qx^  ne  renferme  pas  toutes  les 
vari^tes  des  courbes  du  second  degre;  on  n'y  trouve  que  le 
cercle,  le  point,  le  syst^me  de  deux  droites  qui  se  coupent, 
et  une  seule  droite. 

211.  Thi^oiieme  de  Newtojv. — Si  par  un  point  quel- 
conque,  pris  sur  le  plan  (Tune  courbe  algebrique y  on  mene 
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deux  transuersaleSj  parallkles  chacune  h  une  direction 
fixe,  le  produit  des  segments  interceptes  entre  ce  point 
et  les  diffirents  points  d' intersection  de  la  courbe  ax^ec 
une  des  transuersales  ^  sera  au  produit  des  segments  for^ 
mes  de  la  m^m^  manikre  sur  V autre  transuersale,  dans  un 
rapport  constant,  quelle  que  soit  la  position  du  point. 

Soient  XX'  et  YY'  deux  droites  men^suivant  deux  di- 
rections quelconques ;  O  le  point  de  concours  de  ces  droites ; 
M',  M'',  M'",  etc. ,  les  points  de  rencontre  de  XX'  avec  la 
courbe;  N',  N",  N'",  etc.,  les  points  ou  YY' coupe  cette 
m^me  courbe. 

Supposons  la  courbe  du  degr^  m,  et  rapportons-la  aux 
droites  XX'  et  YY'  qui  se  rencontrent  au  point  O;  son 
equation  sera  de  la  forme 

(i)  A7*-+-.  ..-f-Hx^-f-..  .-f-U=  o. 

Si  Ton  fait  y  =  o ,  on  aura 

OM'.OM".OM'"...=:±^ 
L*hypoth^se  j:  =  o  donnera 

ON'.ON".ON'"...=±:r; 

A 

d'ou 

ON'.  ON".  ON"'...  "~  H* 

Transportons  Torigine  des  coordonn^es  en  un  point  quelr 
conque  O'  du  plan,  sans  changer  la  direction  des  axes,  e^ 
soient  m\  m",  m'",  etc.,  les  points,  ou  la  courbe  est  ren- 
contree  par  le  nouvel  axe  des  x ,  et  n\  n",  n^\  etc. ,  ceux 
ou  elle  est  couple  par  le  nouvel  axe  des  y  •,  on  trouvera 
Tequation  de  la  courbe,  rapportee  aux  nouveaux  axes,  en 
rempla^ant  x  par  x  +  a,  eiy  par y  H-  b\  aelb  designant 
les  coordonnees  dc  Torigine  O'.  Or,  cette  transformation 
n'altere  pas  les  lermes  du  degre  m  ;  done,  en  faisanty  =  o 
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dans  la  nouvelle  equation ,  on  obtiendra 

o'/w^o'/ll'^o'/w^..  =  ±^^ 


H 


la  supposition  a:  =  o  donnera 

0'/i'.0'«".0'«^..=db^, 

A 

d'ou 

0'/i'.0'«".0'  «'"...  "~  H  *' 
ce  qui  demontre  le  theoreme  enonce. 

212.  Application  aux  courhes  dusecond  degre, —  Soient 
A,  B,  C,  D,  E  (Jig.  io8) ,  cinq  points  d'une  courbe  du 
second  degre.  Tirons  les  droites  AC  et  BE  qui  se  coupent 
en  H.  Par  le  point  D  menons  DF  parallMe  a  AC,  nous 
aurons 

IF  X  ID  _  AH  X  CH 

BI  X  IE  ~  BH  X  eh' 

Cette  egalile  donne  IF-,  et,  par  suite,  le  point  F.  En 
menant  DG  parallele  a  BE,  on  trouvera  le  point  G  par  la 
relation 

PG  X  DP  _  BHXEH 

AP  X  CP  ~  AH  X  Cfl' 

Si  Ton  joint  le  milieu  M  de  AC  au  milieu  N  de  DF,  la  ligne 
MN  sera  un  diam^tre.  On  aura  un  autre  diametre  KL  en 
faisant  passer  une  droite  par  les  milieux  K  et  L  des  cordes 
paralleles  BE  et  DG.  Lorsque  les  diam^tres  MN  et  KL  se 
couperont,  la  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole 
ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  O  de  ces  diametres. 
On  pent,  dans  ce  cas,  determiner  la  position  et  les  lon- 
gueurs de  deux  diamitres  conjugues.  En  effet,  supposons 
que  les  diametres  KL  et  MN  soient  conjugues  et  que  la 
courbe  soit  une  ellipse;  pour  determiner  leurs  longueurs 


QUESTI019S    RELATIVES    AUX    COURBES    DU    2^    DEGR^.      3oi 

que  nous  designerons  par  2a'  et  2&',  on  aura 

a'»        AHXHC 


et 
d'ou 


b''  ""  BHxHE 
a"  X  BK»  4-  b''  X  Ok'=  a''  b"; 


^  X  BK  4-  OK  =  a". 

On  pourra  done  trouvera'*,  et,  par  suite,  i'*. 

Si  les  diamitres  MN  et  KL  ne  sont  pas  conjugues ,  on 
aura  la  position  du  diam^tre  conjugue  de  KL,  en  men  ant 
par  le  centre  une  parallele  a  BE.  On  menera  par  le  point  C 
une  parallele  a  KL ,  et  on  la  prolongera  d'une  longueur 
egale,  de  Fautre  c6te  du  diametre  conjugu^^  I'extremit^ 
de  cette  longueur  sera  un  point  de  la  courbe :  on  rentre , 
ainsi,  dans  le  cas  precedent. 

Pour  que  la  question  soit  possible,  il  fan  t  que,  parmi  les 
cinq  points ,  il  ne  s'en  trouve  pas  trois  en  ligne  droite. 

Parabole.  —  Construire  une  parabolcy  connaissant 
quatre  points  de  la  courbe. 

Soient  A,  B,  C,  D  (fig^  1^9 )>  les  quatre  points  donnes. 
Supposons  que  les  droites  AB  et  CD  concourent  au  point 
R,  et  qu'on  ait  men^  les  tangentes  SM  et  SN  parall^les  a 
ces  droites.  Par  le  theorime  de  Newton ,  on  a 

sm'  _  RA  X  RB 
^*  "*  RC  X  RD' 

Prenons  sur  RB  et  RD  deux  points  G  et  H,  de  telle  ma- 
niere  que 

Rg'=  RA  X  RB      et     RH'=r  RC  X  RD ; 
en  substituant ,  il  viendra 

sm'    rg' 


SN '      RH 
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d'ou 

SM_RG 
SN  ""'  RH' 

Les  triangles  SMN,  RGH  sont  done  semblables.  U  est  visi- 
ble qu'en  tirant  les  medianes  SK  et  RL,  les  triangles  SMK, 
RGL  seront  aussi  semblables.  Or,  SK  est  un  diametre ;  done 
RL  est  aussi  un  diamkre,  et  la  position  de  ce  dernier  est 
compl^tement  determinee. 

Connaissant  la  direction  des  diametres  et  trois  points, 
on  pent  construire  la  courbe. 

En  effet ,  soient  M,  M',  ]VF  [fig,  no),  trois  points  d'une 
parabole;  2/7'  le  parametre  du  diametre  AX  conjugue  de 
la  corde  MM".  En  supposant  la  courbe  rapportee  a  ce  dia- 
metre et  a  la  tangente  conjuguee ,  on  aura 

MP*=  2/?' X  AP     et     P'M''=2/?'X  AP'. 
Retranchant  membre  a  membre,  il  vient 


MP  — M'P'  =  2/?'(AP  — AP'); 

ou,  en  menant  M'G  parall^le  a  AX, 

MGXM"G  =  2/?'XlNrG. 

Les  trois  points  M,  M',  M'',  et  la  direction  des  diamitres 
etant  donnes ,  on  pourra  done  determiner  le  parametre  du 
diamfetre  relatif  a  la  corde  qui  passe  par  deux  des  trois 
points.  Par. suite,  il  sera  facile  de  trouver  I'extremit^  de  ce 
diamitre ;  car  on  aura 


d'ou 


MP  =  2/?'  X  AP, 


.«       MP 
AP  =  — > 

2/?' 


On  d^terminera  le  foyer,  I'axe ,  le  sommet  et  la  direc- 
trice,  au  moyen  de  la  construction  indiquee  n°206. 
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Remarque.  —  Lorsque  les  cordes  AC  et  BD  se  coupe- 
ront,  on  pourra  construirc  uiie  seconde  parabole  passant 
par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D.  Mais,  si  ces  droites  sent 
paralleles,  la  seconde  parabole  n'existera  pas.  Enfin,  si  les 
droites  AG  et  BD  etant  paralliles,  les  droites  AB  et  CD 
etaient  aussi  parallMes ,  il  n'existerait  aucune  parabole  pas- 
sant par  les  points  A,  B,  C,  D. 

213.  Le  theoreme  de  Newtoi^  conduit  encore  aux  pro- 
positions suivantes  : 

Suppose z  que  par  deux  points  donnes  C ,  D  ((ig.  1 1 1 ) , 
sur  une  courbe  du  second  degre,  on  Jasse  passer  une  cir~ 
conference  qui  coupe  la  courbe  en  deux  autres  points  C, 
D';  la  cordeC  D' /era  a^^ec  les  axes  de  la  courbe  les 
memes  angles  que  la  corde  CD  qui  unit  les  deux  points 
donnes. 

En  eiTet ,  si  Ton  m^ne  les  tangentes  RT,  RT^  respective- 
ment  parall&les  aux  cordes  CD,  CD',  dont  les  directions 
se  coupent  au  point  S ,  on  aura 

^,'       SC'  X  SD'        ' 

Les  tangentes  RT,  RT',  ^tant  egales,  leur  point  de  con- 
tours sera  sur  un  axe  de  la  courbe ,  et  de  plus  elles  formc- 
ront  avec  cet  axe  des  angles  TRA,  T'RA  egaux  entre  eux. 
Par  consequent,  les  cordes  CD,  CD',  font  aussi  avec  Taxe 
A  A',  des  angles  ^gaux. 

II  en  resulte  que ,  si  par  deux  points  C ,  D ,  donnes  sur 
une  courbe  du  second  degre,  on  fait  passer  differentes 
circonferences  telles  que  CDC'D',  qui  coupent  chacune 
la  courbe  en  deux  autres  points ,  les  cordes  determinees 
par  ces  demiers  points  seront  paralleles  entre  elles. 

Si  Ton  suppose  que  lesdeux  points  d^intersection  donnes, 
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C,  D,  se  r^duisent  a  un  seul  T;  les  circonftrences  touche- 
ronl  la  courbe  en  ce  point :  d'ou  il  faut  conclure  que ,  si  Von 
decrit  differences  circonferences  tangentes  h  une  courbe  du 
second  degre  en  un  point  donnc  T,  et  qui  coupent ,  cha- 
cune,  cette  courbe  en  deux  autres  points  C,  D' :  les  cordes 
correspondantes  h  ces  demiers  points  seront  paralleles 
entre  elles. 

Concevons,  maintenant,  que  la  corde  CD'  restant  pa- 
rallelea  la  tangenteT'R,  s'approche  de  plus  en  plus  du 
point  de  tangence  T.  Les  circonferences  qui  passent  par  les 
points  C,  D',  T,  restent  tangentes  a  la  courbe  au  point  T, 
et  la  coupent  en  deux  autres  points  C,  D';  Fun  de  ces 
points,  D',  se  rapproche  continuellement  de  T.  Lorsque  le 
point  D'  coincide  avec  T,  le  point  C  coincide  avec  Fextre- 
mite  M  de  la  corde  TM ,  menee  par  le  point  T  parall^le- 
ment  a  T'R.  Alors,  la  circonfi^rence  est  consideree  comme 
ayant  avec  la  courbe  du  second  degre  trois  points  communs 
qui  se  confondent  en  un  seul ,  T ;  le  quatri^me  point  com- 
mun  a  ces  deux  courbes  est  le  point  M.  Dans  ce  cas  parti- 
culier,  on  dit  que  le  cercle  est  osculateur  a  la  courbe  consi- 
d^r^e,  au  point  T,  et  le  rayon  de  ce  cercle  est  le  rayon  de 
courbure  de  la  Hgne  dont  il  s'agit ,  au  point  T. 

Pour  determiner  le  centre  E  du  cercle  osculateur  au 
point  T,  on  menera  par  ce  point  la  corde  TM  parallele  a 
T'R^  puis ,  on  elfevera  au  milieu  G  de  TM ,  une  perpendi- 
culaire  a  cette  corde ,  et  au  point  T,  une  perpendiculaire  a 
la  tangente  TR ;  le  point  d'inter section  E  de  ces  deux  per- 
pendiculaires  sera  le  centre  du  cercle  osculateur.  La  droite 
ET  sera  le  rayon  de  courbure. 

214.  Hexagone  de  Pascal.  —  Lorsquon  prolonge  deux 
a  deux  les  cotes  opposes  d*un  hexagone  inscrit  a  une 
courbe  du  second  degre  ^  les  trois  points  de  concours  sont 
en  ligne  droite. 


QUESTIONS    RELATIVES    KVX    COUKBES    DU    2^    BEGR^.     3o3 

Soient 

J  —  ax  —  b  =zo     et     y  —  a!x  —  ^'  =r  o 

les  equations  des  droites  AB  et  DC  [fig-  1 1^)  ?  si  Ton  mul- 
tiplie  par  ordre  ces  deux  ^uations,  on  aura  une  ^uatioii 
du  second  d^gr^ , 

(i )  J*  -4-  Bjtx  -h  Cjc»  -h  D j  +  E j:  -4-  F  =  o, 

qui  sera  celle  du  syst^me  des  deux  droites  AB  et  DC. 
On  obtiendra  une  Equation  de  la  m^me  forme 

(2)  j»  -h  B'xr  -¥  C'«» -*-  D>-f-  E'x 4-  F'  =  o, 

pour  le  systeme  des  droites  AF  et  DE, 
Soit 

(3)  j»  +  BV-+-C'V  +  D'>-hE"j:-hF"=  o 

r^quation  de  la  courbe. 

L'axe  des  y  passant  par  les  points  A  et  D ,  on  aura 

D  =  D'  =  D"     et     F  =  F'r=F''. 

En  effet ,  si  Ton  suppose  a:  =  o  dans  chacune  des  equa- 
tions (i),(a),(3),on  obtiendra  trois  equations  en  y  : 

/»-hDj-4-F  =0, 

r'-H-D>  +  F'  =  o, 

r'-rD'>-hF"  =  o, 

qui  auront,  chacune,  pour  racines  OD  et  OA. 

En  soustrayant  Tune  de  I'autre  les  ^nations  (3)  et  (i)^ 
on  trouve  une  equation  qui  doit  6tre  v^rifiee  par  les  va- 
leurs  des  coordonn^es  des  points  A ,  D ,  C  et  B ,  et  qui  est 

:c[(B  —  B")r  -4-  (C  —  C")  j:  -f-  E  —  E'q=  o ; 

elle  se  decompose  en 

(4)  x  =  o     et     (B  — B'')/-h(C--C'Oar^-E  — E''  =  o. 
Cette  derniere  equation  est  celle  de  la  droite  BC,  puisqu'elle 
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est  du  premier  degre  et  doit  etre  satisfaite  par  les  coordoii- 
nees  des  points  B  et  C. 

Si  Ton  retranche  de  meme  les  equations  (3)  et  (2),  il 
vicndra 

qui  se  decompose  en 

(5)  ^  =  0     et     (B'-B")j-f-(C'~C'')x-+-E'  — E"  =  o. 

Cette  derniere  est  Tequation  de  EF. 

Les  valeurs  des  coordonnees  du  point  de  concours ,  ]N , 
des  droites  BC  et  FE  doivent  satisfaire  a  1 'equation 

(6)  (B  ~  B')  ^  -h  (C  -  C) ^  H-  E  —  E'  =  o , 

qu'on  obtient  en  retranchant  Tune  de  Tautre  les  equations 
(5)  et  (4).  Mais ,  si  Ton  soustrait  Tune  de  Tautre  les  equa- 
tions (2)  et  (r),  on  a 

jc  [(B  —  B')r  +  (C  -  C) ^  +  E  -  E']  =r  o, 

equation  qui  se  decompose  en 

x  =  o     et     (B--B')7-h(C--C')a7-+-E  — E'  =  o. 

Cette  derniere  doit  etre  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor- 
donnees du  point  de  rencontre,  P,  des  droites  AB  et  ED, 
et  aussi  par  les  valeurs  des  coordonnees  du  point  de  ren- 
contre, M,  des  droites  AF  et  CD.  EUe  est  done  I'equation 
de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  de  rencontre  \  or,  elle 
n'est  autre  que  I'equation  (6). 

Par  consequent,  les  trois  points  de  concours  N,  P,  M, 
sont  en  ligne  droite. 

215.  Pentagome  imscrit.  —  Soieiu  A,  B,  C,  D,  E 
ijig'  1 1 3)  cinq  points  d'une  courbe  du  second  ordre.  Sup- 
posons  qu'on  joigne  ces  points  deux  a  deux  par  les  droites 
AB ,  BC ,  CD ,  DE ,  et  que  par  le  point  A  on  meiie  une  droite  \ 

quelconque  AK.  On  pourra  considerer  cette  droite  comme 
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une  secante,  rcncontrant  la  courbe  en  un  point  G,  qui  sera 
Ic  sixieme  sommet  d'un  hexagone  inscrit  dont  les  cinq  au- 
tres  sommcts  seniles  points  donnes.  Par  consequent,  si 
Ton  prolonge  AB  el  ED  jusqu'a  leur  rencontre  en  M ,  et  DC 
jusqn'a  son  point  d^intersection  N  avec  AK ,  qu'on  tire  la 
droite  MN  :  en  joignant  au  point  E  le  point  de  rencontre  P 
de  BC  avec  MN ,  la  droite  PE  coupera  la  droite  AK  au  point 
G  qui  appartient  a  la  courbe;  car,  si  le  point  de  rencontre 
de  AK  avec  PE  etait  un  point  H  autre  que  G,  le  point  d'in- 
tersection  des  c6tes  G£  et  BC  ne  serai  t  pas  en  ligne  droite 
avec  les  points  M  et  N. 

On  pourra,  de  ceite  maniere,  determiner  autant  dc 
points  qu'on  voudra  de  la  courbe,  lorsqu'on  en  connaitra 
cinq;  ct  si  Ton  fait  mouvoir  la  droite  MN  autour  du  point 
M,  les  droites  NG  et  PG  tourneront  autour  des  points  A 
et  E ,  et  leur  point  dc  concours  G  decrira  la  courbe. 

Tangente.  —  Soient  ABCDE  (fig^  f  i4)  t"i  pentagone 
inscrit  a  une  courbe  du  second  ordre ,  et  F  un  point  de  la 
courbe  place  entre  A  et  E;  si  Ton  suppose  que  le  point  F 
se  rapproche  continuellement  du  point  A ,  et  vienne  se  con- 
fondre  avec  lui ,  la  corde  AF,  a  cetle  limite,  sera  tangente 
a  la  courbe  au  point  A ,  et  le  cote  EF  se  confondra  avec  EA. 
Par  consequent,  si  Ton  determine  le  point  de  concours,  M, 
des  c6tes  AB  et  DE ,  et  le  point  de  rencontre,  N,  de  BC  et  du 
c&te  oppose  EF  confondu  avec  EA,  qu'on  tire  la  droite 
MN ,  le  point  d'intersection ,  P,  de  CD  avec  MN  sera  aussi 
le  point  d'inlersection  de  CD  et  du  cole  oppose  FA,  devenu 
tangent  au  point  A . 

Done ,  la  droite  RT  qui  passe  par  les  points  P  et  A  sera 
tangente  a  la  courbe  au  point  A. 

216.  Const nure  une  courbe  du  second  ordre  dont  on 
donne  cinq  points. 

Soient  A ,  B,  C,  D,  E  {fig'  1 15)  les  points  donnes.  On 

20. 


3o8  GHAPITRE    DOUZIEME. 

construira  le  peutagone  ABCDE,  et  Ton  pourra  determiner 

les  tangentcs  a  la  courbe  aux  diff^rents  sommets  de  ce  pen- 

tagone.  Consideronsles  tangentes  aux  trois  sommets  E,  A,  B. 

Lorsque  la  courbe  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  on 

trouvera  le  centre  en  tragant  les  diametres  KO  et  FO,  re- 

latifs  aux  cordes  EA  et  AB ,  et  en  les  prolongeant  jusqu  a 

leur  point  de  concours  O.  Si  Ton  tire  le  rayon  OA  et  qu'on 

le  prolonge  d'une  longueur  egale  OL ,  en  menant  par  le 

•  point  L  une  parallele  LT  k  KF,  la  droile  LT  sera  tangente 

au  point  L.  Le  diamitre  conjugue  de  OA  sera  dirige  suivant 

la  droite  OM,  menee  par  le  centre  parallelement  a  KF. 

Pour  avoir  la  longueur  de  la  moitie ,  OM ,  de  ce  diamitre , 

on  prolongera  LT  jusqu'a  sa  rencontre  en  R  avec  KE,  et 

on  prendra  une  moyenne   proportionnelle  entre  RL  et 

AK  {*).  On  connaitra  done  de  grandeur  et  de  position  deux 

diametres  conjugu^s  de  la  courbe. 

On  ferait  la  m^me  construction  pour  1' hyperbole.  Si  les 
diametres  men^s  par  les  points  F  et  K  sont  parall^es ,  la 
courbe  sera  une  paraboIe,et  Ton  pourra  la  construire, 

(*)  Si  Von  mene  deux  tangentes  ST  et  S'T'  {Jig.  ii6)  par  les  extremite» 
d'an  diametre  AA'  de  Tellipse,  le  produit  des  segments  AM,  A'M',  de  ces 
tangentes ;  compris  entre  les  points  A  et  A'  et  une  troisieme  tangente,  M'M, 
est  egal  au  carre  de  la  moitie  du  diametre  conjugue  de  AA'.  En  elfet,  soient 
?  a'  et  2  b'  les  longueurs  des  diametres  AA'  et  BB' ;  en  rapportant  la  courbe 
a  ces  deux  diametres,  et  en  prenant  le  premier  pour  axe  des  x,  Tequation 
de  la  tangente  M'  M  sera 

Pour  X  =  a',  on  aura 

Pour  X  =.  —  a',  on  aura 
D'ou 

La  m^me  propriete  existe  pour  1 'hyperbole. 
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puisque  Ton  connaitra  la  direction  des  diam^tres  et  trois 
points. 

Remarque,  —  Pour  que  le  problime  enonce  soil  possi* 
ble,  il  faut  que  parmi  les  cinq  points  donnas  il  ne  s'en 
trouve  pas  trois  en  ligne  droite. 

217.  Quadrilatere  inscrit.  —  Si  Ton  suppose  que  deux 
couples  de  sommets  d'un  bexagone  inscrit  (fig*  n^)  se 
reunissent  en  un  seul,  on  aura  un.  quadrilatere  inscrit  et 
deux  tangentes  menees  par  deux  sommets.  Ces  deux  som- 
mets peuvent  Stre  adjacents,  ou  opposes.  Dans  le  premier 
cas,  on  a  le  theorime  suivant: 

Si  par  deux  sommets  adjaccnts  d*un  quadrilatere  inscrit 
aune  courbe  du  second  ordre,  on  mene  des  tangentes  a 
cette  courbe,  les  points  de  concours  de  chacune  de  ces 
tangentes  av^ec  le  cote  adjacent  au  sommet  par  lequel 
passe  V autre  tangentc,  et  le  point  de  concours  des  deux 
autres  cotes,  seront  trois  points  en  ligne  droite. 

Dans  le  second  cas ,  c'est-a-dire  quand  les  tangentes  sont 
menses  par  deux  sommets  opposes,  ou  a  ce  theor^me :  Dans 
tout  quadrilatere  inscrit  a  une  courbe  du  second  ordre,  les 
points  de  concours  des  cotes  opposes,  et  le  point  de  con- 
cours de  deux  tangentes  menees  par  deux  sommets  oppo- 
ses, sont  trois  points  en  ligne  droite. 

.218.  Triangle  inscrit.  —  On  pent  supposer  que  trois 
des  c6tes  de  I'hcxagone  inscrit  deviennent  des  tangentes-, 
il  en  resultera  un  triangle  inscrit  et  trois  tangentes  menses 
par  les  sommets  de  ce  triangle^  et  par  consequent,  on  aura 
encore  le  tlieoreme  suivant : 

Si  deux  triangles  sont,  Vun  inscrit  et  V autre  circonscrit 
a  une  courbe  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que  les  joints 
de  contact  de  Vun  soieni  les  sommets  de  Faut  re,  les  trois 
points  de  concours  des  cdtes  opposes  de  ces  triangles  sont 
sur  la  meme  ligne  droite. 
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249.  Hexagone  de  Briaikchon.  —  Les  trais  diagonales 
qui  joignent  les  sommets  des  angles  opposes  d\in  hexa-^ 
gone  circonscrit  a  une  courbe  du  second  degre^  se  coupent 
au  meme  point. 

Si  du  sommet  A  (fig-  117)  on  mene  uoe  secante  a  la 
courbe ,  el  que  par  les  points  de  rencontre  on  conduise  des 
tangentes,  ces  tangentes  se  couperonl  en  un  point  de  la  corde 
des  contacts  GH  des  cotes  AB,  AF.  II  en  sera  de  m^me  pour 
le  point  D5  par  consequent,  si  par  les  points  de  rencontre 
de  AD  avec  la  courbe  on  mene  deux  tangentes,  ces  lignes 
se  couperont  eri  un  point  situe  a  la  fois  sur  la  corde  des  con- 
tacts GH  des  tangentes  AB ,  AF,  et  sur  la  corde  des  contacts 
G'H'  des  tangentes  DC,  DE;  ce  point  sera  done  le  point  de 
concours  de  deux  c6tes  opposes  de  Thexagone  inscrit  a  la 
courbe  et  forme  en  joignant ,  deux  a  deux ,  chaque  point  de 
contact  au  suivant.  La  diagonale  BE  sera ,  de  meme ,  diri- 
gee  suivant  la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  mcr 
nees  a  la  courbe  par  le  point  de  concours  de  deux  autres 
c6tes  opposes  de  Thexagone  inscrit.  Enfin  la  diagonale  CF 
sera  dirigee  suivant  la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes 
menees  du  point  de  concours  des  c6tes  formant  le  troisieme 
pouple  de  c6les  opposes  de  Thexagone  inscrit.  Les  trois  dia- 
gonales se  confondent  done  avec  les  cordes  de  contact  de  trois 
couples  de  tangentes  menees  de  trois  points  situes  en  ligne 
droile.  Or,  on  sait  que ,  si  des  differents  points  d'une  droite 
op  mene  des  tangentes  a  une  courbe  du  second  degre ,  les 
cordes  de  conjtact  passent  toutes  par  un  m^me  point-,  par 
cofusequent ,  les  diagonales  de  Vbexagone  circonscrit  doivent 
se  couper  au  meme  point. 

220«.  Pejjjtagowe  circowscrit.  — S^oit  ABCDE  (fig.  118) 
un  pentagone  circonscrit  a  une  courbe  du  second  ordre  ,• 
on  pourra  determiner  le  point  de  contact  de  chacun  des 
cdtes  avec  la  courbe. 
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En  effet ,  soil  I  le  point  de  contact  du  c6le  EA  5  concevons 
une  sixieme  tangente  FG ,  dont  le  point  de  contact  H  soit 
situe  entre  les  points  de  contact  I  et  K  des  col^s  AE  et  AB, 
et  supposons  que  cetle  tangenle  se  meuve  de  mani^re  que  le 
point  de  contact  H  se  rapproche  continuellement  du  point  I, 
et  vienne  cnfin  se  confondre  avec  lui.  Le  sommet  F  et  le 
point  H  se  confondront  en  meme  temps  avec  le  point  I ,  et  le 
sommet  G  se  placera  sur  le  point  A.  Les  diagonales  GD  et 
FC  viendront  coi'ncider  avec  la  diagonaleADetla  droitelC. 
Par  consequent,  pour  determiner  le  point  de  contact  d'un 
c6te  AE  du  pentagone  circonscrit ,  il  faudra  joindre  chacune 
des  extremites  de  ce  c6te  au  sommet  voisin  de  I'autre  extre- 
mite ;  puis ,  le  point  d'intersection  de  ces  diagonales  au  cin- 
quieme  sommet  C  :  le  point  de  rencontre  de  cette  ligne  de 
jonction  et  du  c6te  AE  sera  le  point  de  contact  de  AE.  On 
pourra  done,  si  Ton  donne  cinq  tangentes  k  une  courbe 
da  second  ordre^  determiner  le  point  de  contact  de  chaque 
tangente ,  et  par  suite  trouver  un  systime  de  diam^tres  con- 
jugues ,  si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole ;  et  si 
la  courbe  est  une  parabole,  construire  cette  courbe  apr&s 
avoir  determine,  soit  la  direction  des  diametres,  soit  le  foyer. 

221.  Quadrilatcre  circonscrit,  —  En  supposaut  que 
deux  c6t^s  adjacenls  de  Thexagone  circonscrit  se  confondent 
en  un  seul ,  les  deux  points  de  contact  et  le  sommet  inter- 
mediaire  se  reunissent  en  un  seul  point,  et  Tangle  de  ces 
c6tes  devient  egal  k  deux  droits.  Si  Ton  suppose  que  1' angle 
oppose  de  Fhexagone  devienne,  de  la  meme  maniire,  ^gal 
a  deux  droits,  on  aura  un  quadrilatcre  circonscrit,  et  ce 
theoreme : 

Dans  tout  quadrilatcre  circonscrit  a  une  courbe  du  se- 
cond ordre,  les  deux  diagonales  et  les  droites  quijoignent 
les  points  de  contact  des  cotes  opposes  se  coupent  en  un 
meme  point. 
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222.  Triangle  circonscrit*  —  Si  un  troisieme  angle  de 
Ji'hexagone  devient  egal  a  deux  droits ,  on  a  un  triangle  cir- 
conscrit,  et  le  th^oreme  suivant : 

Dans  tout  triangle  circonscrit  a  une  courbe  du  second 
ordre,  les  droites  menees  des  sommets  aux  points  de 
pontact  des  cotes  opposes  se  coupent  en  un  m^me  point, 

Des  foyers, 

223.  En  traitant  precedemment  la  question  des  foyers  pour 
chacune  des  trois  lignes  du  second  ordre,  nous  avons  donne 
une  definition  des  foyers ,  qui  s'appliquc  seulement  au  cas 
particulier  ou  les  axes  de  ces  courbes  coincident  avec  les 
axes  des  coordonnees  \  la  definition  generale  des  foyers  est 
la  suivante : 

On  nomme  foyer  d'une  courbe  un  point  dont  la  distance 
a  un  point  quelconque  de  cette  courbe  est  une  fonction  \ 

rationnelle  et  entiere  du  premier  degre,  my-\-nx+p, 
des  coordonnees  du  point  de  la  courbe. 

Si  Ton  designe  par  a  et  j3  les  coordonnees  du  foyer,  I'ex- 
pression  de  la  distance  d  de  ce  point  a  un  point  quelconque 
de  la  courbe,  ayant  pour  coordonnees  x  et  y^  sera  (en  sup- 
posant  les  axes  rectangulaires)  : 

^  =  l/(r  —  P)'  +  (^  --  a)*  =  wj^  4-  ^:c  -4-  /? , 

d*ou 

Quelles  que  soient  les  valeurs  determinees  pour  a,  jS,  m, 
»,  p,  cette  derni^re  relation  a  lieu  entre  x  et  y  pour  un 
point  quelconque  de  la  courbe ;  par  consequent ,  le  premier 
membre  de  F^uation  (a)  est  egal  au  premier  membre  de 
l-equation  generale 

multjplie  par  un  facteur  numerique.  Designant  par  X  cc 
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facteur  numerique,  le  premier  membre  de  Tequalion  (a) 

etle  produit  X A  j»  +  Ihxy  -{-  XCx'  -+-  IBjr  -h  lEx  -h  XF 

doivent  ^tre  identiques.  En  ddveloppant  les  calculs,  on  aura 

les  equations  : 

/>A=i^/i,«,  (i) 

XC=i— /!%  (2) 

>B  =  —  2/?i/«,  (3) 

^^^  ^  XD  =  -2(p-f./ii;>),  (4) 

>E  =  —  2(aH- /!/»),  (5) 

XF  =a^-4-P='— y>^  (6) 

Lorsqu*on  attribue  une  valeur  determinee  a  cbacune  des 
quantites  m,  7i,  p,  Inequation  mj  -f-  «JEr  -h  p  =  o  repr^sente 
une  droite.  La  distance  d  d'un  point  de  la  courbe  k  cette 
droite,  et  la  distance  d  du  meme  point  au  foyer,  sont  dans 
un  rapport  constant.  En  eifet,  la  distance  6  d*un  point  x\  y\ 
de  la  courbe  a  la  droite  dont  il  s'agit,  a  pour  expression 

~  \  la  distance  d  du  m^me  point  de  la  courbe 

au  foyer  est  my*  +  nx*  H-  p  ;  on  a  done 

On  nomme  du^ectrice  la  droite  my  -f-  nx  -f-  p  =  o. 

Si  Ton  eleve  au  carre  les  deux  membres  de  (3),  et  qu'on 
en  retranche  le  quadruple  produit  des  deux  membres  de  (i) 
et  (2) ,  on  aura 

V(B»  — 4AC)  =  4(/w^,-+-/j'—  1); 

done ,  suivant  que  B*  —  4  AC  sera  <[  o,  >  o,  =  o ;  m'  4-  n' 
sera  <^  i ,  ^  i ,  =  i . 

Pour  trouver  les  quantites  a,  j3,  m,  «,  /?,  X,  Pequation  (6) 
etant  donnee ,  on  distinguera  le  cas  ou  cette  equation  re- 
presente  une  ellipse  ou  une  hyperbole ,  de  celui  ou  elle  re- 
presente  une  parabole. 
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Quand  I'equation  (b)  est  celle  d*une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole,  on  peut  supposer  la  courbe  rapportee  a  son 
centre  5  qSlV^  snj^ui  determine  dans  cette  derniire  hypothese, 
les  valeurs  de  a  et  de  (3,  il  suffit  d'augmenter  <rti  de  dimi- 
nuer  respeclivement  ces  valeurs  des  coordonnees  du  centre, 
pour  avoir  ces  m^mes  valeurs  dans  la  premiere  hypothese. 

Les  equations  (c)  devieniient,  en  placant  I'origine  au 
centre  de  la  courbe , 

>A  =  i— w%  (1) 

XC  =  i— /i%  (2) 

>D=  —  21W/1,  (3) 

('^^                             ^   o  =  p  +  mp,  (4) 

o  =  ot-{-np,  (5) 

>F=  a' 4- ?'  —  />'.  (6) 

Les  equations  (4)  et  (5)  conduisent  a  la  relation 
Portant  la  valeur  a*  -f-  (3*  dans  (6),  il  vient 

d  ou ,  a  cause  de  m-  -h  n^  —  i  =  —^^ 7-^ > 

4 

4  -^' 

^'  etant  essentiellement  positif ,  le  signe  de  X  sera  deter- 
mine par  celui  de  F',  et  le  signe  de  i  ^tant  ainsi  connu, 
I'equation  (3)  fera  savoir  si  m  et  n  doivent  etre  de  meme  si- 
gne ou  de  signes  contraires.  Les  equations  (4)  et  (5)  etanl 
^crites  sous  la  forme 

P  ==  —  mpy     a  =  —  npy 
on  en  tire 

P  __  m 

a         n 
D'un  autre    cole,    si  Ton   relranche  (i)  de   (2),    ce  qui 
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donne 

X(C  — A)  =  /?!>  — 71% 

et  qu'on  divise  membre  a  membre  cettc  derni&re  equation 
par  Tequation  (3),  on  aura 

m       n        2(A  —  C) 
n        m  B 


Designant  —  par  t^^  cette  equation  prendra  la  forme 


,   ^  ,        2(A  — C) 

[e)  P' i-g -^c.— ir=o, 

dont  ks  racines  sont  de  stgocs  contraircs.  Or,  le  digue  de  — 


est  determine  par  la  relation  (3)  ^  par  consequent ,  —  ou   i^ 

n'a  qn^une  valenr,  ce  qui  d^ontreque  les  directrices  sont 
paralliles. 

X  ne  pent  aroir  non  plus  qu'uiH;  valeur  ^  de  XC  =  i  — 'n^ 
OD  tire 

eten  divisant  membre  a  membre  Tequation  (3)  par  cctlc 
demi^re  relation ,  on  obticnt 


XC—  I  n 

d'ott 

at' 


>  = 


2C«>— B 


Connaissant  la  valeur  de  X ,  on  d^termincra  la  valeur  dc  y^* 
par  Fequalion 

X(B^-4AC)/.^  _ 

— 4; — ~^- 

On  trouvera  nr  et  n^  par  Ics  Equations  (i)  vX  (2),  el  enfin 
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les  equations 

1  =  !^     et    >F'  =  a^  +  6'— /;' 
an 

serviront  a  calculer  les  valeurs  de  a  et  de  /3.  La  premiere 
de  ces  equations  est  celle  d'une  droite  passant  par  le  centre 
et  perpendiculaire  aux  directrices ;  la  seconde  represente 
un  cercle  concentrique  a  la  courbe.  On  voit  par  la  qu'il  y 
a ,  dans  I'ellipse  et  Fhyperbole ,  deux  foyers  qui  se  trouvent 
a  I'interseclion  d'une  droite  et  d'un  cercle.  L'equation  des 

directrices 

n  p 

mr  4-/iJPH-/?  =  o     ou     r  = x  —  — j 

mm 

montre  qu'il  y  a  deux  directrices ,  pardUMes  et  egalement 
eloignees  du  centre 5   puisque  —  et,  par  suite, n'a 


qu'uue  valeur,  et  que  ^  a  deux  valeurs  egales  et  de  signes 


m 
contra!  res. 

Remarque,  —  On  peut  determiner  le  systeme  d'axes 
auquel  la  courbe  doit  ^tre  rapport^  pour  que  la  distance 
d'un  point  de  cette  courbe  au  foyer  soit  une  fonction  ra- 
tionnelle  de  Fabscisse  seulement ,  ou  de  Tordonn^e  seule- 
ment.  En  effet,  il  faudra  que  I'expression  de  la  distance  se 
reduise,  soit  a  nx  -\-  p^  soit  a  mj-hp^  c'est-a-dire  que  m 
ou  n  doit  Atre  nul  5  ce  qui  demontre  qu'il  faudra ,  dans  le 
premier  cas ,  changer  le  systeme  d'axes  en  un  autre  dont 
I'axe  des  abscisses  soit  perpendiculaire  aux  directrices ,  et 
dans  le  second ,  changer  le  systeme  d'axes  en  un  autre  dont 
I'axe  des  ordonnees  soit  perpendiculaire  aux  directrices. 

Parabole.  —  Reprenons  le  systeme  (c)  et  rappelons-nous 
que  dans  le  cas  de  la  parabole ,  m*  -4-  w'  =  i .  On  calculera 
d'abord  X  en  ajoutant  les  Equations  (i)  et  (2)^  ce  qui 
donnera 

A-l-C 
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Connaissant  X ,  on  determinera  le  signe  de  m/i,  ct  ce  pro- 

duit  lui-m^me ,  parr^quation  (3).  Le  signe  de  —  sera  le 

meme  que  celui  de  m/i,  et  par  suite  I'^quation  (e)  donnera 

la  valeur  unique  de  — 

Pour  trouver  a  et  |3,  on  observera  que  les  equations  (4) 
et  (5)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(g)  „^  =  — a  — _. 

Divisant  membre  a  meinbre,  on  a 

— 

(0  -  = —,     d'oCi     pH =-     aH . 

n  \E  ^        2         n  \  2/ 


a 

2 


Elevant  au  carre  les  deux  membres  des  equations  (/ )  et 
(g)  et  ajoutant,  il  vient 

XVD'-hEM 

Substituant  dans  (6),  on  obtient 

V(D'4-E») 


>F  =  — >Dp  — XEa 


4 


ou  enfin , 

{/■)  Dp4-Ea+  ->—j -^+F=o. 

Les  equations  (i)  et  (k)  etant  celles  de  deux  droites, 
il  en  resulte  que,  dans  la  parabole ,  il  n'existe  qu'un  foyer 
place  a  Tintersection  de  ces  droites ,  dont  I'une  (i)  est  per- 
pendiculaire  a  la  direct  rice. 

On  determinera  m' et  w*   par  les   relations  (i)    et   (a). 
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et  p*  par  requatioii  (6),  apres  avoir  calcule  a  el  j3.  L'equa- 
tion  [f)  montre  que  mp  n'a  qu'une  seule  valcur :  or,  m'  n'a 

qu'u»e  valeur;  done  il  en  est  de  m6me  de  — •  On   conclut 


m 
m 

n 


dela,  puisque  —  n'a  aussi  qu'une  valeur,  qu'il  n'existe 
qu'une  directrice  pour  la  parabole. 


Da   nomhre  de$  points  determinant  itne  courbe  du 

second  degrS, 

224.  En  reprenant  I'equation  generale  du  second  degre, 

( I )  Aj'H-Bx/  4-  C x'  +  D^  H-E^  4-  F  =  o, 

nous  ferons  observer  qu'il  est  permis  de  diviser  tous  les 
coefficients  de  cette  equation  par  Tun  quelconque  d'entre 
eux  •,  il  n'y  a  done  que  cinq  coefficients  ou  param^tres  a  cal- 
culer.  II  faudra,  en  general,  cinq  conditions,  ou  cinq 
points ,  pour  determiner  une  ligne  du  second  ordre. 

Quatre  conditions  suffisent  pour  une  parabole,  puisque 
Ton  a  entre  les  coefficients  de  Fequation  { i )  la  relation 

B*  -4AC  =  o. 

Proposons-nous  de  trouper  Vequation  d'une  section  coni- 
que  qui  passe  par  cinq  points  donnes  (fig.  H9). 

Soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  points.  Nous  choisirons 
les  axes  de  maniere  que  chacun  d'eux  passe  par  deux  des 
points  donnes,  et  nous  nommerons  x'  et  x"  les  abscisses 
des  points  A  et  B;  j'  etj"  les  ordonnees  des  points  C  et  D; 
x'"  et  j^"  les  coordonnees  du  point  E.  En  mettant  successi- 
vement  ces  valeurs  dans  I'equation  (i),  nous  trouverons  les 
cinq  equations 

A/*-f-  Dr'  4-  F  ~  o,  A/'^  -h  Dy'4-  F  =  o, 
Cjc''  h-  E  or'  +  F  =o  ,  Cy  -h  Ex' -h  F  =  o, 
A/^'-h  B  x'y"  4-  C  x'"^  4-  D/"  4-  E  x"  4-  F  =  o . 
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Divisant,  comme  nous  Tavons  dil  plus  haul,  tous  les  ter- 
mes  par  Tun  quelconque  des  coefficients ,  F  par  exemple , 
les  equations  a  resoudre  seront  : 

A    .,       D     ,  A     ,.        D     „ 

-x"+  -a/  +  iz=o,  -  x"'+  -x"+i=o, 

Le  calcul  n'oiTre  aucune  difBculte ,  ct  conduit  aux  yaleurs 
suivantes : 

A  I         D        — /^y      C  I         E       ^x'-^a/' 


F~     x'"y"i        yy         "^         ^y'  A 

En  portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (i),  apr^s  avoir 
aussi  divise  tous  ses  termes  par  F,  on  obtient  Tequation 
demand^e. 

Les  rapports  precedents  ne  seront  ni  infinis  ni  ind^ter- 
inines,  si  aucune  des  quantites  x'^  x" ^y* ^y"^  ^"^y^''^  n'est 
egale  a  zero,  c'est-a-dire  si  parmi  les  cinq  points ,  il  n'y  en 
a  pas  trois  en  ligne  droite.  Cette  condition  est  n^cessaire, 

1  »  11  1-  *  A    D   C    E 

et  lorsqu  elle  sera  remplie ,  on  trouvera  pour  - »  ->  -,  -, 

F    F    r     F 

B 

-9  un  sy Sterne  unique  de  valeurs  j  done,  par  cinq  points 

donneSy  quand  il  ny  e«  a  pas  trois  en  ligne  droite, 
on  peut  toujours  faire  passer  une  section  conique ^  mais 
on  nen  peut  faire  passer  qiiune. 

225.  La  connaissance  du  centre  donne  deux  conditions^ 

car  si  Fou  met  les  coordonuees  .r',  j  ',  de  ce  point  dans  les 
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equations  {n^  95) ,  on  aura  deux  equations  entre  les  coeffi- 
cients de  I'equation  (i).  Le  foyer  represente  aussi  deux 
conditions;  puisqu'en  ecrivant  dans  les  equations  de  ce 
point  ( n°  223)  les  coordonnees  connues ,  on  obtiendra  deux 
relations  entre  les  coefficients  a  calculer. 

Donner  une  tangente,  c^e^t  etablir  une  seule  condition. 

En  effet ,  quand  on  veut  exprimer  qu'une  droite  louche 
Tune  quelconque  des  courbes  representees  par  I'equa- 
tion (i),  on  est  conduit  a  une  relation  unique  entre  les 
coefficients  de  cette  equation.  Si  Ton  connaitla  tangente  et 
son  point  de  contact,  on  aura  deux  conditions. 

Traitons  la  question  dans  ce  dernier  cas ,  et  supposons 
que  la  courbe  doive  toucher  la  droite  OY  (^g'.  120)  au 
point  C,  dont  Pordonnee  est  j^'.  Si  Ton  fait  a:  =  0  dansT 
I'equation  (1) ,  il  vient 

Aj'  +  D7-f-F  =  o, 
d'ou 

y  = r  ±  -^  v^D^— 4aF. 

-^  2A  2A  ^  ^ 

Ces  deux  valeurs  devant  etre  egales  a  j',  on  trouve  les  deux 
equations 

2A 

On  a  deux  conditions ,  quand  on  connait  une  directrice 
ou  une  asymptote ;  car,  en  egalant  les  coefficients  de  I'une 
de  ces  deux  lignes  aux  deux  constantes  qui  determinent  sa 
position ,  on  forme  detix  equations  entre  les  coefficients  de 
Tequation  (i). 

II  faut  examiner  attentivement  les  conditions  enoncees 
pour  ne  pas  s'exposer  a  compter  deux  fois  la  meme  :  ainsi , 
quand  on  donne  en  m6me  temps  le  centre  et  Tasymp- 
tote,  on  n'a  que.  trois  conditions,  parce  que  Fasymptoie 
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passant  par  le  centre,  une  seule  constante  determine  sa 
position. 

L'equation  la  plus  generate  du  cercle 

/'  4-  X*  -+•  2  cos  0  .rj  H-  flx"  -+-  A j:  -f-  c  =  o 

ne  rehfermant  que  trois  coefficients  oii  paramfetre^^  trois 
conditions  seulement  sont  n^essaires  pour  determiner  cette 
courbe. 

Quoiqii'il  soit  facile  de  voir  inaintenant  quelle  est  la 
marche  generale  a  suivre  pour  determiner  une  ligne  du  se- 
cond ordre  satisfaisant  a  des  conditions  donn^,  pour  re- 
pandre  plus  de  clarte  sur  ce  sujet,  nous  traiterons  la  ques- 
tion suivante : 

Connaissant  pour  une  parabole  deux  tangentes  OA  , 
OB  (fig.  mi) ,  ef  leurs  points  de  contact  A  ef  B,  trouver 
l'equation  de  la  courbe. 

Nous  prendrons  les  deux  tangentes  pour  axes  des  coor- 
donn^es. 

L'equation  de  la  parabole  sera  de  la  forme 

(i )  j'-f-  2  axy  -f-  a*  X*  +  i'jr  -f-  cr  -f-  </  =  o, 

puisque  les  trois  premiers  termes  forment  un  carr^  parfait , 
etqu'on  peut  reduire  a  Tunit^  le  coefficient  dej'*.  Designons 
OA  pat*  x'  et  OB  par  J^^  En  faisant/  =  o  dans  (i) ,  on  ob- 
tient  Tequation 

a'  x'  -f-  rx  -4-  </  =  O , 

dont  les  racines  doivent  ^tre  egales  kx^\  ce  qui  conduit  a 

(2)  c' — ^a^d  =  o, 

(3)  '--n-'- 

Si  Ton  fait  or  =  o ,  I'^uation  resultante 

j"* -h  by  -\- J  =1  o 
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aura  ses  racines  egales  ky'^  et  Ton  trouvera 

(4)  6'-4rf  =  o, 

(5)  y=-l 

Les  equations  (5)  et  (4)  donnent 
de  (a)  et  (3)  on  tire  ensuite 


'^'-'ir'  ^  =  ^' 


d'ou 

r 


a  = 

X' 


En  substituant,  on  arrive  aux  equations 

(6)  j^+^-^j  +  ^^'-ayr- ^'0:4-/^=0, 

Le  premier  membre  de  Tequation  (6)  est  egal  a 


y-^' 


F'*-^')'' 


par  consequent,  cette  equation  represente une  droite.  L'e- 
quation  (7)  est  celle  de  la  parabole  qui  touche  les  droites^ 
donn^es  aux  points  A  et  B. 
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DE  LA  SIMILrrtJDE  D£S  GOURBES. 


226.  On  di  t  que  deux  courbes  sont  semblables  lonqu*on 
pent  les  placer  de  telle  manihre  quen  menant  par  un 
meme  point  des  rajons  vecteurs  aux  differents  points  des 
deux  courbes,  les  rayons  vecteurs  ditiges  sui%^ant  la  m€me 
droite  soient  proportion  nels» 

Consid^roDs  les  deux  courbes  ab^  AB  {fig*  ista),  situ^s 
sur  un  m^me  plan.  S'il  est  possible  de  placer  la  courbe 
ab  de  telle  maniifere  en  a'i',  que  menant  par  un  certain 
point  O  dans  des  directions  quelconques  ^  des  droites  qui 
rencontrent  la  conrbe  AB,  en M ,  M',  M^^,  etc.,  et  la  courbe 
a'6',  en  m,  m',  m^^  etc.,  on  ait 

OM       OM'       OM'^ 


Om       0/w'       Om"  ' 

la  courbe  ab  sera  semblable  a  AB. 

Si  Ton  imagine  que  la  courbe  a'  b'  soit  report^e  en  a&, 
et  que  les  lignes  Om,  Om',  Om"^  etc.,  se  placent  en  on, 
07t',  on"^  etc.,  les  points  O  et  o,  d^ou  partent  les  rayons 
proportionnels ,  sont  nomm^s  centres  de  similitude.  Les 
rajons  de  Tune  des  deux  courbes  font  entre  eux  les  m^mes 
angles  que  ceux  de  Pautre  courbe  auxquels  ils  sont  propor- 
tionnels ,  et  qu'on  pent  appeler  homologues. 

La  courbe  ab  pent  avoir  telle  position  que  Ton  voudra 
a  regard  de  A]g ,  sans  cesser  de  lui  6tre  semblable.  Quand 
cette  position  est  telle,  que  les  rayons  de  Tune  soient  pa- 
ralUles  a  leurs  homologues  dans  Tautre,  on  dit  que  les 

ai. 
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courbes  soiit  semblablefnent  situ^es.  Lorsqu'elles  sout  dis- 
posees  comme  AB  et  a'b\  de  maniere  que  les  raycms  ho- 
mologues  partem  du  m^me  point  et  soient  diriges  suivant 
la  m&me  droite,  elles  ont  nie/ne  centre  de  similitude,  et 
situations  semblables, 

Le  rapport  constant  qui  existe  eptre  les  rayons  vecteurs 
homologues  se  nomine  rapport  de  similitude. 

227,  Proposons-nous  actuellement  le  probl^me  suivant : 
L' equation  d'une  courbe  etant  donnee ,  troui^er  Vequa-' 
tion  generale  des  courbes  semblables, 

Soit  AB  (fig^  1 23)  la  courbe  dont  on  donne  Fequation 

(i)  F(a:,r)=o; 

en  menant  de  Forigine  les  rayons  OM,OM',  etc.,  et  les 
divisaiit  proportionnellement  en  m,  m',  etc.,  le  lieu  des 
points  m,  m\  etc.,  sera  une  courbe  ab  semblable  a  AB.  Si 
Ton  designe  par  k  le  rapport  de  OM  a  Om ;  par  jc,  y^  les 
coordonnees  d'un  point  quelconque  M  dela  courbe  AB5  par 
x!^y*^  celles  du  point  homologue  m,  il  est  visible  quW 
aura 

d'ou 

En  portant  ces  valeurs  dans  F  (,t?,  j)  =  o,  Tequatioti  re- 
sultan  te 

(2)  Y{kx\ky')^o 

comprendra  toutes  les  courbes  semblables  a  la  propos^e ,  en 
donnant  au  rapport  h  toutes  les  valeurs  possibles. 

Nous  devons  faire  observer  que  ces  courbes  auront  une 
»ituation  particuliere ,  puisque  I'origineesl  le  centre  de  si- 
militude commun  a  elles  et  a  la  courbe  proposee ,  et  qu'en 
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outre  les  rayons  vecteurs  homologues  sont  diriges  suivant 
Ja  meme  droite. 

Donnons  a  ces  courbes  une  autre  situation ,  et  supposons 
d'abord  que  les  axes  OX ,  OY,  se  Iransporiant  parallMe- 
ment  a  eux-raemcs  en  o'X',  o'Y',  la  courbe  ab  devieune 
cd.  EUe  aura,  relativement  aux  nouveaux  axes,  la  m6ine 
equation  (2)  que  relativement  aux  anciens.  Et,  si  Ton  veut 
toujours  la  rapporter  a  ceux-ci ,  il  faut  changer  dans  cette 
equation  x*  en  or' — a,  et  y'  en  j^' — i,  'rt  et  b  ^tant  les 
coordonnees  du  point  o'  par  rapport  aux  axes  OX ,  OY.  On 
trouve  ainsi  Tequation 

(3)  ^{H^-a),k{j^b)]^o, 

qui  represente  toutes  les  courbes  semblables  a  la  proposee 
et  semblablement  situees. 

Cette  Equation  n'a  pas  encore  toute  la  g^^ralit^  desi- 
rable; pour  Tobtenir,  il  faut  que  les  axes  OX,  OY,  au  lieu 
de  se  transporter  parallilemcnt  k  eux-m&mes ,  soicnt  de- 
places  d^une  mani&re  quelconque  dans  leur  plan.  Si  Ton 
suppose  quails  soient  devenus  O'X',  O'Y'  [fig,  124),  et 
que  cd  soit  la  nouvelle  position  de  la  courbe  ab ;  il  est 
visible  que  I'dquation  de  td  relativement  aux  nouveaux 
axes  sera  encore 

¥{kx',kf)z=zo, 

et  il  s'agit  de  trouver  quelle  equation  on  doit  avoir  en 
rapportant  la  nouvelle  courbe  aux  nk^mes  axes  OX,  OY, 
que  AB. 

Les  deux  systemes  d'axes  etant  obliques ,  pour  passer  dcs^ 
premiers  aux  derniers ,  on  a  les  formules 

x  sin(0  —  «)-+-/ sin  (&  — a  ) 


a;  =  £1  -I- 


sind 


,        x'  sin  a  -h  J"'  sin  a' 

y  =ib  -^ M    .      

sin  9 


1 
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d^uis  lesquelles  a  el  b  sont  les  cooixloiiiiees  de  la  nouvelle 
origine  O'  5  6  Tangle  YOX  ^  « ,  a'  les  angles  X'O'  E ,  Y'O'E, 
formes  par  O'X',  O' Y',  avec  une  paraUele  a  Faxe  OX. 
Dans  le  eas  actuel ,  oga  a 

a'  =  0  H-  a ; 

en  introduisant  cette  condition  dans  les  formules  prece- 
denies,  on  obtient 

x'  sia(ft  —  a)  — y  since 

3?  =  a'i i .  \     -^ 9 

sin  9 

,        J?' sin  a  4-/' sin  (0  4- a) 
jrzn  If  ^ ;— . 

Sin  9 

]^ti  effectuant  quelques  calculs  qui  ne  presentent  aucune 
dilficulte,  on  deduit  de  ces  relations'  les  valeurs  suivantes 
pour  x'  et  y  ' 

, (x  —•a)sin{B  -f-a)  -+-  (  v —  6)  sin  a 

smO 

^       — (x  —  a.)sina-h(^  —  6)sin(Q  —  ot) 
^  sin  9 

Si;  Ton  porte  ces  yaleurs  dans  Tequatioii 

la  courhe  cd  sera  rapportee  amx,  axes  primitifs ,  et  Ton 
aura ,  de  cette  maniere,  Tequation  la  plus  generale  des  cour- 
bes  semblables  a  la  courbedonnee. 

228.  Nous  allons  appliquer*  cette  theorie  generale  aux 
courbes  du  second  ordre.  Pour  le  faire  d'abord  le  plus 
^implement  possible,  nous  rapporterons  I'ellipse  et  Thy^. 
perbole  a  leurs  axes  principaux. 

L^^quation  de  la  premiere  courbe  etanl 

si  Ton  prend  le  centre  de  la  courbe  pour  centre  de  simili- 
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tude ,  et  si  I'on  designc  toujours  par  k  le  rapporl  de  simili- 
tude, Tequation  des  courbes  semblables  k  la  propose  sera 

ou,  en  supprimant  ies  accents, 

Ce  qui  apprend  que  toutes  Ies  courbes  semblables  h  une 
ellipse  sont  des  ellipses. 

Si  dans  I'^uation  g^n^rale  de  ces  derni^^res  courbes  ^  on 
fait  successivement  j^  =  o,  x  =  o,  pour  avoir  Ies  grandeurs 
Aii^  axes  on  obtient 

a  b 

X  ^         k 

Done,  pour  que  deux  ellipses  soient  semblables j  Ufaut  et 
il  suffit  que  leurs  axes  soient  proportionnels.  On  arriye 
exactement  aux  m£mes  consequences  pour  Thyperbole. 

En  appliquant  la  methode  a  la  parabole  j^*=  spa:,  on 
obtient 

2  if 

On  en  conclut  que  toutes  Ies  paraboles  du  second  degre 
sont  semblables. 

229.  La  r^le  tres-simple  que  Ton  vient  d'enoncer  au 
sujet  des  ellipses  et  des  hyperboles ,  a  rinconveuient  d'exiger 
que  Ton  rapporteces  courbes  a  leurs  axes  principaux ,  ce  qui 
entratne  dans  des  calculs  assez  longs.  II  est  done  important 
de  chercher  une  autre  rigle  au  moyen  de  laquelle  on  puisse 
facilement  connaitre,  a  Finspection  de  leurs  equations,  si 
deux  courbes  a  centre  sont  ou  ne  sont  pas  semblables. 

Soient 

Xy2  ^  B'^/  A-Cx'-^  I)>  4-  VJx  +  F'  =  o , 
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les  equations  de  deux  ellipses  ou  de  deux  hyperboles ,  rap- 
portees  a  des  axes  rectangulaires.  Si  on  les  rapporte  a  leurs 
axes  principaux ,  on  aura  deux  equations  de  la  forme 

Mr'-t-Nx»-f-  P  =  o, 
M  V  -f-  N  V  -h  P'  =  o ; 

et  les  longueurs  de  leurs  demi-axes  seront  donnees  par  les 
formules 


"^V/^'  *=V/-F'  '''=v/ir'  ''  =  \J-w- 

Comme  on  doit  avoir  (n°  228)  —  =:  ^7?  il  viendra 

N~"m'      '^^^     M  +  N'^M'  +  N'' 
];nai$  on  a  trouve  (pstgei  162) 

M  -h  N  =  A  -he,     M  —  N  =  ^/(A  — C)'-hB*, 
done 

v/(A  — c)^  +  b"»_  vW—ctTb^ 

A  +  C         ~"  A'  +  C         ' 

elevant  au  carre  el  dtvisant  chaque  numerateur  par  le  de.- 
nominateur  correspondant ,  il  viept 

B»-^4AC  B'^  — 4A'C^ 

1  A =  I  H — 9 

^  (A  +  C)'  ^    (A'H-C)'  '■ 

d'ou 

B^  — 4ac_b^^^4ax^ 

230.  Si  Ton  veut  que  les  deux  courbes  semblables  so.ieat 
semblablement  placees,  il  faui  que  leurs  axes  homolo- 

gues  soient  parall^les ,  ce  qui  exige  que  -. =  —r- — 7, 

.  *  T^A  —  CA  —  C 


DE    LA    SIMILITUDK    DES    COURBES.  329 

(page  i56).  On  tire,  de  Tegalit^  precedente, 

B        A  — C 


Jou 


B'""  A'— C 

B'_  (A  — C)'  B'-h(A  — C)^    _  B» 

F« "~  (A'— CM»*     B'> -h  (A'  —  C')* ""  B'' 


^(A~C)'H-B^    _B_A>-C 

^(A'-c7  +  B"~"B'  "■  A'  ^  a 

Mais  on  vient  de  trouver 

^(A  ~c)'+ b"^  __  v^(  A^  —  cy  -H  w\ 

(A  +  C)        ""  A'  +  C  ' 

donq 

B  _  A  —  C  _  A-hC 
B'^^A'—C'^A'-hC' 
ce  qui  coiidui  t  a 

B  _  A  _  C 
B'^A'^C^' 

Done  ^  pour  que  deux  ellipses  ou  deux  hyperboles  sown  t 
semhlables  et  semblablement  placeeSy  iljant  ct  ilsujfit  que 
dans  leurs  equations ,  les  coefficients  des  teimes  du  second 
degre  soient  proportionnels, 

Le  rapport  de  similitude  des  deux  courbes  est 


La  quail tite  P  est  celle  que  nous  avons  designee  (page  160) 
par  F',  et  qui  pent  6tre  exprimee  au  moyen  des  coefficients 
de  I'equation  generate.  Si,  pour  abreger,  on  represente 
par  V  le  numeratcur  de  F'ou  de  P,  on  aura 


^     B^  — 4ac^ 
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<le  sorte  que 

p  _v     B^^  —  ^A'a  _  V     [A/jrCy 

^-^T^    B»— 4AC    ""  V''^  (A-4-C)»' 

enverlu  de  la  formule  (a). 

D'une  autre  part ,  le  rapport—  etant  egal  a  —  >  Test ,  par 

.  ,  M'-hN'  ,         .  A'  +  C 

consequent,  a  — —-j  quantitequiestequivaientea  ^  ; 

done  Texpression  du  rapport  de  similitude  est 


/V        /A'+C'\^ 

231 .  Nous  avons  vu  que  toute  courbe  semblable  a  uue 
parabole  est  elle-ni6me  une  parabole ,  et  que  toutes  les  pa- 
raboles  sont  semblables.  Cette  propriete  n'est  pas  particu- 
li^re  a  la  parabole  y  elle  convient  a  toutes  les  courbes  dont 
r^uation,  reduite  a  sa  forme  la  plus  simple,  ne  renferme 
qu'une  seule  constante  arbitraire. 

Prenons  I'equation  generale 

renfermant  la  seule  constante  p  ,  et  qui  est  homogene  par 
rapport  aux  trois  quantites  or,  y,  p^  comme  on  le  voit  dans 
Tequation 

j^3  —  3pxjr  +  jc^  =  o. 

Le  changement  de  x  et  de  y  en  kx ,  Ay,  donne ,  pour  les 
courbes  semblables ,  Vequation 

si  Ton  pose  p  =  kp\  elle  devient 

Supposons  que  la  somme  des  exposants  dans  chaque  terme 
de  I'equation  proposee  soit  egale  a  m^  il  est  visible  que  A"* 
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sera  facteur  commun  de  requation  pr^Mente;  done,  en 
divisant  par  h"*^  on  aura  une  Equation 

qui  ne  differera  de  la  propose ,  qu^en  ce  que  p  sera  rem* 
place  par  p\  D'ailleurs, /?' pouvant  avoir  telle  grandeur 
que  Ton  voudra,  a  cause  du  facteur  Ar,  on  en  conclut  que 
toutes  les  courbes  donnas  par  Tequation 

en  y  faisant  varier  /?,  sont  semblables  entre  elles.  11  est  per- 
mis  d'ajouter  qu'elles  sont  semblablement  situ^s ,  et  que 
Torigine  est  un  centre  commun  de  similitude. 

232.  Prenons  encore  Fequationy  =  M  log  x ,  qui  repr^ 
sente  une  famille  de  courbes  nomm^es  logarilhmigues  ^  ces 
courbes  difi^rent  les  unes  des  autres  par  le  coefficient  M , 
mais  elles  coupent  toutes  Taxe  des  or  a  la  m^me  distance 
OA  =  1 ,  puisque  a:  =  i  donne  jr=zo. 

On  reconnalt  faieilement  qu'elles  ont  pour  asymptote  la 
partie  inferieure  de  Faxe  des  j-,  car  a:  =  o  donne 

y=  —  00  . 

En  remplafaiit  x^y  par  Kx,  Ky^  il  vient 

K7=:MlogKjr; 

d  ou,  en  faisant  M  =  M'K , 

X  =  M'logKjT  =  M'  logx4-  M'  logK. 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallelement  a  eux-memes ,  en 
un  point  de  Taxe  des  Y,  dont  Tordonnee  soit  M'  log  K  ^  en 
nommant  x\  y'  les  nouvelles  coordonnees ,  on  aura 

et  Fequation  precedente  deviendra 

r'=:M'logx', 
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^uation  qui  represente  encore  une  logarithmiquc.  Comnie 
M'  peut  prendre  toutes  les  grandeurs  possibles ,  il  en  resullc 
que  toutes  les  logarithmiques  sont  semblables. 

233*  La  relation 

{A-hCy  ^    (A'-f-C')» 

obtenue  (n^229),  etant  satisfaile  d'elle-meme  qu and  les 
deux  courbes  sont  des  paraboles,  on  en  conclura  que  cette 
equatioQ  exprime  la  condition  generale  de  similitude  des 
courbes  du  second  ordre. 

Pour  exprimer  que  deux  courbes  du  second  ordre  sont 
egales,  il  faut  ecrire  qu'elles  sont  semblables  et  que  leur 
rapport  de  similitude  est  Tunite,  ce  qui  donne  les  deux 
equations  de  condition 

B^— _4AC  ___  B^'— 4A^C^  V^  _  (A-hC)^ 

'(A-t-C)^'""    (A'-f-C)'       ^^      V'""(A'4-C')^' 

Ces  deux  equations  conviennent  aux  ptraboles  aussi  bien 
qu'aux  deux  autres  courbes  du  second  ordre,  car  la  pre- 
miere est  toujours  satisfaite  dans  le  cas  de  la  parabole ,  et  la 
seconde  exprime  que  les  paraboles  ont  le  meme  parametre, 
comme  on  le  verifie  facilenient  en  exprimant  dans  V  et  \\ 
que  B*  —  4  AC  el  W^  —  4  A'  C  sont  nuls. 
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IDENTITlfe   DES   COURBES    DU    SECOND    DEGRi!:   ET  DES 
SECTIONS  CONIQUES  ET  CYLINDRIQUES. 


234-  ProposonS'nous  dc  determiner  les  courbes  obtc<«- 
nues  en  coupant,  par  un  plan,  un  c6ne  droit  a  base  cir- 
culaire.  Ces  courbes  sc  nomment  sections  coniques, 

SoitMON  [fig-  1^5)  rintersecliou  du  c6ne  et  d'unplan 
quelconqtie;  par  I'axe  SC  menons  un  plan  perpcndiculaire 
a  celui  de  la  section,  il  coupera  la  surface  conique  suivant 
deux  generatrices  opposees  SA ,  SB ;  et  sa  trace  sur  le  plan 
secant  MON  sera  une  droite  OX.  Prcnons  cettedroite  pour 
axe  des  abscisses ,  et  la  perpendiculaire  OY  menee  a  OX  dans 
le  plan  de  la  courbe,  pour  axe  des  ordonnees.  Par  un  point 
quelconque  M  de  la  section,  conduisons  Tordonnee  MP.  Po- 
sons  OP  =  X ,  MP  =  y ;  et  cherchons  la  relation  generale 
qui  existe  entre  x  ety. 

En  menant  par  le  point  P  unc  perpendiculaire  GH  a 
Taxe  du  cone,  le  plan  conduit  par  cette  perpendiculaire  et 
I'ordonnee  MP  sera  perpendiculaire  a  Taxe  et  determinera, 
par  consequent,  sur  la  surface  conique  une  circonference 
GMH. 

La  droite  MP,  intersection  des  plans  GMH ,  MON ,  per- 
pendiculairesauplan  ASB,  est  elle-merae  perpendiculaire 
a  ce  dernier  plan,  et,  par  suite  ,  au  diametrc  GH  dc  la  cir- 
conference. II  en  resulle  alors 

J'=GPXPH. 
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Nommons  2  6  Tangle  au  sommet  du  c6ne ,  ol  Tangle  SOX , 
et  d  la  distance  SO ;  on  comprend  que  la  forme  et  les  di- 
mensions de  la  courbe  dependent  de  ces  quantites  \  et  que 
pour  obtenir  son  equation ,  il  faut  exprimer  GP,  PH  en 
fonction  de  x,  dej",  et  de  ces  memes  quantites. 

A  cet  effet ,  menons  PD  parallMe  a  SB  et  OKL  perpen- 
diculaire  a  I'axe  SC,  et  rencontrant  au  point  I  la  droitc 
PD. 

Le  triangle  POG  donne 

GP  :x  ::  sina :  cosS, 

d'oii 

cos€ 

Pour  obtenir  PH,  nous  ferons  remarquer  que  Ton  a 

PH  =  20K  — 01. 
Mais 

OK  =  r/.sin6, 

el  le  triangle  OPI  donne 

01:  j;  ::sin(a-h  26)  :  cos^; 

car  Tangle  OPD   est  supplementaire  de  POD  -h  ODP^ 

et 

sin  OIP  =  sin  OLS  =  cos€. 

Done, 

^_       jr. sin  (a  -4-26) 
01  = i^ — ; 

COSb 

par  consequent , 

PH  =  2  rf  sin  6 ^ — ^  : 

COSb 

et  enfin 

.  .  ,       2  c/ sin  a  sin  6  sin  a.  sin  (a  +  26) 

^  '  cos 6  COS'S 
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D(NQC,  ies  sections  coniques  sont  des  courbes  du  second 
ordre. 

Avant  de  demontrcr  la  r^iproque,  nous  allons  exami- 
ner Ies  positions  que  doit  avoir  le  plan  coupant  pour  don- 
ner  successivement  Tellipse,  I'hyperbole  et  la  parabole. 

Pour  la  premiere  courbe,  le  coefficient  de  jc'  doit  fetre 
negatif -,  on  doit  done  avoir 

sin  a.  sin  (a  -h  26) 
-_ >o. 

cos*  6 

Or,  il  est  permis  de  regarder  sin  a  comme  positif.  En 
eflet,  si  Ton  applique  OX  sur  OS,  et  si  Ton  fait  toumer 
la  premiere  ligne  autour  du  point  O ,  jusqu'a  ce  qu'elle 
s'applique  de  nouveau  sur  SA ,  Tangle  a ,  d'abord  nul , 
sera  devenu  egal  a  i8o  degres;  et  si  Ton  continue  a  faire 
mouvoir  OX,  cette  ligne  prendra  une  position  semblable 
a  celle  qu*elle  avait  lorsque  Tangle  a  etait  plus  petit  que 
180  degres. 

Comme  cos*  6  est  positif,  la  condition 

sina.sinfa  -H  26)  ^ 
cos'  6  ^ 

revieiit  a 

sin  (a  -f-  26)^0. 

Dans  ce  cas,  on  voit  facilement  que  la  trace  OX,  du  plan 
secant  sur  ASB ,  coupe  la  gen^ratrice  SB  sur  la  nappe  ASB 
de  la  surface  conique,  et  que,  par  consequent,  le  plan  cou- 
pant rencontrant  toutes  Ies  generatrices  surune  m&me  nappe 
de  la  surface ,  la  courbe  determinee  est  rentrante  et  fer- 
mee;  ce  qui  s^accorde  avec  la  forme  connue  de  Tellipse. 

Si  Ton  a  a  -h  2  6  >  180®,  la  trace  OX  coupe  la  genera- 
trice  SB  sur  SOB  prolongement  SB',  de  sorte  que  le  plan 
secant  rencontre  une  partie  seulement  des  generatrices  des 
deux  nappes^  il  en  resulte  done  deux  branches  de  courbes 
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qui  s'etendent  indefiniment  chacune  »ur  une  seule  nappe. 
C'est  la  forme  de  Thyperbole. 

Eniin ,  si  a  -h  2  S  =  180*^,  OX  est  parallile  a  SB,  et  le 
plan  secant  rencontre  toutes  les  generatrices ,  excepte  SB , 
sur  la  nappe  ASB)  d*oii  il  resulte  une  courbe  form^  d'une 
seule  brancHe  s'etendant  indefiniment  sur  cette  nappe  ^  on 
a  done  la  parabole. 

Si  I'on  designe  par  —  Ar  le  coefficient  de  x*  de  I'equa- 
tion  (i) ,  et  si  Ton  suppose  J==  o,  dans  la  meme  equation, 
elle  deviendra 

et  repr^semera  tin  point,  deux  droites  qui  se  coUpent^  ou 
une  seule  droite,  suivant  qu'on  aura 

a -+- 26<;i8o,  >  180,     ou     =180**. 

L'hypothise  a  ==  90*^  —  6 ,  introduite dans  Fequatioh  (i), 
reiid  les  facteurs  sin  a ,  sin  a  -f-  2  S  egaux  a  cos  6  ^  et  con- 
duit a  une  equation  de  la  forme 

X^=  hx  —  ar% 

qui  represente  une  circonference  de  cercle,  puisque  les 
coordonnees  sont  rectangul aires.  Dans  le  cas  dont  il  s'agit , 
le  plan  coupant  est  perpendiculaire  a  Faxe  du  c6ne. 

On  conclut  de  ce  qui  precede,  que  I'equation  (i)  peut 
represenler  i  1°  une  ellipse,  un  cercle  et  un  point;  2^  une 
hyperbole  et  deux  droites  qui  se  coupent;  3^  une  parabole 
et  une  ligne  droite. 

On  voit  qu'elle  ne  peut  jamais  representer  deux  paral- 
leles,  ou  une  ligne  imaginaire,  et  que,  par  consequent, 
elle  est  moins  gen^rale  que  Tequation 

A  jr*  +  B^J  4-  C.r'  -f-  D/  4-  E J7  -+-  F  =  o. 

235.  Occupons-nous  maintenant  de  la  question  inverse 
de  celle  que  nous  venous  de  r^soudre. 
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Supposons  done  que  Ton  demaiide  de  couper  un  c6ne 
par  un  plan ,  de  manierc  que  Fintersection  soil  une  courbe 
donnee  du  secoi^d  ordre. 

En  rapportant  ceile  derniere  courbe  a  Tun  de  ses  axes, 
et  a  la  tangente  a  Tun  des  sommels,  on  sail  que  eon  equa- 
tion sera  de  la  forme 

(2)  j'=r  2/7JJ -f-  9X'; 

%p  designant  le  parametre  ^t  q  le  carre  du  rapport  du  se- 
cond axe  au  premier  (abstraction  faite  du  signo). 

II  s'agit  de  savoir,  les  quantit^s  ^,  9,  6,  rf,  etant  don- 
nees ,  si  Ton  peul  determiner  pour  rf  el  a  des  valeurs  reellcs 
et  finies,  qui  rendent  Tequation  (i)  identique  avec  (a). 

En  egalant  respectivement  les  coefficients  de  x  et  de  x* 
dans  les  deux  equations,  il  vient 

,^,  ^/ sin  or.  sin  € 

^    '  COS  6 

, ,,  sin  a. sin  (a  -h  26) 

(4)  ^^^^6 =  -''■ 

L'equation  (3),  etant  du  premier  degre  par  rapport  a  <i, 
donnera  toujours  une  valeur  reelle  pour  cette  inconnue,  si 
Ton  pent  tirer  de  Tequation  (4)  une  valeur  de  cette  espice 
pour  a. 

Pour  obienir  ce  dernier  angle,  nous  allons  changer  la 
forme  de  I'equation  (4)-  A  ceteffet,  nous  rappellerons  que 
la  trigonomotrie  donne ,  en  general , 

2  sin  A  sin  B  =  cos  (A  —  B)  —  cos  (A  -f-  B); 

d'oii  nous  tirons 

cos  2 6  —  cos  (2  a  -f-  26)  =  2sin  a.sin(a  4-26), 

et,  par  suite,  Tequation  (4)  devient 

cos  26  —  cos  (2a-f-2  6)=  —  2q  COS'  6 . 

22 
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On  en  deduit 

cos  (  2  a  4-  2  6  )  =  COS  2  6  -f-  2  ^  COS'  S. 

Or, 

COS  26  =  cos^  6  —  sin'  6  =  a  cos'  6  —  i ; 
done  enfin 

cos(2a -+■  26)  =  2(1 -f- y)cos'6  —  I. 

Dans  FelHpse ,  le  rapport  q  est  negatif  et  <^  i .  II  en  re- 
sulte  que  la  valeur  2  (i  -f-  ^)  cos*  S  —  i  est  comprise  entre 
I  et  — 15  iju'alors  Tare  2  a  -{-  2  S  est  reel ,  et ,  par  suite , 
que  a  Test  aussi. 

Done,  un  cone  droit  etant  donne,  on  pent  toujours  le 
couper  suivant  une  ellipse  aussi  donnee, 

Dans  rhyperbole,  q  est  positlf  et  peut  avoir  une  gran- 
deur quelconque*  Si  la  valeur  de  cos  ( a  a  -f-  2  6)  est  nega- 
tive, il  est  visible  qu'elle  sera  plus  petite  que  Funite,  et, 
par  consequent,  a  sera  reel.  Mais  il  n'en  est  plus  ainsi 
quand  celte  valeur  est  positive.  Dans  ce  cas ,  il  faut  qu'on 
ait 

2(1-1-7)  cos'  ^  —  '  <C  '  J 
d^oik 


cos  6  •<] 


V  n-^ 


Pour  interpreter  cette  condition,  remplacons  q  par  le  carre 
du  rapport  des  afxes ;  elle  devient 


a 
cos  6  <^ 


Or,  en  designant  par  6  Tangle  des  asymptotes  avec  I'axe 
transverse,  on  a 

cos  0  =  - 

y/fl'-f-  b 

done 

cos  S  <;  cos  0 


-  •) 
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d'ou 

6>0    et    ae>2e. 

Chi  voit  par  la  que,  pour  placer  une  hyperbole  sur  un 
cone  droit,  ilfaut  que  V  angle  au  sonimet  de  ce  c6ne  so  it 
au  moins  egal  a  celui  des  asymptotes  de  la  courbe, 

Dans  La  parabole ,  ^  =  o ;  alors  I'^quation  ( 4 )  donne ,  ou 

sioa=:o,     ou     si!l(a-H  26)  =  o. 

La  premiere  valeur  doit  ^tre  rejetee,  puisqu'en  }a  mettant 
dans  Tequation  (3) ,  on  aurait 

■ 

et  queTequation  (2)  iie  repr^senterait  plus  une  parabole. 
On  doit  done  prendre 

sin  (a  -+•  26)  =  o. 

Or  a  -+-  2  6  est  moindre  que  36o  degres ;  il  faut  done  poser 
a -+-26  =  0,     ou     a-f-26  =  l8o*. 

On  peut  n^liger  Vegalite  a  -f-  2  6  =  o ,  qui  donne  pour  a 
une  valeur  negative.  Quant  a  I'^galite  a  -f-  2  6  =  180**,  elle 
montre  que  la  ligiie  OX  doit  £tre  parallele  a  SB.  C'est  ce 
qui  doit  arriver  dans  le  cas  de  la  parabole.  Ainsi ,  toutes  les 
paraboles  penitent  s'obtenir  en  coupant  un  cdne  droit  par 
des  plans, 

Remarque,  —  Les  ellipses  ou  les  hyperboles  que  Ton 
trouve  en  coupant  un  cdne  droit  par  des  plans  parallMes , 
sont  des  courbes  semblables.  En  eiTet ,  Tangle  a  restant  le 
meme,  le  coefficient  de  a:' dans  Tequation  des  sections  du 
c6ne  ne  change  pas  :  or  ce  coefficient  repr^sente ,  abstrac- 
tion faite  du  signe ,  le  carre  du  rapport  des  axes  5  ces  der* 
niers  sont  alors  proportionnels ,  et,  par  suite,  les  courbes 
de  meme  nom  sont  semblables. 

236.  En  suivant  la  meme  marche  que  pour  le  cone,  ou 

22. 
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peut  obtenir  TequatiQii  g^nerale  de  rintersection  d'uii  ey* 
lindre  droit  a  base  circulaire  par  uu  plan. 

En  eflet,  soil  OMC  [fig>  1*^6)  la  courbe  determinee  par 
un  plan  quelconque;  en  faisant  \gs  m^mes  constructions 
que  pour  le  cone ,  on  arrivera  a  la  relation 

MP'=  PG  X  PH , 

ou,  en  designant  par  x,  j^  les  coordonnees  d'un  point 
quelconque  M  de  la  section  , 

7'r=  PGXPB. 

Or,  si  Ton  designe  toujours  par  a.  Tangle  AOX ,  et  par  /-  le 
rayon  du  cyKndre ,  on  aura 

GP  =  a:  sin  a     et     PH  =  2  r  —  a:  sin  a  j 
d  on 

(i)  ^'=2rxsina  —  x'sin'a. 

Cette  equation  pent  6tre  mise  sous  la  forme 

r '  =  sin'  a  (  -; —  X  —  x^ 
\8ina 

En  comparant  cette  d^ni^re  equation  a 

y^=z  ~  {7,ax^x^)^ 


on  a 


d'ou  Ton  tire 


b        ,  ^       r 

-  =  sin  a,     el     -. — .  =  a-y 

a  sm  a 


^  =  £1 .  sin  a  =  r. 


Done ,  les  sections  faites  dans  une  surface  cylindrigue 
droite  h  base  circulaire  par  des  plans  inclmSs  sur  eetie 
base,  sont  des  ellipses  qid  ont  toules  pour  petit  axe  le  dia- 
metre  du  cy lindre. 
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Puisqu'ei»  faisant 


b 
=  a  ,      et     SID  a  ;=  —  9 


sin  a 

on  obtient 

jr'=  —  (anx  —  j:  ), 

I'egalite  a  =  -; —  moiitre  que  si  Tangle  «  diiniime  ^le  pre- 
mier axe  de  TeUipse  pent  devcnir  aussi  grand  qu'on  voudra. 
On  pourra  done  placer  sur  un  cylindre  une  ellipse  don-- 
uee,  jguelle  que  soit  la  longueur  de  son  grand  axe,  pouri^u 
que  le  petit  axe  soit  egal  au  diametre  du  cylindre. 
L'^quation 

peut  ^tre  d^uite  de  V^qtiation  des  sections  eoniques 

2^  sin  a  sin 6  sin  a. sin  (a  +  26) 

y'= ^'   '"  X  —  • Vs '  ^  ; 

cos  6  cos' 6 

mais  ilfaut  d'abord  introdiiire  dans  celle-ci  la  distance  OK. 
(fig^»  1 26 )  V  Faisons 

le  triangle  OSK  don^e 

r  =  rf  sin  5 , 

ct  Fequation  precedente  devient 

2rsina  sin  a, sin  fa  4- 26)     . 

•^  COS  6  cos*  6 

Alors,  si  Ton  suppose  6  =  0,  les  generatrices  AA',  BB' 
{fig'  i^S)?  dcviennent  paralleles,  et  le  c6ne  se  cbange  en 
cylindre.  Par  cette  kypoth^se,  T^qnation  sc  r^duit  a 

y^=  arsina.^  —  sin*a.j?'. 

237.  Les  trois  courbes  du  second  ordre  peuvent  etre 
obtenues  en  coupant  par  un  plan  un  c6ne  oblique  a  base 
circulaire. 
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Menons  par  Faxe  du  c6ne  ub  plan  perpendiculaire  a  sa 
base,  et  soil  ASB  {Jig-  lay)  la  section  r^uUante  quW 
nojrnne  section  principale.  Repr^seutons  par  y,  c^,  les  angles 
SAB ,  SBA.  Cela  fait ,  par  un  point  O  de  la  generatrice  SA , 
conduisons  un  plan  perpendieulaire  a  celui  de  la  section 
priacipale,  et  designons  par  OX  I'intersection  des  deux 
plans.  La  position  du  plan  coupant  sera  determinee  par  la 
distance  SO  =  ^,  et  par  Tangle  SOX  =  a.  En  conduisant 
par  un  poitit  quelconque  M  de  la  section  conique  un  plan 
parallMe  a  celui  de  la  base ,  Tintersection  sera  un  cercle 
EMF,  et  la  droite  MP  qui  joint  le  point  M  au  point  P,  ou. 
les  lignes  OX  et  EF  se  rencontrent ,  sera  perpendicubire  au 
plan  ASB.  Par  consequent,  on  aura  d'abord 


tnsiis 

ou 
d'oii 


j»  =  EPXPF; 

EP  :P0  ::  sinEOp  :  sinPEO, 
EP  :  jc  : :  sin  a  :  sui  7 ; 


xsm  a 

EP=  r-T 


P'ailleiv's,  en  inenant  PIL  parallele  a  SU,  et  OIG  parallelc 
a  Et",  on  aura 

PF  =  OG  — 01     et     OG:rf::sin(7H-^):sin5; 
d'ou 


Dp  plus , 


ou 


V-. 


ce  qui  donne 


Sind 


01 :  OP  : :  sin  OPI  :  sin  DIP, 
01  :ar  ::  sili(7-h(J— a):  sin^j 

01  =  •^•^^Q(^"t-7'-  Q^) 


tk 


sinc^ 
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11  cn  resulte 

rl sin( y  -+-  S)        -csin(7-h^  —  a) 

PF  :=  — — : — 5 : — t; 1 

sm  0  sin  d 

etj  par  suite, 

'  J rfsinasin{7  +  ^)  sin  a  sin  (7  4-^  —  a)    ^ 

X   —  ; ; — 5 J^  —  :  ;      5  ^  9 

sin7.sino  sin7.sino 

equation  du  second  degre  qui  representera  les  trois  courbcs, 
selon  qu'on  aura 

7  4-^  — a>o,   <o,   =ro; 

car  la  valeur  absolne  de  y  4-  J  —  a  est  moindre  que  180  dc- 
gres. 

En  nommant  s  Tangle  ASB ,  les  conditions  prec^dentcs 
reviennent  a 

a  -h  S  <  i8o%    >  i8o«,     =  180". 

238.  Examinons  si  la  section  pent  ^tre  une  circonference : 
il  faut  pour  cela  que 

sin  a  sin  (7  -+-  ^  —  a )  =  sin  7  sin  ^ , 

ou,  en  rempla^ant  le  produit  de  deux  sinus  par  la  diffe- 
rence de  deux  cosimis , 

cos (7  -+•  ^)  —  cos(2a  —  7  —  <J)  ==  cos {7  H-  (J)  —  cos (7  —  S) , 

equation  qui  se  reduit  a 

cos  (  ?.  a  —  7  —  S)  =  cos  (7  —  $), 

Pour  que  deux  arcs  aient  Ic  meme  cosinus,  il  faut  et  il 
suffit  que  teur  somnie  ou  leur  dillerence  soit  un  multiple 
pair  de  la  demi- circonference ;  on  aura  done  toutes  les  solu- 
tions de  cette  equation  en  posant 

2a  —  7  —  ^-h7  —  ^  =  2^7r,      d'oil      a  —  ^  =r  X' jr , 
2a  —  7 — S  —  74-^r=2^7r,      d'oii      31  —  y  =z  kn. 
Or,  les  angles  oc^  y^  0  sont  moindres  que  180  degrcs ;  done 

X  izr  O  , 
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ct,  par  suile, 

a.  z=  y  J      ou      a  =:  ^. 

On  voit  par  la  que  la  section  est  une  circonference  lorsque 
le  plan  coupant  est  parallMe  a  la  base,  ce  quW  savak 
deja,  et  lorsque  ce  plan  est  dirige  de  maniere  qu'il  fasse 
avec  la  generalrice  SA  un  angle  SOX  egal  a  Finclinaison 
de  SB  sur  la  base. 

Cette  seconde  section  est  dile  antiparallele ,  ou  soits- 
contraire, 

239.  Cherchons  actuellement  I'equation  generale  de  Tin- 
terseclion  d'un  cylindre  oblique  a  base  circulaire  et  d'un 
plan. 

Par  I'axe  CC  (^^.  128)  du  cylindre  conduisons  un  plan.  . 
perpendiculaire  aux  bases  du  cylindre,  soit  ABA'B'  la  sec- 
lion  resultante  qu'on  nomine  section  princrpale j  repre- 
sentons  par  (?,  y,  les  angles  BB'A',  AA'Bj  et,  parun  point 
O  de  la  g^neratrice  AA',  conduisons  un  plan  perpendicu- 
laire a  celui  de  la  section  principale.  Soient  OX  Tintersec- 
tion  de  ces  deux  plans ,  et  a  Tangle  AOX. 

En  menant  par  un  point  M  de  la  section  du  cylindre 
un  plan  parall^le  a  la  base  A'B',  il  coupera  la  surface 
cylindrique  suivant  une  circonference  FMG,  et  le  plan 
ABA'B'  suivant  la  droite  FG  parallele  a  A'B'.  La  droite 
MP,  qui  unit  le  point  M  au  point  de  rencontre  P  des  droites 
OX,  FG,  sera  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  prin- 
cipale AA'BB'.  On  aura  done 


MP  =  FP  X  PG. 

Si  Ton  prend  pour  axe  Aes y  la  droite  OY  perpendiculaire 
a  OX  5  il  viendra 

j2=FPX  PG. 
On  aura  aussi 

FP  :0P  ::  sin  a  :  sinOFP, 
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OU 

FP  :  a:  : :  sin  a  :  sin  7  ; 

d'ou 

„^       X  sin  a 

FP=:  — : 

sin  7 

D*ailleurs,  en  nommant  /'  le  rayon  des  bases  du  cylindre, 


on  a 


PG  =  2  r  —  FP  =  2  r : 

sin  7 

par  consequent,. 

2i*6ina  sin' a    . 

ji  =  — ; X r-r-  Jr*, 

Sin  7  sin' 7 

equation  qui  represente  une  ellipse. 

Pour  que  la  section  soil  une  circonference,  il  faul  que 
sin'  a  =  sin*y.  Comme  les  angles  a ,  7,  sont  moindres  que 
1 80  degres ,  la  condition  sin'  a  =  sin'  y  donne 

a  =7,     oil     a  =  180°  —  7  =  ^. 

On  obiient  done  un  cerclc  en  coupant  le  cylindre  par  des 
plans  qui  forment  avec  AA'  des  angles  egaux  a  BB'A'  ou  c^. 
Le  eercle  obtenu  en  prenant  a  =  d  est  encore  nomme  sec- 
tion antiparallhle y  ou  sous-contraire , 
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CHAPITRE  QUIINZIEME. 

DES  COORDONN^ES  POL  AIRES. 


Definitions.   Formules  generates. 

240.  Jusqu'a  present  nous  avons  determine  la  position 
des  differenls  points  d'un  plan ,  en  les  rapportant  a  deux  axes 
traces  dans  ce  plan;  mais  on  peut  fixer  la  position  de  cha* 
cun  de  ces  points  au  moyen  de  sa  distance  MP  (j^g*.  129)  a 
un  point  F  donne  sur  le  plan ,  et  de  Tangle  MFG  que  la 
droite  MF  fail  avec  une  droite  FG  connue  de  position. 

Le  point  fixe  F  se  nomme  le  p6le  ou  origine ;  la  droke 
FG  est  I'axe  polaire;  la  distance  MF  est  le  rayon  "uecteur 
du  point  M ,  et  MFG  est  Tangle  decrit  par  le  rayon  vec- 
teur . 

Le  rayon  vecteurFMet  Tangle  correspondant  MFGsont 
appel^s  coordonnees  polaires  du  point  M. 

Pour  montrer  la  correspondance  du  rayon  vecteur  et  de 
Tangle,  on  suppose  qu'une  droite  FK  ,  passant  par  le  point 
F,  soit  d'abord  appHquee  sur  FG  et  que  cette  droite  FK 
tourne  autour  du  p6le  F,  toujours  dans  le  meme  sens  : 
alors  un  point  pris  arbitrairement  wblt  cetle  ligne  decrit 
un  arc  qui  peut  croitre  jusqu'a  Tinfini  5  et  si  FK  tourne  en 
sens  contraire,  Tare  decrit  sera  negatif  et  pourra  croitre 
jusqu'a  —  00  .  C'est  cet  arc  qui  mesure  Tangle  forjpie  par  le 
rayon  vecleur  et  Taxe  polaire.  Nous  designerons  dorena- 
yant  par  o)  Tangle  dont  il  s'agit. 

Quant  au  rayon  vecteur  FM,  nous  le  representerons 
par  p,  et  il  poxirra  rccevoir  loulcs  les  yaleurs  possibles, 


DES    COORDOJ>fM£ES    POLAlRES.  347 

soil  positives ,  soil  negatives.  Les  premieres  se  rapportent 
aux  points  situes  sur  le  rayon  vecleur  m^me,  el  les  der- 
ni^res  aux  points  places  sur  son  prolongemenl  de  Tautrc 
c6t4du  p6le. 

D'aprfes  ce  que  Ton  vieni  de  dire,  quand  on  donnera 
pour  les  variables  ci)  et  p  des  valeurs  particulieres ,  on 
pourra  fixer  la  position  du  point  auquel  se  rapportent  ces 
coordonnees. 

Soient ,  par  exemple ,  w  =  3 1 6**  el  p  =  4  7  o^*  prendra  Tare 
3yS  =  3i6^,  et  Ton  minera  la  droite  F6M',  sur  laquelle 
on  portera  dans  le  sens  FS  la  distance  FM'  ^gale  a  4*  Si  Ton 
donnait  o)  =  3 16^,  et  p  =  —  4>  51  faudrait  prendre  FM"=  4 
sur  le  prolongemenl  de  F6  de  Taulre  c6t^  du  p6le  F. 

241 .  Cherchons ,  mainlenant ,  les  formules  qui  servent 
a  passer  d'un  syslime  de  coordonnees  reclilignes  quel- 
conques  a  un  sysleme  de  coordonnees  polaires. 

Soient  AP  et  MP  (Jig,  i3o)  les  coordonnees  reclilignes 
d'un  poim  quelconque  M  rapporte  aux  axes  AX,  AY  5  F  le 
pole ,  et  FG  Taxe  polaire ;  on  aura 

L'angleMFG  et  la  distance  FM  represenlant  les  coordonnees 
polaires  du  m^me  point,  on  fera 

MFG  =  w     ct     FM  =  p. 

Menons  pa^all^lement  aux  premiers  axes  les  droites  FX', 
FY',  qui  coupent  MP  en  D,  et  AX  en  B.  Designons  par  a 
ct  b  les  coordonnees  AB,  BF  du  p6le  F;  par  a  Tangle 
GFX',  et  p«r  B  Tangle  YAX ,  ou  Y'FX'. 
On  aura  d'abord 

x  =  a  +  FD,    .jr  =  ^  -h  MD. 

Or,  le  triangle  FMD  donnc 

FD         sin  FMD  _  sinY'FM 
FM    ~  sTnMDF  "     sm'MnX'  ' 
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ou 

FD 

sin  ( 0  —  ft)  —  a ) 

P 

sin.0             ' 

d'ou 

• 

FD  =  p 

sin  (©  —  ft)  —  a  J 
sinG 

On  deduil  du  meme  tria 

ngle 

MD 

sin  MFD 

MF 

""  sinMDF' 

ou 

MD 

sin  {w  +  a) 

P 

■"        sin  0        ' 

ce  qui 

conduit  a 

MD  = 

sin  (ft)  -h  a) 
'"^'       sin© 

En  portant  ces  valeurs  de  FD  et  de  MD  dans  celles  de  a:  et 
dej^,  on  obtient 

,  .  sin(G  —  ft)  —  a)  ,  sin  (ft) -f- a) 

^  '  ^  sin9  *  sin  9 

Lorsque  les  coordonnees  x,  j,  sont  reclangulaires,  em  a 

0  =  90%    , 
et,  par  suite, 

(2)      x  =  fl  +  p.cos(ft) -+- «)>     ^  =  ^ -1- p.sin  (ft) -j- a) , 

formules  que  Ton  pourrait  obtenir  directementk 

Quand  I'axe  polaire  est  parallele  a  I'axe  des  x,  a  =  o, 
et,  en  supposant  les  coordonnees  x,  y,  rectangulaires ,  ob 
trouve 

jc  =  «  -h  p  cos  ft) ,     T^  =  6  -h  p  sin  ft). 

Les  formules  (i)  sont  rarement  employees,  mais  cm  fait 
souvent  usage  des  formules  (2).  En  partam  de  ces  der- 
nieres  formules ,  proposons-nous  de  transformer  les  coor- 
donnees pokires  en  coordonnees  rectilignes.  Pour  y  parve- 
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nir,  nous  ferous  remarquer  que  des  formules  (2)  on  lire 
successivemeni 

x  —  fl  ==  p .  cos( »  -H  a ) ,     y  —  6  =  p .  sin  ( w  -4-  a) , 

Y  —  b 
laTlg(w-^  a)  ^-^ »      (a:  — /i)'-h(7—  bj^=  p\ 


Les  formules  demandees  sonl  done 

tang(w  -f-  a)  =  -^^-^^  9     9  =  ^(x  — rt)'-f.(jr— 6)'. 

Si  I'on  prenait  Taxe  polaire  pour  axe  des  jr,  ct  le  p61e 
pour  origine,  on  aurait 

ce  qui  conduirait  a 

tang  &>  =  -■»      p  =  \//'  -f-  a:'. 

•242.  Distance  de  deux  points  en  coordonnees  pof aires. 
—  Solent  O  le  p6le  ,  OZ  I'axe  polaire ,  et  M',  M",  les  deux 
points  consideres  (fig'  i3i).  En  representant  par  w',  p',  les 
coordonnees  du  point  M',  et  par  w",  p'\  les  coordonnees  du 
point  M''-,  si  Ton  designe  par  cJ  la  distance  M'  M",  on  aura , 
d'apres  une  proposition  connue , 

J»  =r  p''  -f-  p"^  —  2  p'  p"  COS  ( w"  —  «' ) , 

d'ou 


S  =  y/p"-!-  p"»  —  2  p'  p"  cos  (w"  —  w')'. 

243.  Equation  polaire  de  la  ligne  droite.  —  Soient  O 
lep6le,  OZ  Faxe  polaire  (fig-  iSa).  Une  droite  AB  sera 
determinee  de  position ,  quand  on  connaitra  Tangle  BAO=a 
qu'elle  fait  avec  I'axe  polaire ,  et  la  longueur  p  de  la  per- 
pendiculaire  OP  abaissee  du  pole  sur  cette  droite.  C'est 
done  en  fonction  de  ces  donnees  que  nous  allons  determiner 
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son  equation.  Pour  cela  ,  soil  M  un  point  quelcobque  <le  la 
droite^  en  faisant  OM  =  p,  MOZ  =  &),  le  triangle  rec- 
tangle MOP  donne 

p  =  p.sinOMP=rp.sin(MOZ  —  MAZ)  =  p. sin  (w  —  a); 

d'ou  Ton  tire 

(0  ?  =  -^-T^ -,- 

'         sin  ( w  —  a ) 

Telle  est  I'equation  de  la  droite. 
En  faisant  co  =  o ,  on  a 

sma 

ce  qui  determine  le  point  A  de  la  droite.  Si  oi)  croit  depuis  o 
jusqu'a  a,  les  valeurs  de  /?,  toujours  negatives,  iron t  en 

croissant  numeriquement  depuis     .       jusqu'a  Tinfini/  ce 

qui  donne  la  partie  de  la  droite  situee  au-dessous  de  Faxe 
polaire. 

De  CO  =  a  a  w  =  90^  4-  a ,  les  valeurs  de  p  sont  positives 
et  d^croissantes.  L' equation  donne  alors  tons  les  points  de 
la  partie  de  la  droite  placee  au-dessus  de  I'axe  polaire  jus- 
qu'au  point  P,  qui  est  determine  par  I'hypoth^se 

M  =  a  4-  90°,      OU      w  —  a  =  90". 

En  continuant  de  faire  croitre  w  jusqu'a  180  degres,  les  va- 
leurs de  p  croissent  depuis  p  jusqu'a  OA ,  et  font  counaitrc 
la  partie  PA  de  la  droite. 

Remarque,  —  Lorsque  la  droite  (i)  passe  par  le  p6le,  on  a 

/?  =  o; 

pour  que  p  puisse  prendre  differentes  valeurs,  il  faut  qu'ou 
ait  aussi 

sin(w  —  a)  =  o,      d'ou     w  =  a. 

Telle  est,  alors,  Tequation  de  la  droite.  On  la  trouve  aussi 
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d'uiie  mani^re  directe  en  observant  que  toules  Ics  valeurs 
de  ci)  sont  cgalcs  a  Tangle  que  la  droitc  fait  avee  Faxe  po- 
laire,  quelque  valeur  qu^on  donne  a  p. 

Si  a  =  o,  sans  que  p  soit  nul,  la  droite  est  paralUle  a 
I'jixe  polaire ,  et  son  equation  devient 

sin  b> 

Dans  Thy po these  a  =  90°,  la  droite  est  perpcndiculaiie  a 
I'axe ,  et  Ton  a 

P  P 

p  = —  ,     ou     p  =  -=■ —  > 

COSb)  '         cos&> 

en  supposant  p  n^gatif . 

244.  En  developant  sin  (co  —  a)  ,  et  en  posant 

A  =r  cos  a ,      /=  —  sin  a , 
Fequation  (i)  pourra  ^tre  mise  sous  la  forme 


P  = 


h  sin  b)  +  ^  cos 


&> 


A  et  t  etant  lies  par  la  relation  /i' -f-  A'  =  i.% 

Pour  construire  une  droite  donnee  par  son  equation  po- 
Uire ,  on  determinera  deux  quelconques  de  ses  points,  ceux , 
par  exemple ,  qui  correspondent  a 


Soit  la  droite  p  = 


b)  =  o     et     6)  =  ^o 
5 


?.  sin  w  -I-  3  cos  w 


•   En  faisant   successive- 


inent  «  =3  o  et  co  =  90^,  on  a 


^        -3        "^        2 


Si  Ton  prcnd  OA  = -5   [fig*  i33),  et  la  perpendiculairc 
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OB  ^  -  J    AB    sera   la   droite   representee  par  requalion 

2 

donnee. 

245.   Cherchons  V equation  (tune  droke  qui  passe  par 
deux  points  donnes  w',  p'  \  w",  p" . 
Cette  equation  est  de  la  forme 


(2) 


h  sin  w  -t-  /•  cos  w 


11  faut  determiner  p,  A,  ft,  en  fonction  de  o.)',  p' \  w'',  p\ 
En  exprimant  que  les  points  donnes  appartiennent  a  ia 
droite,  on  aura  les  deux  equations 


P'=7 


h  sin  w'  -h  A-  cos  w' 


°         h  sin  w"  -i-  k  cos  w''  ' 


• 


d'ou  Ton  tire,  par  un  calcul  facile, 

(p'  cos  w'  —  p''  cos  w" )  p 

^'~         p'p"sin(«"-a>')        ' 

f        ^       ( p^  sin  w^  —  p''  sin  &>'' )  p 
^  "^  p'p"sin(w"~«')      ' 

en  poriani  ces  valeurs  dans  Fequation  (2),  pdisparaitet 

Ton  a 

p^p"  sin  (co^^  —  o>0 

^  ""  p'  sin  (w  —  w')  —  p''sin  (w  —  «")' 

246.  Determiner  les  coordonnies  polaires  du  point  de 
rencontre  de  deux  droites, 
Soient 

V P  P' 

f*  *~  /«  sin  w  -h  ^  cos  w  '     ^       h!  sin  w  -f-  A-'.cos  w  ' 

les  equations  de  deux  droites;  on  aura  les  coordonnees  de 
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leur  point  de  rencontre,  en  cherchant  les  valeurs  de  p  et 
de  ct)  qui  satisfont  a  leurs  equations. 
L'elimination  de  p  conduit  a 


A  sin  b>  +  X'  cos  w        A' sin  w  +  ^  cos  &> 

En  faisant  disparaitre  les  denominateurs  ^  et  en  divisant 
par  cos  w ,  on  trouve 

d'ou 

kp'--k'p 


sin  u  =  — 


cos  w  =  — 


Si  I'on  porte  ces  valeurs  dans  I'^iiation  de  I'une  des  droites , 
on  obtient 

_S^(/y'-A»'+(V-pA') 


p  = 


(Ait'—A';t) 


Lorsqu*on  suppose  h'=h^  k'=ski,  le  d^nominateur  de  la 
valeur  de  p  est  nul  sans  que  le  numerateur  le  soit,  car  p' 
est  different  de  p.  La  valeur  de  p  est  alors  infinie ,  le  point 
d' intersection  des  deux  droites  est  a  une  distance  infinie, 
les  deux  droites  sont  parall^les. 

II  r^sulte  de  la  que  si  p  =  t— ^ ^-, repr^sente 

^  *         A  sin  6)  4-  ^  cos «       * 

une  droile  donnee ,  Fequation  p  =  7—: — ; sera  celle 

'      ^  *         Asm&>4-A^cos&> 

d'une  parallMe  quelconque  a  cctte  droite. 

Si  Ton  Youlait  que  la  seconde  droite  passat  par  le  point 

dont  les  coordonnees  sont  w'  et  p%  on  aurait 

p' 

°        A  sin  w' -4-^- cos  w' 

23 


i 
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d'ou  Ton  tirerait 

p'^si^' [h sin w' -H  /•  cos w' } , 
et,  par  suite, 

p'.  [h  sin  w'  -f-  /■  cos  w') 
'  ^  sin  &>  +  A-  cos  w 

247.  Cherchons,  actuellement ,  Tangle  de  deu:x  droites 

P  P 

h  sin  w  -f-  A-  cos  w  A'  sin  w  -|-  ^'  cos  w 

En  designant  par  a  et  a'  les  angles  que  ces  droites  font  avec 
I'axe,  et  p§r  9  celui  qu'elles  forment  entre  elles,  on  aura 

9  =  «-«'.     tang9=    ""'8«-»»nga' 

I  -f-  tang  a .  tang  a 

Or, 

tang  a  =  --  J  ?      tang  a'  :±=  -—  — ; 
done 

Si  les  droites  sont  parallMes ,  tang  d  =  o ,  et  Ton  a 

hk'--h'  k  =o, 

eomme  precedemment* 

Si  elles  sont  perpendieulaires ,  tangd  =  oo  ,  et  Ton  a 

kh''\~kk'=Oy     et      /</'—/*' A  <  ou  >g; 

conditions  auxquelles  on  satisfait  en  posant 

L'eqnation  d'nne  perpendiculaire  quelconque  a  la  premiere 
des  droites  prec^dentes  sera  done 

p' 

'        X-  sin  tt  —  h  cos  t^ 
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Si  l^on  vottlau  que  cette  derniire  ligne  passSt  par  tiii  point 

donne  (cr>\  p'),  on  trouverait 

^'{h  sin  w'  —  h  cos «') 

A  sin  w  —  h  cos  u 

Les  probl^mes  sur  la  perpendiculaire  se  resolvent  plus 
facilement  lorsque  I'^quation  de  la  droite  donn^  est  sous 

la  forme  p  =   .   ,    ;•  En  efTel,  pour  qu'une  autre  droite 

^       sm(»  —  a)  ^^        ^ 

p  =  ■.   ^ fr  soit  perpendiculaire  a  la  premiere  ^  il  suffit 

que 

«'  —  a  =  90* ;     d'oii     «'=  9b**-f-  a. 

€ette  valeur  de  a\  port^  danis  la  demiire  equation,  donne 

P'  p' 

p  = r^- \ ,     on     p  = f- , 

^  cos(»  —  OL)  cos(w  — a) 

puisque  le  signede  p'  n'eatpas  d^termin^. 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  abaiss^e  d'un  point 
connu  (a)',  p')  sur  la  premiere  droite  est 

p'sin(6»' —  a)  —  p, 

expression  qUi  deviendrait  p'  sin  (&>'' — a) ,  si  la  droite  pas- 
saitpar  lep6le. 

248.  Equation  polaire  du  circle.  —  Soient  r  {fig*  i34 ) 
le  raycm  CM  de  la  circonference  ^  p\  x»/  les  coordonn^  po- 
laires du  centre  C  ^  el  p ,  e^^  celles  d'un  point  quelconque, 
M,  du  cercle:  la  distance  des  points  (/9,  (<>),  (p\  cd')  est 

^P*  -h  p'*  —  2  pp'  cos  (w  —  «')       (n®  114H). 

En  ^galant  celte  distance  k  r  ei  ^ievant  an  carr^,  on  a 
Tequation  du  cercle 

(1)  p'  —  2p'p  cos  («  —  w')  4-p'*  —  r'  =  o. 

Quelque  valeur  qu'on  attribuea  w,  on  a  pour  p,  deux  va- 

%3. 
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leurs  dont  le  ptoduit  est  constant  et  egal  a  p"  —  /^.  D'Ou. 
Ton  Gonclut  aisement  les  th^oremes  relatifs  aux  secantes 
et  aux  cordes  demon  trees  ( n^  58). 

Lorsque  le  p6le  est  interieur  au  cercle,  on  a  p'  <C  r  ;  par 
suite  ,  les  valeursde  p  tiroes  de  Tequation  (i)  sont  reelles, 
quelle  que  soit  celle  que  I'on  donne  a  o). 

Quand  le  p61e  est  plac^  ext^rieurement ,  si  Ton  resout 
Tequation  (i),  lexpression 

p  =  p'  cos  (w  —  w')  ±  v^r*  —  p"  sin'(«  —"&/), 

a  laquelle  on  parvient ,  n'est  reelle  qu'autant  que  les  va- 
leurs  attribuees  a  co  donnent 

r^     ou     =p'sin(w  —  &>'). 
L'expression 

p'  sin  ( (k>  —  w' ) 

represente  la  perpendiculaireCK ,  abaissee  du  centre  sur  le 
rayon  vecteur  CM.  On  voit  par  Li  que  les  tangentes  menees 
du  p6le  a  la  circonference  sont  les  limites  de  position  des 
rayons  vecteurs. 

En  pla^ant  le  p6le  sur  la  circonference,  on  a 

Fequation  (i)  est  divisible  par  p,  et  devient 

p  =  2rcos(o  — 6)'). 

Si  I'axe  polaire  passait  par  le  centre,  le  pole  etant  toujours 
sur  la  circonference,  Tequation  serait 

p  =  2r  cos&>. 

Enfin ,  Fequation  du  cercle  se  reduit  a  p  =  /',  quand  le 
p6le  se  confond  avec  le  centre.  ^ 

249.  Determiner  les  conditions  de  Finters^tion  et  du 
contact  de  deux  cercles^ 


■ 
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Prenons  pour  p6le  le  centre  O  de  Tun  des  cercles ,  et 
pour  axe  polaire  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  O' 
du  second  cercle.  Designons  par  r,  r',  les  deux  rayons,  et 
par  jo'la  distance  des  centres.  L'equation  du  premier  cercle 
sera 

€t  celle  du  second , 

p'  —  2 p'  p  cosM  -f-  p'*  —  r'»  =  o. 

£n  supposant  que  ccs  deux  equations  existent  simullaue- 
ment,  on  aura 

/•'  —  2p'  r  cos  •!  -f-  p"  —  r'*  =  o  ; 
<i'ou 

r»  4-  p"  —  r'» 

C09W=r i— ; • 

2p  r 

Pour  qu'il  J  ait  intersection ,  il  faut  qu'on  ait 

cos  04  •<[  I  ,     ou     /^  4-  p'*  —  r"  <^  2  p'  r ; 

ce  qui  conduit  a 

(r-»-^-p')(r-p'-,-)<o. 

On  peut*toujours  supposer  le  p6le  au  centre  du  plus  grand 
cercle,  et  regarder  p'  comme  positif ;  alors  Fin^galit^  pr£- 
cedente  donne 

conditions  connues. 

Lorsque  ces  conditions  sont  remplies ,  on  a  cos  o)  <]]  i , 
et,  par  suite ,  on  trouve  pour  co  deux  valeurs  dont  la  somme 
est  egale  a  36o  degr^s  ^  ce  qui  determine  deux  points  situes 
de  part  et  d'autre  de  la  ligne  des  centres,  a  ^gale  distance  dc 
cetteligne.  Si  les  deux  points  se  reduisent  a  un  seul,  Tan^ 
gle  ci)  sera  nul ,  et  cos  w  =  i .  Alors , 

r>  -f-  p'=  —  /» =  2  pV. 
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On  en  conclut 

r  -h  /  —  p'  =  Q ,     ou     r  —  p'  —  /  =  o ; 
cequirevient  k 

p'  =  r  -4-  /,     ou     p'  z=i  r  —  /; 

conditions  da  contact  des  cercles. 

S5^.  tlquation  polcUre  de  Fellipse.  —  Prenons  pour 
pdle  le  foyer  P'  (fig.  i36),  et  pour  axe  polaire  le  grand 
axe  de  la  courbe.  Le  point  M  etant  un  point  quelconque  de 
la  courbe  ^  si  Ton  nomme  p  le  rayon  vecteur  F'  M  ,  c  la  dis- 
tance OF',  ^%  0)  Tangle  variable  MF'X;  en  abaissant  du 
point  M  la  perpendiculaire  MP  sur  Faxe  polaire,  le 
tria^ngle  rectangle  MF'P  donnera 

F'  P  ==  p  .  cos  w . 

Or,  on  a^  vii  (page  176)  que 

ex       a*  -4-  ex 

p  =  n  4-  —  ==  . 

a  a 

Mais 

a:  =  F'P  —  c  =  p  cosw  —  c. 

Suhslituant  cette  v^leur  de  x  dans  Tequation  p  =^  - 

\l  vient 

a*-f-.c  (pcQSw  —  c) a' — c^-f-<?pcQSw 

^  a  "^  a  ' 

d'ou 


a 


P  = 


a  —  c  COS  e^.       <i  —  c  cos  6> 


Divisant  les  deux  termes  dq  second  membre  par  a ,  et  iai- 

b^  c 

sant  —  =  /;,  -==e,ona 

P  =  — £ 

I  —  e  cos  w 
Cetle  equation  caracterisc  Tellipse. 
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EnefTet,  si  I'on  suppose  d^abord  ck)  =  o,  on  aura 

I  —  e  c        a  —  c 

I 

a 

Ce  qui  determine  le  sommel  A. 

En  faisant  croitre  &)  de  o  a  90  degres  ,  les  valeurs  de  p  di- 
minuent  de  a  +  c  a  p ,  ct  Ton  obtient  la  partie  de  la  courbe 
comprise  entre  les  points  A  et  K. 

Pour  les  valeurs  de  cd  renfemi^s  entre  90  et  180  degres, 
le  cosinus  ^tant  negatif  et  croissant ,  le  d^nominateur  de  la 
valeur  de  p  augmente,  et,  par  suite,  p  diminue  Ae  p  k 

=  a  -^  c;  valeur  qui  correspond  au  sommet  A'.  La 

seeonde  partie  de  Tellipse  se  d^terminerait  en  faisant  varier 
b)  de  180  a  36o  degres. 

251 .  Equation  polcUre  de  V hyperbole.  —  En  represen- 
tant  par  c  la  distance  OF  (fig,  137) ,  par  p  le  rayon  vecteur 
FM ,  on  a  trouve  (page  23a) 
,  .  ex  ex 

suivant  que  le  point  M  est  situe  sur  la  branche  qui  ren- 
ferme  le  foyer  F ,  ou  sur  la  branche  opposee.  Quelle  que 
soit  la  position  du  point  M,  si  Ton  d^signe  toujours  Tangle 

MFX  par  a> ,  on  a 

X  =  c  -f-  p  COS  w ; 

portant  cette  valeur  dans  les  equations  (1) ,  ct  faisant 

c  b^ 

on  obtient 

—  P 


I  —  e  cos  w 


(3)  p=:- 

^  '  I  -f-  <?  COS  w 

On  a  e  >  I  5  puisque  c  surpasse  le  demi-axc  a . 
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Nous  ferons  remarquer  que  dans  les  equations  (i)  ^  p  doit 
^tre  positif ,  et  qu  alors  cette  hypothfese  doit  6tre  main- 
tenue  dans  les  equations  (2)  et(3),  deduites  des  equa- 
tions (i).  Dans  ce  cas,  il  faudra  rejeter  les  valeurs  ne- 
gatives de  la  variable  p]  alors,  Tequation  (^2)  determine 
une  branche  de  I'hyperbole ,  et  requation\(3)  determine 
Fautre.  Pour  le  prouver,  nous  allons  discuter  successive- 
ment  les  deux  equations. 

En  supposant  d'abordle  rayon  vecteur  applique  sur  Taxe 
polaire ,  il faut  faire  u  =  o :  et  Tequalion  (2 )  donne 

_     P 

^  I    € 

Cette  valeur  est  negative ,  puisque  e  surpasse  Tunite.  II  ne 
correspond  done  a  cette  valeur  aucun  point  de  la  courbo. 
Puisque  p  est  positif,  le  signe  de  p  sera  generalement 
celui  du  d^nominateur  i  —  e  cos  co  ]  or,  en  faisant  croitre  o) 
a  parti r  de  z.^ro  ,1  —  e  cos  w  re^tera  negatif  jusqu'a  ce  qu'on 
ait 

I  —  ecosw  =  o,     d'oili     cos«  =  ~» 

e 

Si  dans  la  derni^re  expression  on  remplace  e  par  sa  va- 
leur -  9  on  aura 
a 


a 
cos  «  =  -. 
c 


Cette  va-leur  de  cos  &>  est  celle  qui  convient  a  Tangle  que 
Tasymptote  OL  (fig.  iSj)  fait  avec  I'axe  transverse.  Done, 
en  menant  par  le  foyer  la  parallile  FK  a  1' asymptote  OL , 
celle  parallele  est  la  limite  jusqu'a  laquelle  s'eleve  le  rayon 
vecteur,  sans  cesser  d'etre  negatif.  Representons  par  i^ 
Tangle  KFX.  Lorsque  Tangle  w  surpasse  *',  le  denomina- 
teur  I  —  e  cos  co  devient  positif.  Pour  o)  =  j',  on  a 

p  =  00  . 
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Pour  les  valeurs  de  w  comprises  entrc  u  ct  90  degres ,  cellcs 
de  p  vont  en  decroissant,  et  lorsque  w  =  90**,  on  obtient 


P  =F' 


On  trouve  de  cette  mani^re  I'arc  NH. 

Au  dela  de  FH ,  w  continuant  d'augmenler,  cos  w  devient 
negatif-,  ses  valeurs  absolument  vont  en  croissant,  et  p  di- 
minue  encore  jusqu'a  ce  qu'on  fasse  w  =  180°.  Dans  cetie 
supposition , 


cosm  =  —  I,     et,  par  suite,      p  = 


14-6' 


Cette  valeur  est  celle  du  rayon  vecleur  FA ,  comme  on  le  re- 
counaitrait  facilement  en  remplacant  p  par  — •?  et  e  par  — 

L'hyperbole  so  trouve  delermin^e  jusqu'au  sommet  A. 

De  1 80  a  36o  degres ,  cos  w  prend  les  m6mes  valeurs , 
mais  dans  un  sens  inverse ;  d'ou  il  resulte  que  si  Ton  fait 
Tangle  K'FX  egal  a  KFX,  c'est-a-dire  si  I'on  m^ne  une 
parallele  a  la  seconde  asymptote,  on  trouvera  dans  Tangle 
OFK',  Fare  AH'N'. 

Dans  Tangle  K'FX ,  le  rayon  vecteur  est  negatif,  comme 
il  Tetait  dans  Tangle  KFX. 

II  est  inutile  de  faire  croitre  Tangle  a>  au  dela  de  36o  de- 
gres ,  puisque  le  rayon  vecteur  prenant  les  memes  positions 
et  les  memes  valeurs  que  precedemment ,  on  n'aurait  pas 
de  iiouveaux  points  d»  la  courbe. 

L'equation  p  = ne   donne  que   la   premiere 

*  ^        I  —  e  cos  w  ^  '^ 

branche  de  Thyperbole. 

Considerons,  maintenanl,  Tequation  p  = •  En 

faisaut  varier  o)  de  o  a  90  degres,  le  denominateur  restant 
toujours  posilif,  les  valeurs  dc  p  ne  ccssont  pas  d'etre  nc- 
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gatives;  au  dela  de  90  degres,  le  cosinus  dcvenant  negatif, 
il  en  est  de  m&me  du  second  terme  e  cos  cn)  \  mais  les  va- 
leurs  de  p  seronl  encore  negatives  jusqu'a  ce  qu'on  ait 

I  -f-  e  cos  w  =  o , 
d'ou  Ton  tire 


I  a 

C0Sb>  = = * 

e  c 


Done,  si  Ton  m^ne  FK"  parallele  a  la  seconde  asymptote, 
c'est-a-dire  si  Ton  prolonge  FK',  les  rayons  vecteurs  com- 
pris  dans  Tangle  K'^FX  scront  negatifs^  mais  ceux  qui 
seront  renferraes  dans  Tangle  K"FX'  seront  positifs  et  de- 
croissants.  Quand on  fera  cos  w  =  —  i,  on  trouvera 

—  P  P 

'         1  —  e        e  —  1 

On  determinera ,  ainsi,  Tare  d'hyperbole  N'^A'.  En  faisant 
croitre  co  de  180  a  i8o^-f- 1^,  on  trouverait  Tare  A'N'". 

En  attachant  au  rayon  vecteur  la  condition  d'etre  posi- 
tif,  les  Equations  (2)  et  (3)  etaient  necessaires  pour  deter- 
miner les  deux  branches  de  Thyperbole.  Mais,  si  Ton  ecarte 
cette  restriction ,  et  que ,  suivant  la  rigle  etablie ,  on  porte 
les  valeurs  negatives  sur  le  prolongement  du  rayon  vecteur, 
Tequation  (2)  pourra  determiner  la  seconde  branche  de  la 
courbe. 

En  effet ,  soit  un  rayon  vecteur  FG  formant  Tangle  w' 
avec  Taxepolaire,  Tequation  (2)  donnera 


0  = ■ ' 

'  I  6'COSW 


Regardons  cette  valeur  comme  negative.  Pour  le  prolonge- 
ment de  FG'  de  FG,  on  a 

w  =  w'4-  180**; 

cette  valeur,  porlee  dans  Tequation  (3),  conduit  a 

P 


P  = 


I  —  c  cos  W 


DES   COORDOI«m£ES    POLAlRES.  363 

quantite  qui  est  positive,  puisque,  par  hypothise,  la  pre- 
cedente  est  negative.  EUe  fait  done  obtenir  un  point  G'  dc 
labranche  A'N''':  ce  point  est  celoi  qu*on  eut  trouve  en 
portant  la  valeur  negative  de  p  d^uite  de  Tequation  (2)  sur 
le  prolongement  de  FG.  Done,  en  admettant  les  valeurs 
negatives  du  rayon  vectear,  ct  en  les  portant  dans  le  sens 
ou  elles  doivent  &tre  comptees ,  Tequation  ( a )  donnera  toute 
I'hyperbole.  La  m^me  condition  serai t  remplie  par  T equa- 
tion (3). 

252.  Equation  polaire  de  la  parabole,  —  Placons  le 
p6le  au  foyer  F  (fig*  i38),  et  prenons  pour  axe  polaire 
I'axe  de  la  courbe.  On  sait  (n®  192)  que 

En  faisant  Tangle  MFX  =  ci),  on  a 

P 

X  =z  • h  pCOSOi). 

2       ^ 
Cette  valeur,  portee  dans  Tequation  p  =  -  -f-  x ,  donnc 

(4)  P  =  — '-^— ' 

pour  I'equation  polaire  de  la  parabole. 

En  faisant  varier  &>  de  o  a  36o  degres,  on  voil  facilement 
que  Fequation  (4)  determine  les  points  de  la  parabole. 

Si  Ton  rapproche  les  equations  polaires  des  trois  courbes  y 
on  reconnait  que  ces  lignes  peuvent  ^tre  donn<^es  par  la 
seule  equation 

P=— ^— , 

'  I  —  t'COSb) 

dans  laquelle  p  represente  le  demi-para metre.  On  aura 
Fellipse ,  rhypcrbole  ou  la  parabole ,  selon  que  Ic  rapport  c 
sera  <^  i  ou  ]>  i ,  ou  =  1 . 
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CHAPITRE  SEIZIEME 

DES  TANGENTES  EN  GENERAL. 


253.  Nous  avons  dit  qii'on  nomine  tangente  it  unc 
courbe  en  iin  point  donne  la  liniite  vers  laquclle  tend  la 
direction  d*une  secante  que  Von  fait  tourner  autour  de  ce 
pointy  jiisquh  ce  quun  second  point  d* intersection  se  rap- 
prochant  indejiniment  du  premier,  vienne  coi'ncider  avec 
lui. 

Nous  ferons  observer  qu'une  droite,  tangente  a  une 
courbe  en  un  certain  point ,  peut  la  couper  en  un  ou  plu- 
sieurs  autres  points. 

Cela  pose ,  cherclions  Inequation  de  la  langente  menee  an 
point  M  {jig,  139)  d'une  courbe  algebrique  y  dont  Tequa- 
tion 

(i)  f{xyy)^o 

est  supposee  entiere  et  rationnelle. 

En  appelant  x',  j',  les  coordonnees  du  point  de  contact, 
nous  prendrons  sur  la  meme  courbe  un  second  point  M', 
ayant  pour  coordonnees  x'  -{-hy  y'  -f-  A:,  ct  nous  joindrons 
ces  deux  points  par  une  droite  ind^finie  SMM'.  Son  equa- 
tion sera 

(2)  j--/  =  ^^(^-.jp'), 

en  y  ajoutant  les  equations 
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qui  expriment  quo  les  points  M,  M',  appartiennent  a  la 
courbe  propose. 

Developpons  la  derniere  equation,  en  ayantegard  a  celle 
qui  la  pr^cMe  immediatement',  nousaurons 


I  • 


2 
hk 


(3)  [*] 


Si  Ton  fait  tourner  la  secante  SMM'  autour  du  point  M, 
le  rapport  t9  qui  determine  la  direction  de  cette  droite, 

variera  et  se  presentera  sous  la  forme  -)  quand  le  point  M' 

sera  confondu  avec  M ,  puisqu'alors  &  et  A  sont  nuls.  Ce 
rapport ,  toutefois ,  n'est  pas  indetermine ,  car  la  s^ante 
tend  n^cessairement  vers  une  limite  fixe.  Pour  obtenir  la 

k 
limite  du  rapport  t>  ecrivons  Tequation  (3)  sous  la  forme 

suivante : 


(4) 


k 

7t 


+/. 


^"(*',r')(^)' 


1.2 


+/;i  (*'.  r') 


-1-3/, 


■V  (-'.^•)  © 


+  3/,;,(x',/)(^)' 


-t-/ 


-(-'./)  (j; 


A^ 


1.2.3 


H-... 


=  0* 


[*]  Nous  designons ,  suiYant  Tusage,  par/p  , y  ^pi,  y^ps,  etc.,  les  derivecs 
saccessives  du  premier  membrc  de  Tequation  ( 1 )  prises  par  rapport  a  x  seu- 

•  iff  tH 

leroent.  De  m^me,  fyy  J y\^  fytt  etc.,  represcntent  les  deriyccs  relatives  a 
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En  divisant  celte  derniirc  equation  par  k ,  tous  les  termes 
qui  contiennent  h  a  une  puissance  superieure  a  la  premiere 
renfermeront  encore  cette  quantite.  Alors,  si  Ton  suppose 
que  h  tende  vers  zero ,  les  termes  qui  suivent  le  premier 
tendent  aussi  vers  zero,  et  I'equation  qui  determine  la 
limitc  cherchee  est 

/;(-^'./)H-/;(^'./')lin».^  =  o; 
d'ou 

L'equation  de  la  tangente,  au  point  (x\  y')  de  la  courbe 
qui  a  pour  equation  f  {x^y)  =  o,  est  done 

ou ,  ce  qui  revient  au  m^me , 

<7)      ^(^,j^)-(r-/)+/x(^'.r')(^-'')  =  o, 

avec  la  condition 

/(:.',/)  =0. 

La  formule  (5)  fait  voir  que  le  coefficient  angulaire  de 
la  tangente  h  une  courbe  algebrique  est  le  quotient  change 
de  signe  des  deris^ees  respectiv^es  du  premier  membre  de 
V  equation  proposee,  prises  par  rapport  ax  et  par  rapport 
a  j^  et  Jans  lesquelles  on  a  remplace  ces  ^variables  par 
les  coordonnees  du  point  de  tangence. 


la  variable^.  La  notation y^^  indique  la  derivee  de^^  prise  par  rapport 
a  y.  En  general,  les  derivees  de  I'ordre  n,  relatives  a  x  et  a  x,  sont  represen- 
tees respectivenient  par  y^^,  /  „.  L'expression  y  „  p  designe  la  derivee  de 

I'ordre /;de/  „  en  y  considerant  ^'  conimc  seiile  variable. 
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II  suit  de  la  que,  si  en  resolvant  Tequation  de  la  courbe 
propose  par  rapport  a  y^  le  second  membre  est  une  fonc- 
tion  rationnelle  et  entiire  de  t,  le  coeflicient  angidaire  de 
la  tangente  sera  la  d^riv^e  de  cette  fonclion  ,  dans  laquelle 
deiivee  <m  aura  remplace  x  par  x'.  Ainsi ,  /  (x)  etant  une 
fonction  rationnelle  et  eniiire  de  x ,  Tequation  de  la  tan- 
gente a  la  courbe  y  =f{x)  au  point  (x',  j')  sera 

avec  la  condition 

y=/(x')- 

Remarque.  —  II  se  pourraitqu'on  eut  a  la  fois 

/(x',/)  =  o,  y;(x',/)  =  o,  /;(y,/)=o. 

Dans  ce  cas,  le  premier  terme  de  I'equation  (4)  dispa- 

rait.  En  divisant  par  A*  tons  Ics  termes  restants,  et  passant 

a  la  limite  en  faisant  A  =  o,  on  a  ,  pour  determiner  la  li- 

k 
mite  du  rapport  -9  Tequation  du  second  degre 

(8)    /,:  (x',j^)  -H2/;^{*',  y')  f+/;.{x',y)  (^^y=  o. 

Si  les  racines  de  cette  derni^re  equation  sont  reelles  et 
inegales ,  on  en  conclura  que  par  le  point  donn^  (x^,  jr')  on 
pent  mener  a  la  courbe  deux  tangentes  dont  les  coefficients 
angulaires  sont  les  racines  de  Tequation. 

Considerons,  par  exemple,  I'equation 

x^  —  ^'  —  SxH-  a^'-H  I  =  0  ; 
on  aura 

/;  (^,7)  =  3x'-3,    ^{x,jr)  =  ~2j4-2, 
En  supposant 

x'=  1,  y  =  I, 


368  CIUPITtlE    SEIZIEME. 

il  vient 
Par  suite, 


d'ou 


^  =  ±^3. 


II  en  rdsulte  que  ,  par  le  point  a:'  =  i,  j^'  =  i ,  on  pent 
mener  a  la  courbe  deux  tangentes.  qui  ont  pour  equations 

/— I  =zfc(jr  —  i)  v/3* 

Ce  qui  montre  que  deux  branches  de  la  courbe  passent  par 
ce  point. 

Nous  verrons  plus  loin  ce  qui  arrive  lorsque  I'equa- 
tion  (8)  a  ses  racines  egales,  ou  tmaginaires ,  ou  infinies. 

254.  On  pent  encore  presenter  la  methode  des  tangentes 
de  la  maniere  suivante  : 

Soient  la  courbe  MM'  {fig*  iSp)  rappbrtee  a  deux  axes 
quelconques  AX,  AY  5  et  M  le  point  de  contact,  ayant  pour 
coordonn^es  x\  y'.  Menons  par  le  point  M  la  secante  quel- 
conque  SMM',  tra^ons  les  ordonnees  MP,  M'P',et  condui- 
sons  MG  parallele  a  I'axe  des  x,  Les  longueurs  M'G,  MG, 
seront  les  accroissements  respectifs  h  et  h  de  I'ordonnee  et 
de  Tabscisse  du  point  M.  En  designant  par  0  Tangle  des 
axes ,  et  par  a  Tangle  M'SX  =  M'MG ,  on  aura 

k  sin  a 

h        sin  (G  —  a) 

Si  Ton  suppose  actuellement  que  la  secante  SMM'  tourne 
autour  du  point  M,  de  maniere  que  le  point  M'  se  rappro- 
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chant  indefiuiment  de  M ,  finisse  par  coiDcider  avec  lui ,  la 

valeur  de  h  converge  vers  zero ,  et  le  rapport  t  tend  vers 

une  limitc  qui  n' est  autre  chose  que  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente^  MT,  a  la  courbe  au  point  M .  Or,  en  regar- 
dant y  comme  une  fonction  de  x ,  dans  T  Equation  de  la 

X- 
courbe ,  la  limite  de  j  est  celle  du  rapport  de  Faccroisse- 

ment  de  la  fonction  a  I'accroissement  de  la  variable,  c'est- 
a-dire  la  d^rivee  de  la  fonction.  Par  consequent,  le  coeffi-- 
cient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe ^ 
est  la  denVee  de  Vordonnee  de  ce pointy  consideree  comme 
fonction  de  Vahscisse, 

Quand  Fequation  de  la  courbe  esl  j^=/*(x),  oUpeut 
6tre  ramenee  a  cette  forme,  le  coefficient  de  la  tangente  est 

Maisjlolrsqu'on  apour  ^ualiondelacourbfe,y(a:,  7)=o, 
Fordonnee  elanl  une  fonction  iniplicife  de  Tabscisse,  on 
obtiendra,  en  designantpar  y  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente , 

y;(^',/)+7/;(^', /)  =  o, 

d'ou 

^""   /;(x',/)* 

En  etfcl,  si  I'equationy*  (x ,  j^ )  =  o  eta  it  resolue  par  rap- 
port ay,  on  aurait 

En  mettant  cette  valeur  a  la  place  de  y  dainsj(x^  y)j  on 
trouverait  identiqueihent 

Done,  la  derivee  dey(a:,j^), prise  en  y  considerantj^  comme 
une  fonction  de  jc,  doit  ^tre  nuUe.  Or,  on  d^montre  en  al- 
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gebre,  qu'en  designant  par  y  la  derivee  de  j^  prise  par  rap- 
port a  j:,  la  derivee  de  la  fonction  composee  f  {x  ^  y) 

est 

Par  consequent,  on  a 

/;(*',/)+ 7  •/;(*',r')=o-. 

Reprenous  T^uation  de  la  tangente 

^K/)-tr-/)+/;(^,r')-(^-^')  =  o, 

qui  revient  a  , 

(0^(^v)-r+/;(^',/).^~/;(.^',/).y-/;(^v).^'=o. 

Sous  cette  derniere  forme ,  on  reconnait  que  Tequation 
de  la  tangente  est ,  par  rapport  a  x'^  y  \  du  m^me  degre  que 
Tequation  de  la  courbe. 

Mais,  en  ayant  egard  a  la  condition  f  (x\y^)  =  o,  ce 
degre  pent  6tre  diminue  d'uiie  unite. 

En  effet ,  si  Ton  designe  par 

les  termes  du  degre  m  dans  Tequationy  ( x,  y)  =  o  d'une 
courbe  de  Tordre  m ,  les  termes  du  degre  m ,  par  rapport  » 
oc\y^  dans  I'expression 

-y;(^^y)./-/;(^^/)^^ 

seront 

car,  on  a  : 

f^  (x',/)=  /?!  A/'"-'H-  . . .  +/^Bx"'//'-'-h. . ., 

Par  suite,  en  observant  que  p  -{-  n  =  m  : 

=  —  iwAj"". .  .  — mBx'"y^. . . —  mCx'". ... 
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II  resuhe  de  la  que  si  Ton  ajoute  Inequation  de  la  tangente 
a  Tequationde  condition /*( r',  y')  =  o,  multipliec  par  ni; 
tous  les  lermes  dudegre  m  par  rapport  a  x',  y\  disparais- 
sant ,  Tequation  de  cette  tangente  ne  sera  plus  que  du  degre 
(/w  —  i) ,  relativement  a  x'  et  a  j'.  Cette  equation  sera 

(«)  ;5;(.r',r').(r-/)+/;(*',/)-(*-r')+'»/(*',7')=o. 

255.  Probleme  I.  —  Par  un  point  donne  sur  le  plan 
iTune  courbe ,  mener  une  tangente  a  cette  courbe. 

Soient  x",  j",  les  coordonnees  du  point  donne;  oc'^y'^ 
celles du  point  de  contact;  elf  [x^  y^)  =  o,  Fequation  de 
la  courbe. 

L'equation  de  la  tangente  au  point  i^xf^y')  sera 

(1)  /;{x',r').Cy -/)+/;  (x',y).(x-x')  =  o, 

avec  la  condition 

(2)  /(x',y)  =  o. 

La  tangente  passant  par  le  point  donne,  on  aura 

(3)  /;(^,/).(r"-y)H-/;(^',/).i*"-^')=o. 

En  r^solvant  les  deux  dernieres  equations ,  on  obtiendra 
les  coordonnees  du  point  de  contact.  Mais,  au  lieu  de  faire 
ce  calcul ,  il  sera  preferable  de  construire  le  lieu  que  repre- 
scnte  cette  derniere  equation,  quand  on  y  regarde  x\  y', 
comme  des  coordonnees  courantes ,  et  de  joindre  au  point 
donne  {x"^y")  les  points  ou  ce  lieu  coupe  la  courbe  pro- 
posee. 

Lorsque  requation/'(a:,  j)  =o  sera  algebrique  et  du 
degre m  ,  Fequation  (3)  sera  du  meme  degre,  m,  par  rap- 
port k  x\y'.  Mais  cette  derniere  pouvant  6tre  remplacee 
par  Tequation  (a)  (n°  254),  qui  est  seulement  du  degre 
(m  —  i),  les  points  de  contact  scront  determines  par  Tin- 
tersection  de  la  courbe  donnec  et  d'une  ligne  d'un  degre 
inferieur  d'uue  unile.  Ce  qui  men  ire  que  le  nombre  des 

24* 
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tangentes  qu  on  peut  mener  par  un  point  a  une  courbe  alge- 
brique  du  degre  m  est  au  plus  egal  am.  [m  —  i). 

256.  Probleme  II. —  Mener  a  une  cow  be,  f  ( x,  y )  =  o, 
une  tan  gen  te  parallele  a  une  droite  donnecyj  =mx-|-n, 

Soient  cT',  y^  les  coordonnees  du  point  de  contact*,  le 
coefficient  angulairc  de  la  tangente  sera 

La  condiliou  du  parallelisme  donnera 

Comme  les  coordonnees  x\  y\  doivent  verifier  Tequation 
de  la  courbe  proposee ,  on  aura  encore 

(2)  /(x',/)=0. 

Les  valeurs  des  inconnues  x\y\  seront  determinees  pat* 
les  equations  (i)  et  (2).  Mais,  pour  resoudre  la  question 
geometriquement ,  on  construira  le  lieu  de  la  premiere,  et 
par  les  poiills  ou  il  coupera  la  courbe  proposee,  on  conduira 
des  paralleles  a  la  droite  donnee. 

257.  Probleme  IlL  —  Mener  une  tangente  commune 
a  deux  courbes  donnees. 

Soieniy  ( x , ;^)  ==  o ,  et  F  (x^j):=Oj\es  equations  des 
deux  courbes proposees -,  (x\  y')^(j^"^j")^  les  coordonnees 
inconnues  des  points  ou  la  droite  demandee  doit  toucber 
respectivement  la  premiere  et  la  secondc. 

l.es  equations  de  la  tangente  au  point  (x',  y')  seront 

(2)  /{x',f')z=e; 
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et  celles  de  la  tangente  au  point  ( x"^y") , 

(4)  F(:t^/')=o. 

Ces  deux  tangeatcs  devant  coi  ncider,  on  aura 

^  '  /;(«'./)~F;(*",r")' 

On  a,  ainsi,les  equations  (2),  (4),(5  ),  (6),  pour  d^terr 
miner  les  quatre  inconnues  x',  y\  x'\y'*,  De  sorte  que  si 
I'on  eliminait  x",  j^",  £ntre  les  trois  derniires ,  on  obtien- 
drait  une  equation 

(7)  y{a-',/)  =  o, 

qui,  jointe  a  Tequation  (2) ,  donneraijt  les  coordonnees  du 
point  ou  la  tangente  cherchee  touche  la  premiere  courbe. 
II  suffiradonc  de  resoudre  ces  deux  ^nations,  ou  de  con- 
struire  le  lieu  de  Tequation  (7)9  et  de  mener  des  tangentes 
a  la  premiere  courbe ,  aux  points  ou  elle  sera  rencontree 
par  ce  lieu. 

258.  Probleme  IV.  —  Trouv^er  les  relations  quidoivent 
exister  entre  les  coejficients  indet ermines  des  equations  de 
deux  lignes,  pqurque  ces  lignes  soient  tangentes. 

Deux  courbes  sont  diles  tangentes  y  lorsquelles  ont  un 
point  commun,  et  en  ce  point  une  tangente  commune,  11 
resulte  de  la  que,  si  une  courbe  qui  en  rencontre  une  autre, 
se  meut  jusqu'&  ce  que  deux  points  d'intersection  se  soient 
reimis  en  un  seul ,  ces  deux  courbes  seront  tangentes  en  c^e 
point. 

Soient  /(.r  5  j)  =  05  F  (or,  j)  =  o,  les  equations  des, 
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coarbes  proposees,  et  (x',  j').,  les  coordonuees  du  point  de 
contact.  Les  conditions  de  la  question  s'exprimerqnt  evi- 
demment,  en  ecrivant  que  les  tangentes  aux  deux  courbes 
au  point  (^'?  J"')  font  le  meme  angle  avec  I'axc  des  abscis- 
ses ,  et  que  les  coordonnees  de  ce  point  satisfont  aux  equa- 
tions de  ces  courbes.  On  trouveira  ainsi  les  equations 

/•(x,^)=o,     F(.,r)  =  o,    ^^^-^^  =  -^^-^^. 

En  eliminant  x',  j^',  entre  elles ,  I'equation  resultante 
exprimera  la  condition  neces^aire  et  suffisante  pour  qu'un 
m^me  couple  de  valeurs  de  x\  y ',  puisse  les  verifier  toutes 
trois ,  et  sera ,  par  consequent ,  la  relation  demandee. 

259.  Une  normale  en  un  point  d'une  courbe  est, 
comme  on  sait ,  la  perpendiculaire  a  la  tangente ,  menee 
par  ce  point.  II  resulte  de  cette  definition,  que  Tequation  de 
la  normale  a  la  courbe^ (a:,j^)  =  o ,  au  point  (a/,  j^),  est, 
en  designant  par  B  Tangle  des  coordonnees , 

.  ^         ,_/;(^'»/0-cos9-/;(Y-..r')  .      ,. 

avec  la  condition 

Lorsque  Tangle  des  coordonnees  est  droit,  Tequation  de  la 
normale  devient 

On  voit  facilement  comment  il  faudrait  operer,  s'il  s'a- 
gissait  de  mener  a  la  courbe  une  normale  par  un  point 
exterieur,  ou  parallfelement  a  unedroitedonnee. 


.^^ 
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Tangente  a  une    courbe   rapportee  h  des   coordonnees 

polaires. 

260.  La  tangente  en  un  point  donne  M  d'une  courbe 
rapportee  a  des  coordonnees  polaires,  se  determine  au 
moyende  Tangle  qu'elle  forme  avec  le  rayon  vecteur  mene 
au  point  de  contact. 

Comme  deux  droites  font  deux  angles  differents,  nous 
conviendrons  de  prendre  Tangle  que  fait  le  rayon  vecteur 
du  point  de  contact  avec  la  partie  de  la  tangente  qui  serait 
dirigee  au-dessous  de  Taxe  polaire,  si  le  rayon  tournait  au- 
tour  du  p6le  pour  se  rabattre  sur  cet  axe.  Ainsi,  au  point 
M  [fig.  i4o) ,  Tangle  est  FMT,  et  au  point  M^  FM''T". 
Le  premier  est  aigu ,  le  second  est  obtus. 

Cela  pose ,  appelons  (ti  et  p  les  coordonnees  du  point  de 
contact  M ,  et  0)  -4-  A  ,  |0  -I-  A  les  coordonnees  du  point  M', 
de  la  courbe,  voisin  du  point  M.  Tirons  MM',  et  faisons 
tourner  la  secante  M'MS  autour  du  point  M,  jusqu'a  ce 
qu'elle  devienne  la  tangente  MT.  La  limite  commune  vers 
laquelle  tendront  les  angles  FM'S,FMS,  sera  Tangle  de- 
mande  V.  Si  du  point  M  onabaisse  la  perpendiculaire  MP 
sur  FM',  le  triangle  rectangle  MM'P  donnera 

formule  qui  serait  encore  vraie,  si  Tangle  FM'S  etait  obtus  ; 

car  on  aurait  alors 

MP 
tang  FM' S  =  —  —7-- 

et 

M'P=  —  (Fi\T— FP). 
Or, 

FM'  =  p  4-  X  ,     FP  =  pros  // ,     MP  =  psin  /i ; 
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done 

.    h 
.    ,  2  p  sia  -  .  cos 

tanjj  FM'S  = — : — 


P  -4-  ^  —  p  cos  /*  .     /«        , 

•^  ^  2psin' — h  k 

^        2 


Si  Ton  suppose  cpie  le  point  M'  vienne  co'incider  avec  le 
point  M,  le  premier  membre  deviendra  tang  V,  et  le  second 

prendra  la  forme--  Pour  en  obtenir  la  veritable  valeur, 

divisons  les  deux  termes  par  // ,  nous  aurons 


sin  -  , 

2  n 

0.-7— X  cos- 

^     h  2 

a 

1.    sin- 
,    h         2       ^ 

/5 .  sin  -  •  — 7 4-  7 

in  h 


expression  qui ,  pour  A  =  o ,  se  reduit  a 

P     . 

lim  T 
n. 


done , en6n, 


p  1-     ^' 

lim  7 
h 


Quand  on  emploie  les  coordonnees  polaires ,  on  nomme 
spus-tangente  la  droite  FH ,  comprise  enlre  le  p61e  et  la 
tangente,  sur  la  perpendiculaire  elevee  au  rayon  vecteur 
par  le  p6le.  Celte  distance  s^obtient  au  moyen  du  triangle 
rectangle  MFH ,  qui  donne 

FH  =  p.tangV  =  pMim7.  *     ^ 
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En  considerant  dans  la  formulc 


ou 


iangV  = 

=  p.lim  79 

A- 

tangV 

p 

lim  7- 
h 

le  rayon  vecteur  p,  commc  une  fonction  dc  Tangle  o),  ^  est 
le  rapport  de  raccroissement  de  la  fonction  a  Taccroisse-r 

ment  de  la  variable^  par  consequent,  lim  -  est  la  derivee 

du  rayon  vecteur  par  rapport  a  Tangle  w. 
Lorsque  Inequation  polaire  aura  la  forme 

p=/(w), 

k 
la  limite  dc  -r  aura  pour  expression 

/«  ("') '     et ,  par  suite,     tang  V  =  77-7-77 ' 

en  nommant  p\  o>',  les  coordonnees  du  point  de  contact. 
Si  Tequalion  de  la  courbe  est 

/(p,  w)  =  o, 

le  rayon  vecteur  p  etant  une  fonction  implicite  de  Tangle  w, 
on  obtiendra,  en  designant  par  y  la  derivee  de  p,  conside- 
ree  comme  fonction  de  w  : 

d'ou 

^~   y;(p,«)' 

par  suite, 
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261 .  On  peut  trouver  facileroent  requation  polaire  dc  la 


tangente. 


En  effet,  si  Ton  nouime  o',  w',  les  coordonnees  du  point 
de  contact;  p ,  w,  les  coordonnees courantes de  la  tangente; 
p  sa  distance  au  p6le;  on  aura  pour  I'^quation  polaire  de 
cette  droi  te  ( n°  243 ) 

p  =    .    ,     :>      et     o=p'.sinV,     sin(w'— a)=^, 

"^       sin(w  —  a)  '        r  /        p/ 

avec  les  deux  conditions 

/(p',  w';  =  o,     tang  V  =  —  p  .   /;  ,.  » 

en  representant  par  /(p,  w)  =  o  Tequation  de  la  courbc. 

262.  Proposons-nous  de  mener  par  un  point  (p",  w") , 
une  tangente  a  la  courbey  (p,  w)  =  o. 

Nommons  B  le  point  donne  *,  M  le  point  de  contact  cher- 
che;  F  le  p6le,  et  designons  par  p',  oi)',  les  coordonnees 
de  M. 

En  appliquant  au  triangle  FMB  un  principe  de  trigouo- 
metrie  connu ,  il  viendra 


cotang 


w"  —  w' 


P  -^P 

^  tang  (Vh j 

En  joignant  h  ceite  equation  les  deux  suivantes  ; 

tangV  =  ~p'.  J:   r_^^,     /(p',a>')-o, 

pn  aura  les  equations  necessaires  pour  determiner  les  coor- 
donnees du  point  dc  contact. 

263.  S'il  s'agit  d'une  tangente  parallelc  a  une  droite 
(lonnee;  en  appelant- a  Tangle  que  cctle  droite  fait  avec 
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I'axe  polaire,  on  verra  facilement  que 

V  =  a  —  «', 

pt,  par  suite,  que 

tang  V  =  tanj;  (a  —  w' ). 

On  aura,  pour  determiner  les  coordonnees  p',  to',  du point 
de  contact,  les  deux  equations  : 

f  (p'l  "') 
tang  (a -«')==- p^  .^——-^,     /(p',  o/)=:o, 

en  d^signant  pary(p,  w)  =  o  I'equation  de  la  courbe. 

264.  Appliquons  la  methodc  des  tangentes  aux  courbes 
du  second  degre. 
Leur  equation 

(i)  Aj^'-hBj-j^-t-Cjr'-hDj-h  Ej;4-F  =  o 

donue 

^  (x,  j^)  =  2  A/  -f-  B j:  -f  •  D , 

par  suite,  Tequalion  de  la  tangenlc  au  point  (x',  y^)  est 

ou 

(j-.y)(2A/-HB.r'-4-D)-h(x— ar')(2Cx'+B/-f-  K)  — o, 

avec  la  condition 

(3)  A/'4-  Bx'y  4-  Cx"4-  0/4-  Ej;'  -f-  F  =  q. 

L'equaliou  de  la  tangente  se  simplifie  lorsqu'on  y  ajoule  le 
double  de  Tequation  de  condition  ^  en  effectuanl  le  calcul, 
on  obtient 

(2Ar'4-Ba:'4-D)7H-(2C:i''-+-B/4-E)x 
^  _|.D/4-Ejp'-f-  2F:=r  o, 
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equation  qui  est  du  premier  degre  par  rapport  aux  coor^ 
donnees  j^',  x\  du  point  de  contact. 

Pour  I'ellipse  a}y^  4-  i*a:' —  a'  i'  =  o ,  on  a 

et  Tequation  de  la  tangentedevient 

On  trouve,  de  meme,  que  Tequation  de  la  tangente  a 
r  hyperbole 

est 

Quant  a  la  parabole  j^*  —  2  px  =  o,  on  a 

/;(^',/)  =  -2y.,     /;(x',/)=:2/, 

et,  par  suite,  la  tangente  au  point  (x\  y^)  a  pour  equation 

J  — /  =  ^(j?  — «'). 

265.  Supposons,  maintenant,  que  la  tangente  dolve  pas- 
ser par  un  point  quelconque  (x^^^y")  donne  sur  le  plan  de 
la  courbe 

Ay^  -hBjc/4-Cz'^-hDr-4-Ex4-F  =  o. 

En  prenant  pour  inconnues  les  coordonn^es  x',  y\   du 
point  de  tangence ,  on  aura 

A/'-h  Bx'y  -f-  Cx''  -♦-  D/rf-  Ea:^  4-  F  =  o , 

(2AyH-Ba:'-f-D)/'-i-(2Ca:'-f-B7'-t-E)a;" 
+  D/H-  Ejc'^-  2F  =  o. 

Dans  ces  deux  equations,  on  pent  considererj^',  a:',coinnie 
des  coordonne(?s  courantes^  alors,   la  dernicre  represenlc 
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une  droitc  dont  Fintersection  avcc  la  courbe  proposee  de-* 
lerniine  les  points  cherches,  c'est-ii-dire  la  corde  dcs  con- 
tacts. En  unissant  Ic  point  doune  aux  points  d'intersection 
dc  la  droite  et  dc  la  courbe,  on  aura  les  tangentes  dcman- 
decs. 

Si  Ton  place  I'origine  au  point  doune  (x",  y")^  Fequa- 
tion  de  la  corde  des  contacts  devient ,  en  supprimant  les 

accents , 

D7  4-  Ex-h  2F  =  o. 

On  determinera  cette  droite  par  la  construction  suivante, 
qui  s'applique  aux  trois  courbes  du  second  degre : 

Soient  A  [fig*  i4i)  1^  point  donne^  ct  6CDE  la  courbe. 
Mcnons  par  le  point  A  deux  secantes  quelconques  ABC  ^ 
ADE,  etles  droites  BE,  CD;  DB,  CE,  qui  sc  coupent,  les 
deux'  premiires  en  F,  et  les  deux  autres  en  F';  la  droite 
FF'  sera  la  corde  des  contacts  cberchce. 

En  effet,  prenons  pour  axes  des  jt*  et  desy,  les  secantes 
ADE  5  ABC ,  et  posons 

AD  =  /i,     AE=:fl',     AB  =  6,     AC=:^'; 

Tequation  de  la  courbe  sera 

Ky^  H-  B jrr  -H  C  ar»-t-  Dj  +  E;c  4-  F  =  o , 

et ,  de  plus ,  on  aura 

E  ,       F 


D  F 

a  -ha'  E        ^-1-^'  D 

9 


d'ou 

(*^  aa'     "        F  bb'     ~        F 

D'ailleurs,  les  equations  dcs  droites  BE,  CD,  sont 

y       X  y       X 

b        a  b'        a 
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En  ajoutant  ces  equations,  11  vient : 


=  2} 


ou 


bu  bien  encore 

Dj-t-EarH-2F  =  o. 

Cette  derni^re  ^nation  est ,  comme  on  salt ,  Tequatioh 
de  la  corde  des  contacts  des  tangentes  menees  du  point  A. 

Or,  les  coordonnees  du  point  d'intersection  F  des  droites 
BE,  CD,  doivent  verifier  toute  combinaison  des  equations 
de  ces  droites  ;  done  elles  satisfont  a  I'equation 

Dj  -H  E4:-f-  2F  =  o. 

Par  consequent ,  le  point  F  appartient  a  la  cbrde  des  con- 
tacts chercli^e.  On  verrait  de  m^me  que  le  point  F'  est  sur 
cette  corde.  C'est  ce  qu'il  fallait  demontrer. 

266.  On  a  vu  (ii^  252)  que  les  courbes  du  second  ordre 
Ont  pour  equation  polaire 

p  =  — ^ — . 

I  —  e  cos  w 


La  derivee  de est 

I  —  e  cos  w 


pe  Sin  &) 


(i  —  ^cosw)- 
On  aura  done 

tang  V  =  —  ^ : — ->^  ^ 

^  pe  sin  w' 

f  P 

ou ,  parce  que  p  = -.  ? 

^  ^         ^      '  I  —  e  cos  w 

( I  —  e  cos  w' ) 

fangV  =  —  ^ -. — ; — ' 

^  csinw 
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Pour  la  parabole ,  e  =  i .  II  en  resulte  : 

asm-  — 

(I  —  cos W  J  2 

tang  V  =  -  ^       »„    ;        = p . ' 

sm  &>  .    b)  w 

2  sin  —  cos  — 


ou 


el ,  par  suite , 


tang  V  =  —  tang  — » 


V=(.8o«-^) 


Ce  qui  montre  que  la  taugente  est  parallelc  a  la  bisscctrice 
de  Tangle  que  le  rayon  vecleur  men^  au  point  de  contact 
fait  avec  I'axe  polaire.  On  en  pent  conclure  inimediatement 
que  la  distance  du  pole  au  point  oil  la  tangente  coupe 
Vaxe  polaire  est  egale  au  rayon  vecteur  mene  au  point 
de  tangence. 

Pour  que  la  tangente  soit  perpcndiculaire  au  rayon  vec- 
teur conduit  au  point  de  contact ,  il  faut  que  tang  V  =  oo  . 

Ce  qui  donne 

e  sin  w'  =  o ; 

par  consequent , 

w'=o,     ou     w'=i8o°. 
11  s^ensuit : 

^         I  —  e  ^         I  -f-  ^ 

Ges  valcurs  correspondent  aux  sommets  de  la  courbe. 
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CHAPITRE  DIX-SEPTIEME 

DES  ASYMPTOTES. 


SI,  —  Asymptotes  (Tune  courbe  rap  ported  a  des 

coordonnees  rectilignes. 

267.  L'equation  j  =  cx-hd  etant  celle  d'une  asymp- 
tote non  paralieie  aux  ordonuees.  nous  avons  vu  (n*^88) 
que 

y 

c  =  \im-j     et     dz=z\im(f  —  ex). 

Proposons-nous  main  tenant  d'exposer  la  methode  a  suivre 
pour  calculer  ces  deux  quantites  c ,  rf,  dans  les  courbes  alge- 
briques  en  general; 

Soity(x,  y)  =o  I'equation  d'une  courbe  de  I'ordre  m; 
reunissons  les  termes  du  m6me  degre,  nous  pourrons  ecrire 
I'equation  sous  la  forme  suivante  : 

(0       /o(^,7)4-y;(jr,r)-f-/2(j:,j)-i-...=o, 

Jo^fiifi^  etc.,  desiguant  les  groupes  de  termes  dcs  degres 
in^  m  —  I ,  w  —  2 ,  etc. 

En  prenant  pour  inconnue  le  rapport  variable  -  de  I'or- 

donnde  a  I'abscisse  d'un  piHut  de  la  courbe,  nous  poserons 

Y 

-  =  A- ,      OU     X  =:  Ax; 

X 

I'equation  (i)  deviendra 

(a)         /,(^,  kx)  4-yi(^,  ffx)  -^fi{jCj  kx)  -h,  .  .=  o- 
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Les  termes  Aef^  (jr,  hx)  contenant,  tous,  x  a  la  puissance 
m\  ceux  de  /I  (jc,  kx)  renfermant  cette  variable  h  la  puis- 
sance m  —  I ,  et  ainsi  de  suite;  les  multiplicateurs  des  puis- 
sances m,  771  — 1,771 — 2,  etc.,  de  x,  seront  les  valeurs 
que  prennent  les  polyn6mesyi  {x-i  y)^f\  (-^j  y)^  etc.,  lors- 
qu'on  y  remplace  x  par  i ,  et  j^  par  h. 

Si  I'on  divise  Tequation  (a)  par  x"*,  elle  prendra  la  forme 

(3)         /«(i,  X-)-4-/.(i,  ^)  i  4-/,(i,  ^)  ~  -h. .  .  =  o. 

L^  valeur  de  x  tendant  vers  Tinfini ,  et  A'  convergeanl  vers 
une  valeur  finie  c,  tous  les  termes,  a  partir  du  second, 
s^annulent  a  la  limite,  et  Ton  a 

(4)  M\yC)^0. 

D'apris  cela,  on  voit  que  les  coefficients  angulaires  des 
asymptotes  sont  les  racines  de  V equation  obtenue  en  ega- 
lant  a  zero  F assemblage  des  termes  du  plus  haut  degre  de 
r equation  de  la  courbe  proposee ,  dans  lesquels  on  rem- 
place xpar  I  et  y  par  c. 

Cherchons  actuellement  la  valeur  derf,  c'est-a-dire  Tor- 
donnee  a  Torigine  de  Tasymplote. 

A  cet  eifet,  designons  par  h  la  difTerence  variable 
y  —  cx^  dans  laquelle  yet  x  repr^sentent  les  coordonnees 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe ,  et  c  une  racine  reelle 
de  I'equationyi  ( >  ?  c)  =  o.  On  aura 

jr  —  ex  =z  h', 

d'ou 

X  X 

Si   Ton  remplace  h  par  c -{ —  dans  I'equation  (3),  il 

25 
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(5) 


/.(i,<-)+/.(«.'^)'' 
+/  (i,'^) 


^+^/:(..«^)A'U+... 


=rO. 


+  /,  (i,  e) 

En  observant  que/i  (i, c)  =  o,  et  en  multipliant  par  jc 
les  termes  de  I'^uation  ( 5) ,  on  trouve 


(6)  (  +/(!,  c)  +    +f\{i,c)h 


^+i^^<''''^*= 


+   ^/.'(',^)A' 


X^ 


o. 


(7) 


+  /,  (i,  e)     I      -t-/;  (i,c)A 

Lorsque  a?  croit  indefiniment ,  h  convei^e  vers  nne  va- 
leur  finic  d,  et  k  la  limite  x  =  oo  ,  I'equation  prec^ente 
se  r«Sduit  a 

/;(i,c)rf4-/(i,  c)  =  o; 

d'oA 

Ainsi,  en  designant  par  m  le  degre  de  requalion  de  la 
courbe ,  Vordonnee  h  Vorigine  de  Vasymptote  est  egale  et 
de  signe  contraire  a  la  partie  de  degre  (m  —  i)  de  V equa- 
tion de  la  courbe ,  dmsee  par  la  derii^e  relatn^  Ay,  dela 
partie  de  degre  m ,  x  ef  y  etant  remplaces  par  i  et  c. 

Lorsque  c  sera  une  racine  simplede  I'equation/o  ( '  9  ^) =o» 
la  derivee  f\  (i,  c)  ne  pouvant  felre  annulee  par  celte 
racine,  I'equation  (7)  donnera  pour  I'ordonnee  a  I'origine  d 
une  valeur  finie,  correspondante  a  celle  de  c. 

Si  c  est  une  racine  multiple  de^i  ('?  <^)  =  o,  on  aura 

/;{i,c)  =  o, 

ct,  en  admettant  que/l  (1,  c)  nc  soil  pas  animle  par  la 
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meme  valeur  de  c  ,  il  en  rdsultera  J=  oo  ;  et,  par  conse- 
quent, il  n'y  aura  aucune  asymptote,  sous  Tinclinaison  dc- 
termin^e  par  cette  valeur  de  c. 

Quand  la  racine  multiple  de  yi  (i ,  c)  =o  annule/,  (i , ^) , 
leterme  deTequation  (6),  inddpendant  de  x,  disparait,  vt 
en  multipliant  par  x  les  termes  qui  restent ,  ct  passant  a  la 
limite  en  faisant  x  =  oo  ,  cette  Equation  donne 

^/r  (i,r)e^+/;(i,r)c/-f./.(i,r)  =  o. 

Dans  ce  cas ,  on  pourra  trouver  pour  d  deux  valeurs  corres- 
pondantes  a  celles  de  c,  et  c'est  efiectivement  ce  qui  doit 
arriver  lorsqu  il  existe  reellement  deux  asymptotes  paral- 
leles,  dont  le  coefficient  angulaire  est  ^gal  a  c. 

Que,  si  la  m^me  valeur  de  c  annule  encore y|^  (i,  c), 
/',  (i,  c),  f^  (i,  c),  ce  qui  exige  que  c  soit  au  moins  uiie 
racine  triple  de  Tequation/o  (i ,  c)  =  o,  il  faudra,  pour  de- 
terminer les  valeurs  correspondantes  de  rf,  avoir  recours  a 
I'equation 

-^/r(i,^)''^H-^/:(i.'^)^^^-//(N0''-h/3{i,c)=o. 

C'est  ce  qui  aurait  lieu  si  la  courbe  avait  trois  asymptotes 
paralleles ,  dont  le  coefficient  angulaire  serait  cette  racine 
de  r^quation/o  (i,*c)  =  o. 

On  opererait  de  m^me  pour  determiner  les  valeurs  de  d^ 
correspondantes  a  quatre  asymptotes  parallMes,  et  ainsi  de 
suite. 

D  resultc  de  ce  que  nous  venous  de  dire  que  le  nombre 
des  asymptotes  non  paralleles  a  Vaxe  des  y ,  ne  pent  sur- 
passer  le  plus  grand  des  exposants  de  y ,  dans  I'equation 
de  la  courbe  prop o see, 

Eneffetjle  nombre  des  asymptotes  dont  il  s'agit,  cstauplus 

25. 
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egal  au  degr<5  de  requation  /o  ('  j  c)  =  o ,  el  le  degr^  de  cettc 
equation  ne  peut  ^ire  siiperieur  au  plus  grand  des  expo- 
sants  dej  dans  Tequalion  de  la  courbe. 

268.  Pour  determiner  les  asymptotes  paralleles  a  Faxe 
des  J',  on  observe  que,  si  a:  =  a  est  Tequation  de  I'une 
de  ces  droites,  il  faudra  qu'en  faisant  converger  x  vers  a  , 
a  partir  d'une  valeur  (a  =h  A),  suffisamment  rappro- 
cliee  de  a,  Tordonnee  de  la  courbe  augmente  indefini- 
ment  et  devienne  plus  grande  que  toute  quantite  donnee. 
A  la  limite  {,r  =  a),  /  devient  inflnie.  On  trouvera  done 
a ,  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x  qui  correspondent  a 
des  valeurs  reelles  infinies  de  y  dans  I'equation  proposee. 

D'aprescela,  on  ordonne  Tequation  de  la  courbe  suivanl 
les  puissances  decroissantes  dey,  elle  prend  la  forme 

(i)  A^-hB7/'H-C/'-+...  ==o, 

A,  B,  C,  etc.,  representant  generalement  des  fonctions 
dex. 

En  divisant  par  y",  Tequation  (i)  devient 

(2)  Ah :j-  H r-f-...=:o 


et  il  est  clair  que  toute  valeur  finie  de  x  correspondante 
a  y  =  CO  ^  doit  annuler  A. 

Done,  pour  determiner  les  asymptotes  paralleles  a 
Vaxe  des  y ,  ilfaut  resoiidre  V equation  que  Von  forme  en 
egalant  a  zero  le  coejficienl  de  la  plus  haute  puissance  de 
y ,  dans  V equation  de  la  courbe  proposee . 

II  s^ensuit  que  le  nombre  des  asymptotes  paralleles  a 
Vaxe  des  y  ne  peut  surpasser  le  degre  de  x  dans  le  coeffi- 
cient du  terme  qui  renferme  j  a  la  plus  haute  puissance, 

De  sorte  qu'eu  designant  par  m  le  degre  de  la  courbe,  et 
par  n  le  plus  grand  exposant  de  y^  le  nombre  des  asymp- 
totes paralleles  a  Vaxe  des  y  est  au  plus  m  —  n. 
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On  sail,  d^ailleurs,  que  le  iiombre  des  asymptotes  noii 
paralleles  a  Taxe  des  y  n'est  pas  superieur  a  n. 

DoDC ,  une  courbe  du  degre  m  ne  peut  as^oir  plus  de  m 
asymptotes  rectilignes. 

Nous  devons  faire  observer  que  I'on  peut  obtenir  pour 
c  Qi  d  des  valeurs  reelles  et  iinies ,  sans  que  la  droite 
y  z=:  cx  +  d^  determlDee  par  ces  valeurs ',  soil  i^eellement 
une  asymptote. 

II  resulte  du  raisonnemcnt  qui  a  ete  fait,  que  si  la  courbe 
a  des  asymptotes,  on  les  obtiendra  par  la  metkode  expos^e  \ 
mais,  cela  ne  ^rouve  pas  que  les  valeurs  de  c  et  de  d  obte- 
iiues  par  cettc  methode  donnent,  dans  tous  les  cas,  une 
asymptote  de  la  courbe. 

11  en  est  de  meme  des  droites  paralleles  a  Taxe  desj^,  de- 
terminees  par  Tequation  A  =  o  { n®  267 ) .  II  est  possible 
qu'elles  ne  soient  pas  reellement  asymptotes  a  la  courbe 
representee   par 

(i)  Ar'»-hB/''4-Cr''+  ..=o. 

Si  Ton  design e  par  a  une  racine  r^elle  de  A=  o,  il  faudra, 
pour  que  la  droite  x  =  ct  soit  asymptote  a  la  courbe,  qu'en 
faisant  converger  x  vers  a ,  a  partir  d'une  certaine  valeur 
a  4-  /t ,  ou  a  —  /i ,  les  valeurs  correspondantes  de  y  dans 
I'equation  de  la  courbe  restent  constamment  reelles.  En 
d'aulres  termes,  il  faut  que  la  courbe  ait  une  branche  in- 
finie  determinee  par  les  valeurs  de  x  convergentes  vers  a. 

Considerons,  par  exemple,  la  courbe  representee  par 
I'equation 

x^  y^  —  2 jot'  -h  2  j?*  —  I  =  o. 

En  appliquant  la  methode  des  asymptotes  non  paralleles  a 
I'axe  des  y^  ou  trouve 

c  =  o     et    d=  1, 
Ce  qui  donne  la  droite  y  =  i^ parallele  a  I'axe  des  x. 
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Or,  I'equalion 

j^Ayi  —  2/x'  -t-  2 a;*  —  1  =  0 
revient  a 

{y — i)*^'4-«' — 1  =  0. 

Sous  cetle  forme ,  on  reconnait  immedlatement  quelle 
represente  une  eourbe  limitee  dans  le  sens  des  a:,  de  clia- 
que  c6te  de  I'axe  desj^,  a  une  distance  de  cet  axe,  egale  a 
I'unite,  et  qui,  par  cela  meme,  nepeut  avoir  d'asymplote 
parall^le  a  Faxe  des  x, 

269.  Une  asymptote  peut  etre  consideree  comme  la  li- 
mite  des  positions  que  prend  une  secante,  dont  deux 
points  d intersection  as^ec  la  eourbe  s'eloignent  a  Vinfini. 

En  effet,  si  Ton  regarde  dans  I'equation  (5)  du  n°  266, 
c  et  A  cOmme  des  quantites  donnees ,  les  racines  de  cetle 
equation  seront  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la 
droite  y=z  cx+h^  avec  la  eourbe  f[x^y)-=o.  Pour  que 
deux  de  ces  points  s'eloignent  a  riniini  ,  il  faui  que  I'equa- 
tion (5)  ait  deux  racines  infinics,  ce  qui  exige,  comme  on 
le  demon  Ire  en  algfebre,  que  les  coefficients /i  ('?  c)  t 
f[  (i,  c)  h  -\-fi  (i,  c),  des  deux  premiers  termes,  soient 
nuls.  Les  valeurs  de  c  et  h  fournies  par  les  equations 

* 

/o(i,c)  =  o,  /;{i, c)/i-f-y;(i,c)=o 

sont  celles  qui  rendent  la  secante  y  =  cX'-{'h^  asymptote 
a  la  eourbe. 

On  peut  y  de  meme,  considerer  une  asymptote  comme  la 
limite  des  positions  que  prend  une  langenie  dont  le  point 
de  contact s'eloigne  h  Vinfini. 

Car  il  est  permis  de  supposer  que  les  deux  points  d'inter- 
sectionse  reduisent  a  un  seul,  avant  de  s'eloigncr  a  I'infini. 

On  voit  facilement  qu'w/ze  eourbe  algebriqiie  du  degre  m 
ne  peut  etre  coupec  par  une  asymptote  en  plus  de  {m  —  2 ) 
points. 
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En  efFet,  le  nombre  des  racines  finies dc  Fequation  (5) ne 
peut  surpasser  (m —  2),  puisque  deux  de  ses  racines  de- 
viennent  iniinies. 

§  II.  —  Asymptotes  dHune  courbe  rapportee  h  des 

coordonnees  pohures. 

270.  La  determination  des  asymptotes  aux  courbes  rap- 
portees  a  des  coordonnees  polaires ,  resulte  de  la  definition 
m6nie  de  ces  lignes.  Representons ,  en  efTet,  par  o)^  une  va- 
leur  de  o)  pour  laquellc  le  rayon  vecteur  p  devient  infini ; 
enprenant  sur  la  courbe  un point  quelconque  M  (fig.  1^*^)^ 
ct  en  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire,  MP=  z , 
sur  le  rayon  vecteur  OD ,  on  aura 

z  =  p  sin  { «'  —  w ) ; 

&)  ^tant  Tangle  quelconque  MOX. 

La  limite  vers  laquelle  tendra  z^  lorsque  Tangle  o) 
convergera  vers  oi>^  sera  la  distance  de  Tasymptote  a  la  di- 
rection du  rayon  vecteur  infini.  Lorsque  cette  limite  est 
zero ,  on  en  conclut  que  la  droite  qui  fait  Tangle  co'  avec 
Taxe  polaire  est  asymptote.  Mais,  si  Ton  trouve 

lim  p  .  sin  (  m'  —  w )  =  ±  ^ , 

Tasymptote  sera  une  parallele  a  cette  droite ,  situ^e  au-des- 
susou  au-dessous  d'elle  a  la  distance  h»  Enfin,  si  z  n'a  pas 
de  limite, \\  n'existe  pas  d' asymptote  qui  fasse  Tangle  o)^  avec 
Taxe  polaire. 

Pour  determiner  la  limite  de  jd  sin  (w' —  o)),  on  observera 

que 

.    ,    ,         V       sin  («' — ») 
p ,  sm  ( w'  —  w )  = —r-x -' 

(f) 

Quand  «=  w',  les  deux  termes  de  la  fraction  —       ^ 


(f)- 
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se  r^duiseiit  a  zero^  et  la  vraie  valeur  de  cette  fraction  s'ob- 
tient,  comme  on  salt,  en  remplafant  ci)  par  co'  dans  les  deri- 
vees  de  ses  deux  termes.  Or,  la  d^rivee  de  sin  («'  —  w)  est 

—  cos  ( «' —  &)),  qui  devient —  i ,  lorsque  w  =  o)'.  Par  con- 
sequent, pour  determiner  la  limite  cherchee,  on  divisera 

—  1  par  la  valeur  que  prend  la  derivee  de  la  fonclion  de  co 

que  -represente ,  en  ayant  soin  de  remplacer  w  par  w'  dans 

cette  derivee. 

Considerons ,  par  exemple ,  I'hyperbole  dont  I'equation 
polaire  est 

I  —  e  cos  w 
on  aura 

I        1— ^cosw 


P  P 


et ,  par  suite ,  la  derivee  de  -  est 


e.smcA 


P 
En  divisant  —  i  par  cette  derniere  expression ,  il  vient : 

-:^  =  — =  — ^. 

^  sin  6>  b 

On  en  pent  conclure  que  les  distances  des  foyers  d*une 
hyperbole  aux  asymptotes  sont  egales  a  la  moitie  du  second 
axe  de  la  courbe. 
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DU  CENTRE,  DES  DIAMfeTRES  ET  DES  AXES. 


§  I.  —  Du  centre. 

271 .  Nous  avons  dit  qu'o/»  nomme  centre  (Tune  courbe 
un  point  tely  que  toute  secante  passant  par  ce  point,  a  ses 
points  de  rencontre  a^ec  la  courbe  h  egale  distance ,  deux 
a  deux,  du  point  dont  il  s'agit. 

II  r^sulte  de  cette  d^iiDition  que  si  Vorigine  des  coor- 
donnees  est  placee  au  centre  d*une  courbe  guelconqtie,  Ve» 
quation  de  cette  courbe  ne  doit  pas  changer  eny  rempla- 
cant  Ti  et  J  par  — x  et  —  y.  En  effet,  considerons  une 
secante  menee  arbitraireisent  par  le  centre  O  (/ig*.  i43) , 
elle  coupera  la  courbe  en  des  points  qui  seront,  deux  a 
deux,  equidistants  de  O.  Soient  M,  M',  deux  de  ces  points  ^ 
en  trafant  les  ordonnees  MP,  M'P',  de  ces  points,  nous  for- 
inerons  deux  triangles  MOP,  M'OP',  qui  seront  egaux 
comme  ayant  le  c6te  OM  egal  au  c&te  OM',  et  les  angles 
MOP,  OMP,  respectivement  ^gaux  aux  angles  M'OP', 
OM'P' ;  done ,  MP  =  M'  P',  OP  =  OP' ;  par  consequent , 
les  coordounees  du  point  M'  sont  egales  et  de  signes  con- 
traires  a  celles  du  point  M.  D'ou  il  resulte,  que  s'il  y  a  sur 
la  courbe  un  point  M  dont  les  coordonn^es  soient  x\  j\  il 
existe  necessairement  sur  cette  courbe  un  second  point  M' 
dont  les  coordonnees  sont  —  x\  —  y'.  On  conclut  de  la , 
que  I'equation  de  la  courbe  ne  doit  pas  changer  en  y  rem- 
pla^ant  x  et  y  par  —  x,  —  j, 

Reciproquement,  si  requaliou  d^une  courbe  n'est  pas 
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alter^e  lorsqu'on  y  change  x  eiy  en  —  a:,  — y ,  la  courbe  a 
un  centre ,  et  ce  centre  est  Torigine  des  coordonnees. 

En  effet ,  les  coordonnees  d'un  point  M  quelconque  de  la 
courbe  etant,  par  exemple,  x\  /^  ces  coordonnees  prises 
en  signe  contraire  appartiennent  a  uu  autre  point  M'  de  la 
courbe.  En  menant  les  droites  OM,OM'  •,  les  triangles  OMP, 
OM'P',  seront  egaux,  comme  ayantun  angle  egal  compris 
entre  c6tes  egaux,  a  savoir :  P  =  P',  OP  =  OF,  PM  =  P'M'. 
Done 9  les  angles  MOP,  M'OP',  seront  egaux;  par  suite, 
OM  et  OM'  sont  en  ligne  droite  •,  en  outre  ,  OM  =  OM'-, 
done  5  Forigine  O  est  un  centre. 

Ainsi ,  pour  que  rorigine  des  coordonnees  soil  le  centre 
d'une  courbe  algebrique  ou  transcendante ,  il  faut  et  U 
suffit  que  V equation  de  celte  courbe  ne  soit  pas  alleree, 
lorsquonjr  remplace  x  etj  par  —  x  ef  —  y. 

272.  Lorsque  la  courbe  proposee  est  algebrique,  la  con- 
dition que  nous  venous  d'^noncer  revient  a  celle-ci :  pour 
que  rorigine  des  coordonnees  soit  le  centre  d'une  courbe 
algebrique ,  ilfaut  et  il  suffit  que  tous  les  termes  de  Ve- 
quation  soient  de  nidme  parite ,  c'est-it-dire  tous  de  degre 
pair,  ou  tous  de  degre  impair. 

On  voit ,  en  effet ,  qu'en  rempla^ant  x  el  y  par  —  x  ei 
— y,  dans  le  premier  cas ,  les  termes  conservent  leurs  si- 
gnes;  et  que  dans  le  second,  ils  en  cbangent  tous  a  la  fois. 

II  est  clair  que ,  dans  ce  dernier  cas ,  il  ne  doit  pas  exis- 
ter  de  terme  independant  des  variables. 

273.  II  resultede  ce  qui  precede,  que  le  centre  d*une 
courbe  algebrique  de  degre  impair  est  situe  sur  la  courbe, 
puisqu*en  y  tratisporlant  I'origine,  I'equation  de  la  courbe 
n'ayant  plus  de  terme  independant  des  variables,  cette 
equation  sera  verifiee  par  les  coordonnees  du  centre  x  =  o, 


DU    CENTRE,    DES    DIAMETRES    ET    DES    AXES.  SpS 

Le  centre  d'une  courbe  de  degre  pair  peul  fetre  sitae,  ou 
non  situe,  sur  la  courbe. 

274.  U  convient  de  faire  observer  que  lorsquune  courbe 
a  plus  d*un  centre  y  elle  en  a  necessairement  une  infinite. 
Soient,  en  effet,  O,  O*  [fig.  i44)>  deux  centres  d'une 
meme  courbe ,  et  M  un  quelconque  de  ses  points.  Si  Ton 
m^ne  la  droite  MO,  et  qu^on  la  prolonge  de  Tautre  c&te  du 
centre  O,  d'une  longueur  OM'  egale  a  OM,  le  point  M 
appartiendra  a  la  courbe.  On  aura  deux  autres  points  N , 
N',  de  cette  courbe,  en  joignant  M  et  M'  au  centre  O',  et 
en  prenant  sur  les  prolongements  des  droites  MO',  M'O', 
les  distances  O'N,  O'N',  respectivement  ^gales  a  O'M, 
O'M'.  Le  quadrilatire  MM'NN'  sera  un  parallelogramme , 
puisque  les  diagonales  MO'N,  M'O'N',  se  coupent  mutuel- 
lement  en  deux  parties  egales  \  d^ailleurs ,  le  point  O  est  le 
milieu  de  MM',  done  la  droite  00'  est  parallMe  aux  c6tes 
MN',  M'N,  et  passe  par  le  milieu  O"  de  NN',  et  de  plus 
0'0"=  OO'f  Le  point  O"  divisant  en  deux  parties  egales 
la  droite  quelconque  NN'  comprise  dans  la  courbe ,  sera 
encore  un  centre  de  la  courbe.  Semblablement,  les  deux 
centres  O',  O",  en  determineraient  un  nouveau  O'",  et  ainsi 
de  suite  indefiniment.  On  pent  d'ailleurs  op^rer  a  gauche 
comme  a  droite  du  point  O.  Les  distances  OO'  et  O'O" 
eiant  egales ,  il  en  est  de  m6me  de  celles  qui  sont  comprises 
entre  les  centres  consecutifs.  Done ,  enfin ,  quand  une  courbe 
a  plus  d'un  centre,  elle  en  a  une  infinite  situes  sur  une 
droite ,  et  egalement  distants  entre  eux  [*). 

Deplus,  toute  parallele  a  la  droilc  des  centres  menee 

(*)  On  vcrra  de  m^mc  que  si  une  courbe  a  trois  centres  0,0',  O" 
{fig.  I  {5),  non  situes  en  llgne  droite,  elle  admet  pour  centre  Ic  quatricmc 
sommet  O"  du  parallelogramme  construit  sur  les  droites  00',  O'  O".  Car, 
sOit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe;  construisons  le  quadrilatere 
MM'M''M'^,  dont  les  trois  cAtes  MM',  M'M^  M"M'",  aient  respectivement 
Icurs  milieux  aux  points  O,  O',  0".  Les  qualrc  summcls  de  ce  quadrilatere 
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par  un  point  M  de  la  courbe ,  la  coupe  en  une  infinite  de 
points^  car  les  prolongemenls  des  droiles  qui  unlssent  M' 
aux  differents  centres  O',  C,  O^'',  etc.,  rencontrent  evi- 
demment  la  courbe  en  des  points  N',  N'',  N"',  etc.,  sitiies 
sur  une  parallel c  menee  par  M  a  la  droite  00 'O'^  . .  . 

De  la  on  conclura  qu'une  courbe  algebrique  nc  peut 
(woir  quun  seul  centre^  puisqu'une  droite  ne  peut  ren- 
contrer  cette  courbe  en  un  nombre  de  points  superieur  au 
degre  de  son  equation. 

Nous  allons  demontrer  actuellement ,  par  la  forme  meme 
d'une  equation  algebrique ,  que  s'il  existe  deux  points  O , 
O',  tels  qu'en  les  prenant  pour  origine,  Tequation  ne  change 
pas  lorsqu'on  y  remplace  x  et  j  par  —  x^  "^  7 9  cette  equa- 
tion ne  peut  representer  qu'un  systime  de  droites  parall^les 
a  la  droite  00'. 

Car,  en  pla^ant  Torigine  au  point  O,  et  prenant  pour 
axe  des  x  la  droite  00',  I'equation  devra  etre  independante 
de  a:.  Supposons,  en  effet,  qu'elle  puisse  contenir  cette 
variable ,  et  designons  I'equation  par 

(i)  /(x,/)  =  o. 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallelement  a  eux-memes  au 
point  O',  il  viendra ,  en  nommant  d  la  distance  00', 

/(^-|-^,j)  =  o, 
ou 

(2)  /(.r,  y)  -f-/;  {jc,y)d-\-...z=z  o. 

Le  terme  de^^  [^'ij)  ^^^  renfermela  plus  haute  |)uis- 
sance  de  x  ne  pourra  etre  detruit  par  aucun  autre,  parce 

appartiendront  a  la  courbe ,  et  le  c6te  M"'  M  aura ,  comme  on  sait ,  son  mi- 
lieu au  point  0'"j  done  ce  dernier  point  est  un  centre.  II  s'ensuit  que  la 
courbe  admcttra  pour  centres  toutes  les  intersections  de  deux  systemes  de 
paralleled  aux  droites  GO',  CO",  et  ayant  entre  elles  les  mdmes  distances 
que  les  c6tes  opposes  du  parallelogramme  00'0"0'". 
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qu^il  est  par  rapport  a  x  d'uu  degre  superieur  a  ceux  des 
deriv^es  suivaates,  et  qu'il  nVst  semblablc  a  aucun  des 
termes  de/" (x,  y)  qui  sont  tous  dc  m^me  parite.  II  en  r^sulle 
que  si  x  entrait  dans  ]a  premiere  equation ,  tous  les  termes 
de  la  seconde  ne  seraient  pas  de  meme  parite;  done  Tequa- 
tion  (i)  ne  contiendra  que  j^,  et,  par  consequent,  elle  re- 
presentera  un  systime  de  droites  paralleles  a  Taxe  des  x, 

27S.  II  suit  de  la  theoric  prec^dente,  que  pour  trouver 
le  centre  d'une  courbe  algebrique  donnee  par  son  equa- 
tion, il  faut,  apres  s^etre  assure  qu*il  n' est  pas  a  Poriginc 
m^me,  transporter  Torigine  en  un  point  quelconque  du 
plan ,  et  voir  si  Ton  peut  determiner  les  cordonnees  de  ce 
point  de  maniere  qu'il  ne  reste  dans  r«k|uation  aucun  terme 
de  degr^  impair  si  la  courbe  est  de  degre  pair,  ou  aucun  terme 
de  degr^  pair  si  la  courbe  est  de  degre  impair.  On  obticndra 
ainsi  un  certain  nombre  d' Equations  ou  il  n'y  aura  d'in- 
connues  que  les  coordonnees  de  la  nouvelle  origine. 

Nous  allons  faire  voir  que  parmi  ces  Equations  il  en  existcra 
deux  qui  ne  seront  que  du  premier  degre.  En  effet,  soicnt 
m  le  degr^  de  Tequation ;  a ,  & ,  les  coordonnees  du  centre. 
D'apres  ce  que  nous  venous  de  dire,  a  et  b  doivent  avoir 
des  valeurs  telles,  qu'en  transportant  Torlgine  au  point 
dont  a  el  b  sont  les  coordonnees,  la  nouvellc  equation  ne 
renferme  plus  de  termes  de  parite  differente  de  m.  On 
substituera  done  a:4-a,  y-hb  a  x  et  jr  dans  Tequation 
proposee,  et  on  egalera  a  zero  les  coeiBcients  des  termes  de 
degres  (m  —  i) »  (/w  —  3) ,  (/w  —  5 ) ,  etc.",  ce  qui  formera 
autant  d'equations  entre  a  el  b  qu'il  y  a  de  termes  a  faire 
disparaitre. 

Parmi  ces  equations,  il  s'en  trouvera  au  moins  deux  qui 
ne  seront  que  du  premier  degre.  Pour  le  prouvcr,  soit 
kx^j"^  un  terme  du  degre  m;  la  substitution  de  x-+-  <?  et 
)' H- 6  a  X  el  y  donnera  le  terme  pAax^^^j^f  du  degre 
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(/w  •—  1)  •,  on  aura ,  en  outre ,  deux  autres  termes  en  a:'""*j^, 
a  savoir  :  le  terme  provenant  du  terme  en  x''~*j^+*,  et  qui 
sera  de  la  ferme  (q  -f- 1)  A'ij:'^*/^,  et  le  terme  provenant 
du  terme  en  x^^yf^  qui  est  de  la  forine  Bj:p~*  j''^  de  sorie 
qu^on  aura  T equation 

(i)  pKa  4-  [q  4-i)  A'.  ^  -+-B=r  o. 

On  trouvera,  de  meme,  le  terme  qKbx^y'^^'^  5  un  terme 
[p  -t- 1)  M'ax^y'f'''^  donne  par  le  terme  h!' x^^ yf"'^ ^  et  en- 
fin  B'x^j^''"*  appartenant  deja  a  Tequation  proposee^  on 
aura  done 

(2)  qA.b  -h(y?  +  i)  A"r?  -4-  B'=o. 

En  r^solvant  les  equations  du  premier  degre  (i)  et  (l),  on 
obiiendra  les  valeurs  de  a  et  & ,  et  en  rempla^ant  ces  quan- 
tites  ay  bj  par  leurs  valeurs,  dans  les  cOefBcients  de  tons 
les  aulres  termes  qui  doivent  disparaitre ,  il  faudra ,  si  la 
courbe  a  un  centre ,  que  tons  ces  coefficients  se  reduisent  a 
zero.  Dans  ce  cas,  a  et  fr  seront  les  coordonnees  du  centre, 
et  ce  point  sera  determine  par  I'intersectiondedeuxdroitcs 
que  les  equations  (i)  et  (2)  representent. 

En  appliquant  cetie  meihode  aux  courbes  du  second  de- 
gre ,  les  premiers  membres  des  equations  ( i )  et  ( 2 )  devien- 
nent  les  derivees  relatives  h  x  ely  An  premier  membre  dc 
Tequation  de  la  courbe ,  dans  lesquelles  x  et^  sont  rempla- 
cees  par  a  el  h  respectivement. 

§  II.  —  Des  diametres. 

276.  On  nomme  diametre  d'une  courbe ,  le  lieu  geom^- 
trique  des  milieux  d'un  systeme  de  cordes  paralleles,  mc- 
nces  sous  une  direction  quelconque  donnee. 

Proposons-nous  de  trouver  Tequation  generale  des  dia- 
metres d'une  courbe  determinee  par  son  equation. 

Soient/(x,  y)  =  o,  Tequation  de  la  courbe,  que  nous 
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supposerons  rationnelle,  emigre,  ct  du  degre  //i;  AB, 
A'B',  etc.  {fig,  i46)?  un  syslimede  cordes  parallelcs  dont 
le  coefficient  angulaire  est  d\  ^\y\  les  coordoniiees  du  mi- 
lieu O'  de  Tune  de  ces  cordes-,  transportons  Torigine  an 
point  O',  Fequatiou  de  la  courbe  rapport^  aux  nouveaux 
axes  sera 

ct  celle  de  la  corde  AB , 

(2)  r  =  ^*- 

Puisque  la  nouvellc  origine  est  Ic  milieu  de  AB,  il  faudra 
qu'cn  eliminant  y  entre  les  equations  (i)  et  (2),  Tequation 
resultante 

(3)  /(or-l-J^',  ^^-hr')  =  o 

ait  deux  racines  egales  ct  de  signes  contraires. 

Cette  condition  s'exprimera  par  une  ^nation  entre  ses 
coefficients;  et  cette  derniirc  ne  contcnant  d'autres  va- 
riables que  x',  y\  sera  I'^quation  du  lieu  geom^trique  dcs 
milieux  de  toutes  les  cordes  placees  sous  la  direction  don- 
nee,  c'est-a-dire  I'^uation  generaledes  lignes  diametrales. 

Supposons,  par  exemple,  que  Tequation  f  {x^y)=iO 
de  la  courbe  proposee  soit  du  troisieme  degre;  si  Ton  rem- 
place  X  et  y  par  x  -+-  x\  ct  cJx  -f- j  ',  il  viendra ,  en  adop- 
lant  la  notation  des  derivees,  expliquee  (page  365) : 


(4) 


/(•^',/)+/; 
+5/; 


.r^ 


1  .2 


-»-/; 


x" 


1.2.3 


=  o. 


ou 


(5) 


axr"  +  hx^  -f-  r.r  -f-  r/  =  o , 
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en  posant 


I  .2.3 


=  a 


=  b. 


I  .2 


Pour  que  requalion  ( 5 )  ait  deux   racines  egales  et  dc 
signes  coniraires ,  il  faut ,  et  il  suffit  qu'elle  admette  pour 


racine *,  c'est-a-dire  que 


b'       b'       be 
a^       a^        a 

d'ou 

be  r=  ad. 

Par  suite,  on  aura  : 

pour  requalion  generale  des  diametres  des  courbes  du  troi- 
sieme  degre. 

II  est  facile  de  reconnaitre  que  requalion  (a)  est  aussi  du 
troisiime  degre 5  carle  mulliplicateurde/(j:',  y')  est  lu- 
d^pendant  des  variables  x\y'^  etles  facteurs 

sont  Fun  du  premier  degre ,  et  Taulre  du  second. 

Lorsque  les  cordes  sont  paralleles  a  I'axe  des  x ,  le  coeffi- 
cient J  =  o,  et  Tequation  (a)  devient 

/;./(-r',/)-3/;../;=o. 

Si  les  cordes  sont  paralleles  a  Taxe  des  y^  cJ  =00  ,  et  Ton 
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irouve 

Le  calcul  conduit  generalement  a  une  ^uation  du  dcgre 

— J  comme  il  est  facile  de  le  pr^voir  5  car  une  courbe 

I  •  2 

du  degr^  m  peut  6tre ,  en  general  ,coup^e  par  une  droite  en 
fn  points ,  et  en  prenant  les  milieux  des  intervalles  deter- 
mines par  ces  m  points  d'intersection  considei'^s  deux  a 

deux ,  on  aura  sur  la  s^cante  rectiligne  — points  qui 

I  a  2 

appartiendront  au  diametre  relatif  aux  cordes  paralliles 
a  cette  s^cante.  Ainsi)  le  diametre  peut  ^ire  coupe  en 

— i points,  par  une  droite. 

277.  Appliquons  cette  m^thode  aux  courbes  du  second 
degre  dont  T^uation  est 

A/'-hBj:^-i-C*»-t-  Djr+Ear-+-F=r  o. 

Si  Ton  remplace  x  eijr^  par  ar  -f-  x',  y  +  j\  les  termes 
du  second  degr^  ne  changent  pas,  et  ceux  du  premier  degre, 
x, y,  ontpour  coefficients  lesd^rivees  relatives  a  x  et  7 ,  du 
premier  membre ,  dans  lesquelles  x  et  y  sont  remplacees 
par  x'  et  y  (p?9b).  Done,  en  designant  ces  derives 
par/^  ,  /jj ,  et  substituant  ix  a  j-,  Tequation  resultaiite 
aura  pour  terme  du  premier  degre 

Pour  que  cette  ^nation  ait  ses  deux  racines  ^gales  et  de 
signes  contraires ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  coefficient  de  la 
premiere  puissance  de  x  soit  nul;  par  consequent,  T^ua- 
tion  des  diametres  est 

(I)  /:+/;.s  =  o, 

ou 

(a  Aj  -h  Bx  -H  D)  ^  4-  Bj  -}-2  C^  -h  E  =  o. 

26 
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D'apres  cela  ,  ou  voit  que  los  diametres  dcs  courbes  du  se- 
cond degre  sont  des  ligues  droiles, 
L'equation  (i)  donne 

J' 

et  comme  cette  valeur  de  d  est  precisiement  le  coeflficient  an- 
gulaire  de  la  tangenle  a  la  courbe  au  point  on  cette  courbe 
est  rencontree  par  le  diametre,  on  en  conclutqne: 

Dans  les  trois  courbes  du  second  degre,  la  tangente  a 
rextremite  d*un  diametre  est  parallele  aux  cordes  que  ce 
diametre  divise  en  parties  egales  (*) . 

L'^uation  (i)  est  satisfaite,  quel  que  soit  ^,  par  les  va- 
leurs  de  x  et  de  y^  qu'on  deduit  des  equations 

Or,  ces  dernieres  determinent  le  centre  de  la  courbe  *,  done, 
dans  r ellipse  et  Vhyperhole  y  tous  les  tliametres  passent 
par  le  centre  (** ) . 

Tous  les  diametres  de  la  parabolc  sont  paralleles^  car, 
lorsqu'il  s'agit  de  cette  courbe,  les  valeurs  de  x  et  de  7'^, 
donn^es  par  les  equations 

/x  =  o,  /;  =  o, 

sont  infinies. 

Ce  parallelisme  peut  ^tre  etabli  de  cette  autre  maniere. 

(*)  Les  tangentefr  meiices  a  une  courbe  quelconque,  aux  poinls  ou  elle 
est  coupce  par  un  de  sea  diametres,  sont generalement  paralleles  aux  cordes 
que  ce  diametre  divise  en  parties  egales.  Car,  en  faisant  abstraction  de  cer- 
tains/^omf  5  5fn^/i€r/\$  dont  nous  parlcrons  plus  loin,  ou  peut  considcrer  la 
tangente  comme  la  )imite  dcs  positions  que  prend  une  corde  parallele  a 
ceUe  tangente,  lorsque  deux  des  points-  d'intersection  de  la  ccrde  avec  la 
courbe  se  reduisent  au  point  de  contact. 

C^*)  En  general,  lorsqu'unc  courbe  a  un  centre,  tous  les  diametres  de  la 
courbe  passent  par  ce  point,  et  cela  resultc  simplemcnt  des  definitions  du 
centre  et  des  diametres. 


bv    CENTRE,    DES    DIAMETRES    ET    DtS    AXE^.  /^O^ 

L'equation 

(2Aj^4-Bx4-D)^-hBj+2Cx+E  =  d 

donne  pour  le  coefficient  angulaire  des  diamitres,  Tex- 
pression 

B^-h2C 

Eh    effectiiant  la    division   indiqul^,    et   observant   que 

B 
B'=  4  AC ,  on  trouve  la  quantity  constante -• 

!278;  Designonspar  d'  le  coefficient  angulaire  des  diame- 
ires  d^une  ellipse ,  ou  d'une  hyperbole  \  il  viendra 

aA^4-B* 
ou 

(l)  2A5^'-hB(*-f  ^)-"2C  =  0. 

Cette  demi^re  Equation  etant  symetrique  par  rapport 
a  J  et  d'^  on  pent  considerer  d'  comme  repr^sentant  la  direc- 
tion des  cordes ,  alors  3  indiquera  celle  du  diam^tre ;  ou 
inverseraent.  II  s^ensuit  que  3  et  d'  sont  les  coefficients 
dHnclinaison  de  deux  diam^tres  tels,  que  chacun  d^eux  di- 
vise  en  parties  egales  les  cordes  paralleles  a  I'autre.  Par 
consequent,  Tequation  (i)  exprime  la  relation  g^n^rale  qui 
existe  entre  deux  diam^tres  conjugues  d^une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole. 

Lorsque  B  =  o,  Fequation  (i)  donne 

c'est-a-dii^  que  le  produit  des  coefficients  angulaires  de 
deux  diametres  conjugues  est  constant.  Si  A  et  C  sont  nuls, 
il  vient 

26. 
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c'est  Ic  cas  ou  les  axes  des  coordonnees  sont  paralleles  aux 
asymptotes  de  I'hyperbole. 

279.  Pour  determiner  les  axes  d'une  ellipse  ou  d'une  hy- 
perbole, rapportee  a  des  coordonnees  rectangulaires^  on 

remplacera  dans  Tequation  (i)  (n"  278),  cJ'  par  —  -?  ce  qui 
donne 

Les  racines  de  cette  derniere  equation  sont  les  tangenles 
des  angles  que  les  axes  de  la  courbe  font  avec  Taxe  des  .r; 
on  voit  que  leur  produit  est  egal  a  —  15  d'ou  il  faut  con- 
clure  que  les  deux  axes  de  la  courbe  sont  reclangulaires. 
Quant  a  la  parabole,  le  coefficient  augulaire  de  son  axe 

est T-  •,  done ,  celui  des  cordes  correspondantes  a  pour 

2  A 
■valeur  -jt-  '  ^^^  P.^r  consequent,  Tequation  de  I'axe  de  cette 

courbe  est 

/;-f-/;x2^  =0,  ou  By;  +  2Ajr  =  o, 

lorsque  les  coordonnees  forment  un  angle  droit. 

280.  Nous  avons    remarque  (n^  276)  qu'en   desiguani 
par  m  le  degre  d'une  courbe  algebrique ,  I'equation  gene- 

rale  de  ses  diam^tres  est  du  degre  — Lorsque  nt 


surpasse  3 ,  on  a 


2 


>w; 


I'equation  des  diametres  est  alors  d'un  degre  superieur  a 
celui  de  la  courbe ;  et  si  m  =  3 ,  il  en  resulte 

m{m — i)        - 
1.2 
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D^aprescela,  on  concoit  que  lorsqa'il  s*agit  d^unc  courbe 

algebrique  d'un  ordre  plus  cleve  que  le  second ,  la  deler^ 

mination  de  sos  lignes  diametrales  ne  peut^  en  general, 

servir  a  simplifier  sa  construction ,  ni  a  faciliter  la  recherche 

dc  ses  proprietes.  Toutefois,  dans  des  cas  particuliers  ,  il  se 

peut  qu^en  disposant  de  la  direction  des  cordes ,  Tequatiou 

du  diam^tre  qui  leur  correspond  s^abaisse  au  premier  de- 

gre.  Pour  en  donner  an  exemple^  considerons  la,  courbp 

dont  r^quation  est 

jr^ —  3x/  -f-  ar*=:  o. 

Pour  cette  courbe,  I'cquation  («)  du  n°  276  devient 

Si  Ton  pose  d  =  —  i ,  on  aura 

5^ -hi  =  o., 
ei,  par  suite, 


ou 

(jr-hx-'h  ly.  (jp  — j)  =  o; 


il  en  resulte 

La  droite  y  =  x  est  eilectivement  le  diametre  corrospon- 
dant  aux  cordes  placees  sous  la  direction  o  =  —  i .  Quant 
a  la  droite  J  =  —  x  —  i ,  parallele  a  ces  cordes,  clle  est 
asymptote  a  la  courbe  consideree. 

281.  Lorsqu'une  courbe  a  un  diametre  rectiligne,  en 
dirigeant  suivant  ce  diametre  I'un  des  deux  axes  de  coor- 
donnees,  par  exemple  celui  des  x,  et  prenant  pour  axe  des 
y  une  parallele  aux  cordes  correspondantes  au  diametrp , 
I'equation  de  la  courbe  devra  etre  telle,  que  si  on  y  rem- 
place  y  par  — j^,  elle  admettc  les  m^mes  solutions.  En 
eflet,  il  est  claiy*  que  si  cette  equation  est  verifiee  par  les 
valeurs  a ,  6 ,  de  x,  j,  elle  le  sera  de  meme ,  lorsqu'on  sub- 
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stituera  a ,  —  S  a  a?,  j'.  Reeiproquement ,  si  I'equaiion  d'une 
courbe  ne  change  pas,  quand  la  variable  y  est  remplacee 
par  —  y,  Taxe  des  x  sera  un  diametre  rectiligne  corres- 
pondant  aux  cordes  paralleles  a  Taxe  des  j^. 

Par  consequent ,  si  la  courbe  est  algebrique ,  on  obtiendra 
ses  diametres  rectilignes  en  determinant les  systemes  d'axes 
de  coordonnees  pour  lesquels  Tequation  de  cette  courbe  ne 
renfqfme  que  des  puissances  paires  de  I'ordonnee. 

Designons  par  y(j:,j^)  =o  Tequation  primitive  de  la 
courbe  consideree,  que  nous  supposons  rapportee  a  des  axes 
rectangulaires.  Les  formules  qu'on  devra  employer  sont 

X  :=.  a  -^  x'  cos  a  4-  7'  cos  a', 
X  =.  h  -^  X  €\iiOL'\-  y  sin  a'. 

Mais ,  dans  la  question  qui  nous  occupe ,  on  pent  supposer 
que  la  nouvelle  origine  soit  le  point  ou  se  coupent  les  axes 
des  x'  et  des  Xy  ce  qui  donue 

^  =  o. 

On  remplacera  done  x  ^\y  par  les  expressions 

a  -\-  X  cos  a  -f-  ^  cos  a'     ct     or  sin  a  -f-  /  sin  a', 

dans  /(a:,  y ) ,  et  on  egalera  a  zero  les  coefficients  des  lermes 
con  tenant  y  a  des  puissances  impaires ;  ce  qui  donnera  au- 
lant  d'^uations  entre  les  trois  inconnues  a.  a',  a.  Si  ce 
syst^me  admet  une  solution ,  elle  determinera  un  diametre 
rectiligne  et  la  direction  des  cordes  qui  lui  correspondent. 
Appliquohs  cette  methode  a  Tequation 

y^  —  3  J^x  -f-  JT*  =  o , 

que  nous  avons  deja  consideree. 
En  rerapla^ant  y^Xx  par 

j:  sin  a  -f-/  sin  a '     el     a  -f-  x  cos  a  -f-  JT  cos  a', 

les  termes  qui  renfermeront  j  a  des  puissances  impaires  sc- 


r^-^-^ 
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ronl 


^in*  a' 


3  ^' 


-4-  cos^  a 


1^2 


r  -i- 


3 sin' a. sin  a' 
3  cos'  a  ^cos  a' 


x^ y  4-  6/i.cosa.cosa' 

—  3  .  cos  a .  sin  a' 

—  3  .  sin  a .  cos  a' 


a:r-f-3n^cosa' 
—  3  rt  sin  a' 


On  aura  done 


( 1 )  sin'  a'  -H  cos*  a'  =  o , 

( 2 )  sin'  a .  sin  a'  4-  cos'  a  cos  a'  =  o  , 

(3 )  7.  a  cos  a  cos  a'  —  cos  a  sin  a'  —  sin  a  cos  a'  =  o , 

(4)  «'cosa' — a  sin  a' =0. 
L'equation  (i)  donne  immediatement 

tang' a'  =  —  i ,     d'oii     tang  a'  =  —  i . 

En  divisant  respectivementpar  cos*  a  cos  a',  cos  a  cos  a',  Ics 
termes  des  equations  (a)  et  (3) ,  il  vient : 

(5)  lang'a.tanga'-h  I  =  o, 

(6)  2fl  —  tang  a'  — tang  a  =  o. 
De  (5)  ondeduit 


tang'  a  =  — 


tang  a' 


et,  par  suite, 

tang  a  =  ±  I  • 

11  faut  prendre  tang  a  =  -+- 1,  puisque  a  nc  pent  elre  egal 
a  a'.  L'^uation  (6)  devient  alors 

2  a  -h  I  —  1=0,     d'oti     fl  =  o . 

Enfin  Fequation  (4)  est  verifiee  par  a  =  o. 

On  trouve  done  un  diametre  rectiligue  qui  est  la  bissec- 
trice  de  Tangle  des  axes  des  coordonnees  primitives^  et  les 
cordes  correspondantes  sont  paralleles  a  ]a  bissec trice  de 
Tangle  adjacent. 

282.  Lorsqu'une  courbe  du  second  ordre  est  coupee  par 
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des  droites  paralleles  a  une  direction  determinee,  le  lieu 
geom^trique  du  centre  des  moyennes  distances  des  points 
ou  cliaque  secante  rencontre  la  courbe  est  une  ligue  droile , 
car  ce  lieu  est  ^yidemmeni  un  diametre.  La  m^me  proposi- 
tion existe  pour  une  courbe  algebrique  d'un  dcgre  quel-: 
conque ;  c'est-a-dire  que : 

Si  Von  coupe  une  courbe  algebrique  d'un  degre  quel- 
conque^  m,  par  une  suite  de  secantes  paralleles  a  une 
direction  detemiinee ,  le  lieu  geometrique  du  centre  des 
moyennes  distances  des  points  oil  chaque  secante  reji" 
contre  la  courbe  est  generalement  i^ne  ligne  droite. 

En  effet,  soient  J  [x^y)  =  o,  Tequation  de  la  courbe;  et 
y  =:.  ex -\- d ,^  celle  de  Tune  des  secantes  considerees;  les 
racines  de  Tequation  y^^.r,  ca:-4-rf)  =  o,  seront  les  ab- 
scisses des  points  d'inters^ection  de  la  courbe  et  de  la  droite. 
Si  m  represente  le  degre  de  la  courbe ,  I'equation 

f{x^  rj:  +  rf)  =  o 

deviendra ,  en  adoptant  la  notation  indiquee  n*'  266  , 

/o(i,c)a:--h[/;(i,c)J-+-/(i,c)]:r«-'4-...=  o. 

Done,  en  nommant  x,  y^  les  coordonnees  du  centre  des 
moyeunes  distances  des  points  d' intersection  de  la  secante 
et  de  la  courbe,  on  aura 

d'ou 

/W./o(l,c) 

Cette  derniere  equation  etant  du  premier  degre  par  rap- 
port aux  coordonnees  x .  y^  represente  une  ligne  droite. 
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§  III.  — Des  axes. 

283.  On  appelle  axe  d'une  courbe  loule  droite  qui  di- 
vise  la  courbe  en  deux  parties  parfaitemenl  egales  et  syme- 
triques.  De  cetie  definition  il  resulte  qu'un  axe  est  un 
diainetrc  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes  qui  liii  cor- 
respondent. Par  cons^uent,  la  methode  exposee  (n^281) 
pour  determiner  les  diam^tres  recliligncs  d'une  courbe, 
s'applique  a  la  determination  des  axes,  en  ayant,  toute- 
fois,  egard  a  ce  que  Tangle  des  cordes  et  du  diametre  doit 
^tre  droit,  lorsquc  le  diamitre  devient  un  axe. 

Ainsi .,  en  supposant  que 

soit  Tequalion  de  la  courbe,  rapportee  a- des  coordonnees 
rec tan gul aires ,  on  rcmplacera  x  et  y  par  les  formulcs 

a  ^  X  cos  a  —  / .  sin  a     et     x .  sin  a  -f-  / .  cos  a 
dans  Tequation 

puis,  on  egalera  a  zero  les  coefficients  des  termes  qui  con- 
tiendront  y  a  des  puissances  impaires.  Les  valeurs  reelles 
de  a  et  de  a  qui  verifient  les  equations  ainsi  obtenues, 
determinent  par  cela  nieme  un  axe  de  la  courbe.  II  y  aura 
done  autant  d'axes  que  de  systemes  de  valeurs  reelles  de  a 
et  a  satisfaisant  aux  equations  dont  il  s'agit. 

284.  Lorsque  I'equation  d'une  courbe /'(x,  y)  =,  o  est 
symetrique  par  rapport  aux  coordonnees  ^r,  r?  la  bissec- 
trice  de  Tangle  des  axes  de  coordonnees  est  necessairement 
un  axe  de  la  courbe,  quel  que  soit,  d'ailleurs,  Tangle  des 
coordonnees. 

Car,  si  les  nombres  a ,  &,  sont  les  valeurs  de  x,  y^  pour 
un  point  de  la  courbe  /  (x,  j^)  =  o,  il  y  aura  un  autre 
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point  appartenant  de  meme  a  la  courbe,  el  dont  les  eoor- 
donnees  seront 

07  =  6,     7=  a, 
puisque  Tequation 

/(•^>  r)  =  o 

estsupposee  symetrique  par  rapport  a  x  eiy.  II  est  clair 
que  ces  deux  points  sont  sur  une  perpendiculaire  a  la  bis- 
sectrice  de  Tangle  des  axes  de  coordonnees ,  et  a  la  meme 
distance  de  cette  droite.  On  voit  done  qu'a  chaque  point  de 
la  courbe,  silue  d'un  cote  de  la  bissectrice,  correspond  ini 
second  point  qui  se  trouve  de  I'autre  cote  de  cette  droite, 
et  symetrique  du  premier;  par  consequent,  la  bissectrice 
est  un  axe  de  la  courbe. 

285.  Lorsquune  courbe  a  deux  axes  AA',  BB'  (fig.  1 4?) 
qui  se  coupent  sous  un  angle  AOB ,  different  d'un  angle 
droit  y  elle  a  necessairement  un  troisieme  axe  CC  ^^5- 
sant  par  le  point  d* intersection  des  deux  premiers j  et  qui 
forme  ai^ec  tun  d'eux,  BB',  un  angle  egal  a  celui  des 
deux  premiers  axes. 

En  effet,  la  droite  BB',  divisant  la  courbe  en  deux  par- 
ties parfaitement  egales  et  symetriques,  s'il  existe  d'un 
c6t^  de  cette  droite  un  axe  OA  de  la  courbe,  il  faudra  qu'il 
y  ait  de  I'autre  c6te  de  la  droite  BB'  un  axe  OC ,  symetrique 
de  OA  par  rapport  a  BB'. 

En  menant  par  le  point  O  la  droite  DOD'  de  manierc 
que  Tangle  DOC  egale  COB ,  on  pourra  determiner  un  qua- 
irieme  axe,  et  ainsi  de  suite. 

286.  Quand  une  courbe  a  deux  axes  paralleles,  elle  a 
necessairement  une  infinite  d'autres  axes  paralleles  aux 
deux  premiers,  et  equidistanis  entre  eux. 

Car,  supposons  que  les  deux  paralleles  AB,  A'B'  [fig'  i48), 
soient  des  axes  d'une  courbe.  La  droite  A'B'  divisant  la 
courbe  en  deux  parlies  egales  et  symetriques ,  il  ne  pent 
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exister  d'un  c6te  de  cette  droite  un  axe  AB,  sans  que  de 
Tautre  c6l^  il  y  ait  aussi  un  axe  A"B",  symetrique  de  AB 
par  rapport  a  A'B'.  La  m^me  observation  s'appliquant  a 
A!'W^  on  irouvera  un  quatrieme  axe  h!"W"^  symetrique 
de  A'B'  par  rapport  a  A"B",  et  ainsi  de  suite.  Par  conse- 
quent ,  la  courbe  aura  une  infinite  d*axes  paralleles  et  equi- 
distants. 

Si  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  on  mene  une 
perpendiculaire  commune  a  tons  les  axes  paralleles,  elle 
renconlrera  la  courbe  en  une  infinite  de  points  symetri- 
quement  si  tues  deux  a  deux  par  rapport  a  chacun  des  axes ; 
d'ou  il  faut  conclure  qu'u/ie  courbe  dont  Vequation  est 
algebrique  ne  pent  avoir  r/eux  axes  paralleles^  car  on 
sait  qu'une  ligne  courbe  algebrique  ne  peut  ^tre  coupee  par 
une  droite  en  un  nombre  de  points  plus  grand  que  le  degre 
de  son  Equation. 

Ixis  court cs  representees  par  des  equations  transcen- 
dantes  peui^ent  av^oir  une  infinite  (Taxes  paralleles  entre 
eux;  telle  est ,  par  exemple ,  la  sinusoide y  =  sin  x,  qui  ad- 
met  pour  axes  toutesles  droites  que  Tequation  x=  I J  tt 

represente,  lorsqu*on  remplace  n  par  un  nombre  eniier 
quelconque,  positif  ou  negatif. 

On  reconnaitra  facilement  que  toutes  ces  droites  ont  la 
propriete  dont  il  s'agit,  en  prcnant  Tune  d'elles  pour  axe 
des  j^;  car  Tequation  de  la  courbe  devenant  alors 

^  =  sm  ( — - — 1^4- X, 

reste  la  meme  lorsqu'on  change  le  signe  de  Fabscisse. 
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CIIAPITRE  DIX-NEUVIEME. 

FORME  DES  GOURDES. 


§  I.  —  Concai^ite  et  convexite. 

287.  On  (lit  qu'une  courbe  CAB  (fig.  149)  est,  en  uu 
de  ses  points  A,  concax^e  par  rapport  a  une  droite  OX, 
lorsqu'on  prenant  sur  la  combe,  a  partir  de  ce  poinl,  et 
dechaque  cote,  des  arcs  AB,  AC,  qui  peuvent  etre  aussi 
petits  qu  on  voudra,  I'arc  total  BAC  est  compris  dans  I'in- 
terieur  de  Tangle  aigu  ATX ,  que  la  langentc  TA ,  a  la 
courbe  au  point  A,  forme  avcc  la  droite  donnee  OX. 

Une  courbe  est,  au  contraire,  convfexe  en  un  de  ses 
points  A  [fig,  i5o),  par  rapport  a  une  droite  OX,  lorsquc 
I  arc  CAB  limits  a  des  points  C,  B,  aussi  rapproches  qu'on 
voudra  du  point  A ,  de  cbaque  cote  de  ce  point ,  est  enti^re- 
ment  compris  dans  I'lnterieur  de  Tangle  obtus  ATX'  forme 
par  la  droite  OX  et  la  l;3ingente  a  la  courbe  au  point  con- 
sidere. 

288.  Dans  la  recherche  des  conditions  analytiques  cor- 
respondantes  a  ces  deux  cas ,  nous  prendrons  pour  axe  des 
X  la  droite  donuee,  pour  axe  des  j*  une  perpendiculaire  a 
cette  droite,  et  nous  supposerons,  en  premier  lieu,  que 
Tordonuee  du  point  A  considere  sur  la  courbe,  est  positive. 

Si  la  courbe  est ,  en  un  de  ses  points  A ,  concave  vers 
raxe  des  x  [fig.  149)9  les  tangentes  menees  aux  points 
B,  C,  voisins  de  A,  formeront  avec  la  partie  positive  OX 
de  Taxe  des  x,  des  angles  BT'X,  CT"X  qui  devront  etre  : 
le  premier,  moindrc  que  ATX,  et  le  second,  plus  grand; 
ccla  rcsulte  de  la  definition  meme  de  la  concavile.  Par  con- 
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sequent ,  si  rabscisse  OA'  augmcnte  d'une  quantite  /i==A'B', 
suffisammeiit  petite,  la  tangeiue  trigonometrique  de  Tangle 
que  ]a  tangeute  a  la  courbe  forme  avec  Taxe  des  Xy  ira  en 
diminuant.  Si,  au  contraire,  Tabscisse  diminue,  la  tan- 
gente  de  Tangle  augmentcra.  Or,  les  axes  de  coordonneos 
ctant  supposes  rectangulaires,  la  tangcnte  de  Tangle  ATX 
est  precisement  la  premiere  derivee  de  Tordonnee  consi- 
deree  comme  fonction  de  Tabsciwsse  :  d^ou  il  suit  que  la  pre* 
miere  derivee  de  Tordonnee  decroit  quand  Tabscisse  aug- 
mente ;  done  sa  derivee  scconcle  doit  (^tre  negative. 

Quand  Tordonnee  du  point  A  est  negative,  Tare  CAR 
est  situe  au-dessous  de  Taxe  des  x:  en  faisant  croilre  Tab- 
scisse, Tangle  que  la  tangentea  la  courbe  forme  avec  Taxe 
desx,  au-dessous  de  cet  axe,  diminue;  par  suite,  Tadja- 
cent  de  cet  angle ,  dont  Touvcrture  est  dirigec  au-dessus  du 
m^mc  axe  augmente  :  done,  la  den\^ee seconde  de  Vordon*- 
nee  est  positiv^e. 

Oil  reconnaitra ,  de  meme ,  que  si  la  courbe  proposee 
CAB  {Jig-  i5o)  tourne  sa  convexite  vers  Taxe  des  .r,  la 
tangente  trigonometrique  de  Tangle  que  la  tangente  a  cette 
courbe  fait  avec  Taxe  des  x,  du  coi^  des  y  positifs,  est 
croissante  quand  Tabscisse  augmente,  et  que  si  Tare  consi- 
dere  est  situe  au-dessous  de  Taxe  des  abscisses,  le  contraire 
a  lieu. 

De  la ,  on  peui  conclure  qu'en  general ,  lorsque  les  axes 
de  coordonnees  sont  rectangulaires,  une  courbe  est,  en  an 
de  ses  points^  concave  on  com^exe  par  rapport  a  Vaxe  des 
abscisses  suii^ant  que  tordonnee  de  ce  point  et  sa  derii^ee 
seconde  out  des  signes  contraires  ou  le  meme  signe  (*). 


(*)  La  formulo  dc  Tar  lor  conduit  facilement  a  cette  conclusion.  En  efTet, 
quand  la  courbe  tourne  sa  concavitc  en  un  point  A  {Jig.  149)  vers  Taxe 
des  JT,  les  ordonnees  des  points  voisins  B,  C ,  sont  moindros ,  en  valeur  ab- 
soltie,  quecelles  des  points  F,  G,  qui  leur  correspondent  sur  la  tan(rente  AT, 
lorsque  Tabscisse  x'  dc  A  aufrnicnto  ou  diminue  dune  qnntitile;i  siiffisam- 


4l4  CHAPITUB    DI3C-»EUV1EME. 

II  est  essentiel  de  faire  observer  que  ce  principe  ne  serait 
pas  toujours  vrai  si  les  axes  de  coordonnees  faisaient  entre 
eux  un  angle  quelconque  diflerent  d'un  angle  droit.  Par 
exemple,  dans  Idi  fig.  i5i,  la  courbe  GAB  est  au  point  A 
concave  par  rapport  a  I'axe  des  x,  et  I'on  voit  que  Tangle 
de  la  tangente  AT  avee  cet  axe,  augmente  lorsque  I'ab^ 
scissc  OA'  du  point  de  tangeuce  croit  de  la  quantite  A'C 
Alors  Tordonnee  A  A'  et  sa  derivde  seconde  ont  le  m^me 
signe,  car  elles  sont,  Tune  et  Fautre,  positives. 

Considerons  encore  I'hyperbole  DSD'  (fig>  iSa)?  rap- 
portee  a  ses  asymptotes  OX^  OY;  et  supposons,  pour  fixer 
les  idees,  que  I'angle  XOY  soit  de  45  degres.  En  prenant 
pour  unite  les  coordonnees  egales  du  sommet  S^  Fequation 
de  la  courbe  sera 

et  la  derivee  seconde  de  Tordonnee  d'un  point  quelconque 
sera  exprimee  par  ~ ;  il  est  clair  que  cette  derivee  aura  tou- 
jours le  meme  signe  que  Fordonn^e  dont  la  valeur  est  -, 

elle  sera,  par  consequent,  positive  pour  tons  les  points  de 
la  branche  DSD'.  Or,  si  Ton  mene  k  la  courbe  la  tangente 
GK,  perpendiculaire  a  Faxe  des  x^  le  point  de  contact  G 


ment  petite.  Or/ si  I'on  nommer'  rordonnee  de  A ;  ^,  Y  celles  des  points 
B,  F,  ou  C,  G;/'(x'),  /"  (a:'),  etc.,  les  derivees  de  y'  consideree  comme 
foiiction  de  x',  on  a 

1    •  ^ 

d'ou 

La  quantile  h  etant  tres-pelite,  le  signe  de  Y  —  r  est  different  de  celui  de 
/"{x');  d'ailleurs  Y  —  r  etr  ont  le  meme  signe  ou  des  signes  contraires, 
suivant  que  la  courbe  est  concave  ou  convexe  vers  I'axe  des  r;  on  en  con- 
clut  le  principe  enonce. 
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limitcra  d'un  cdt^  un  arc  GD  qui  setend,  de  I'autre  cote, 
jusqu'a  riniini,  dans  le  sens  de  Tasymplote  OY,  en  tournant 
continuellement  sa  concavile  vers  Taxe  des  x,  OX.  L'or- 

donn^e  GG'  du  point  G  est  egale  a  va;  done,  la  courbe  est 
concave  vers  Faxe  des  x,  en  tons  les  points  dont  Pordonnee 

positive  est  plus  grande  que  V'a,  et  la  derivee  seconde  de 
chacune  de  ces  ordonn^es  est  constamment  positive. 

§  II.  —  De  rordonnee  maximum  on  minimum. 

289.  L'ordonnee  d'un  point  A,  d'une  courbe  quelconque, 
est  maximum  lorsqu^elic  e:t  plus  grande  que  celles  de  deux 
points  B,  C,  pris  sur  la  m^me  courbe  dc  diiferents  c6tes 
de  A,  et  (1  une  distance  dc  cc  dernier  point  aussi  petite 
qu^on  voudra. 

L'ordonuee  de  A  est  minimum  quand  elle  est  moindre 
que  celles  des  points  voisins  B ,  C. 

En  consid^rant  Tordonnee  y  comme  une  fonctiony(j:) 
de  Tabscisse  x,  qui  est  alors  la  variable  independante, 
on  sait  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  Tordon- 
nee  croil  ou  decroit  suivanl  que  sa  premiere  derivee y'  (x) 
est  positive  ou  negative.  D'ailleurs,  cetle  derivee  est  le 
coefficient  angulairc  de  la  tangente  a  la  courbe;  done  la 
valeur  de  rordonnee  augment e  on  diminue  suiuant  que  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  a  la  courbe  est  posit  if 
ou  negatif,  De  la,  on  conclut  imraediatemeut  cet  autre 
principc : 

LorsquCy  pour  des  valeurs  croissantes  de  Vabscisse,  la 
deriuee  de  I'ordonnee,  ou  le  coefficient  angulairc  de  la 
tangente  change  de  signe^  en  passant  du  posilif  au  /le- 
gatij,  Fordonnee  passe  par  une  valeur  maximum ;  si  la 
derii^e  change  de  signe,  en  de\^enant  positix^e  ^  Vordon^ 
nee  passe  par  une  valeur  minimum, 

Dans  le  cas  ou  la  premiere  derivee  y'  (.r)  de  I'ordonnee 
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lie  peut  devenir  indnie,  elle  ne  change  de  signe  qu'en  pas- 
sant par  zero  5  done ,  pour  determiner  le  maximum  ou  le 
minimum  de  Tordonnee ,  il  faudra  resoudre  Tequation 

/'(x)  =  o, 

et  examiner  si  pour  des  valeurs  (c  -f-  /i) ,  (c  -*^  A) ,  la  pre* 
miere  un  peu  plus  grande ,  I'autre  un  pen  plus  petite  que 
la  racine  obtenue  c,  la  derivee  a  change  de  signe.  Le  trac^ 
de  la  courbe,  aux  environs  du  point  dont  Tabscisse  c  est 
racine  de  1  equation 

/'W  =  o, 

pourra  servir  a  reconnaitre  si  Tordonnee  correspondiinte  a 
cette  abscisse  est  un  maximum  ou  un  minimum.  II  est, 
d'ailleurs,  necessaire,  pour  que  la  derivee /'  (j:)  change  de 
signe  en  passant  par  zero ,  que ,  parmi  les  derivees  suivanles 
f"  (•^)  t  S"'  (•^)  9  ^^^"i  "^  premiere  qui  ue  s'annule  pas  en 
meme  temps  que^'  [x] ,  soit  une  derivee  d'ordre  pair.  C'est 
ce  qui  resuhe  de  la  formule  de  Taylor. 

Lorsque  la  premiere  derivee  de  j'  (or)  peut  prendre  une 
valeur  infiniereelle,  pour  des  valeurs  finies  de  Tabscisse, 
il  faut  resoudre  successivement  chacune  des  equations 

afin  d'obtenir  tons  les  points  qui  pcuvent  repondre  a  la 
question  proposee*,  et  examiner,  comme  nous  venons  de 
Texpliquer,  si  la  derivee  a  change  de  signe  en  passant  par 
zero  ou  par  I'infini . 

Quand  Tabscisse  d'un  point  dont  Tordonnce  est  maximum 
ou  minimum,  annule  la  premiere  derivee,  la  tangente  en 
ce  point  est  parallele  a  I'axedes  x\  elle  serait  parallele  a 
Taxe  desj^.,  si  Tabscisse  du  point  dont  il  s^agit,  faisait  pren- 
dre une  valeur  infinie  a  la  derivee  de  Tordonnee. 
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§  III.  —  Des  points  si'ngitliers. 

290.  Les  points  singuliers  d'une  courbe  sonl  ceux  oil  la 
courbe  offre  qUelque  pariicularite  remarquable  et  indepen- 
dante  du  syst&me  de  coordonnees  auquel  on  la  rapporte. 
On  distingtte  plusieurs  espices  de  points  singuliers;  nous 
allons  en  donner  la  definition ,  et  indiquer  a  quels  carac- 
teres  analytiques  on  pent  les  reconnaitre. 

291 .  Points  d'in/lexion  •  —  On  nomme  ainsi  les  points 
ou  la  concayite  d'une  courbe  se  change  en  convexite.  Lors- 
que  les  axes  des  coordonnees  sont  rectangul aires ,  on  sait 
que  la  courbe  est  concave  ou  convexe  par  rapport  a  Taxe 
des  X ,  suivant  que  Tordonnee  et  sa  deriv^e  seconde  ont  des 
signes  difTerents  ou  le  m^me  signe;  il  en  resulte  evidem- 
ment  que  si  Ton  passe  par  un  point  d*inflexion ,  la  derivee 
seconde  de  Tordonnee  doit  changer  de  signe. 

Lorsque  la  seconde  ddrivee  f"(x)  de  Tordonnee  consi- 
deree  comme  fonction  de  I'abscisse,  ne  pent  devenir  infi- 
nie,  elle  ne  change  de  signe  qu'en  passant  par  zero;  pour 
determiner  alors  les  points  dHnflexion ,  il  faudra  resoudre 
Fequation 

et  il  restera  encore  a  examiner  si  la  derivee  seconde  a 
change  de  signe  en  s'annulant.  Pour  que  cette  condition 
soit  rempliC)  il  faudra  que  parmi  les  derivees  suivantes 
/'"(ar),  yi(x),  etc.,  la  premiere  qui  ne  se  reduit  pas  k 
zero,  en  m^me  temps  que/"(.r),  soit  une  deriv^  d'ordre 
impair. 

Si  la  derivee  seconde  pent  devenir  infinie ,  pour  des  va- 
leurs  finies  dex,  on  devra  resoudre  successivement  cha- 
cime  des  equations 

puis  s'assurei*  que  le  premier  membre  f"  [x)  change  de 

27 
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signc  lorsqu^on  donne  a  x  deux  valeurs ,  Tune  un  peu  plus 
grande,  I'autre  un  peu  plus  petite  que  la  racine  obtenue. 

292.  Points  multiples,  —  On  donnc  ce  nom  aux  points 
ou  passent  plusieurs  branches  d^une  m^me  courbe*,  la  re- 
cherche des  points  multiples  se  fonde  sur  ce  que ,  en  cos 
points ,  il  est  possible  de  mener  plus  d'une  tangente  a  la 
courbe  consideree.  On  les  determine  par  une  regie  dont 
Tapplication  n'offre,  en  theorie,  aucune  difficult^  quand 
r equation  de  la  courbe  est  algebrique  et  rationnelle. 

En  effct,  soient  j?',  j\  les  coordonnees  d'un  point  mul- 
tiple, et  a  le  coefficient  angulaire  de  Tune  des  tangentes 
menees  par  ce  point;  en  designant  pary(j?,jy)  =o  I'e- 
quation  de  la  courbe ,  on  aura 

(i)  «.^  (^,/)+/x(x',r')  =  o, 

et 

(2)  /(x',  j')=zO. 

Les  derivees  /^  (x'y  y')',Jl,  {x/ •,  y')  de  la  fonction  alge- 
brique et  emigre  f[x^  y)  n'admettant  Tune  et  I'aulre 
qu'une  seule  valeur,  il  faudra ,  pour  que  a  puisse  avoir 
plusieurs  valeurs  difierentes,  qu'on  ait 

Par  consequent ,  les  coordonnees  d'un  point  multiple  de  la 
courbe  /'(x,  y)  =  o  devront  verifier  a  la  fois  les  trois 
Equations 

St  ce  dernier  systime  admet  une  solution  reelle  x\y' ^  poar 
obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  a ,  on  aura  recours 
a  r^quation 

(4)  «v;«{^%yH2«./;>',y)H./;«(y,y)=o(p..367,/i.)f 
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et  lorsque  les  raciues  de  cette  ^uation  seront  reelles  ^  on  en 
conclura  que  deux  branches  dc  la  courbe  passent  par  le 
point  (x\y). 

Les  deux  branches  seraient  tangentes  si  les  deux  racines 
de  Tequation  (4)  etaient  ^gales  entre  elles. 

Si  trois  branches  de  la  courbe  passaient  au  point  (x\y')^ 

les  coefficients/;. (x',  j')  .^X'  (•*''  ^') '  /<"•  (*''  r%  ^^  ^'^ 
quation  (4) )  seraient  nuls,  et ,  dans  ce  cas ,  les  valeurs  de  oc 
devraient  6tre  donnees  par  T^uation 

«^/;*K,y)4-3«y;.t(x',/)^-3«/;v(x',/) 

H-Zr-l*',/)  =  o      (n»M5,  page  365); 
et  ainsi  de  suite. 

293.  Points  cle  rebroussement.  —  Un  point  tel  que  A 
{fig*  1 53 ) ,  ou  s'arr&tent  deux  branches  de  courbes  AD,  AF, 
en  ayant  en  ce  point  uue  tangente  commune  AG,  est  un 
point  de  rebroussement ;  on  ditque  le  rebroussement  est  de 
premihre  ou  de  saconde  esphce,  suivant  que  les  deux  bran- 
ches de  la  courbe  sont  situees  de  differents  c6te$  de  la  tan- 
gente ou  du  m^me  c6te. 

En  designant  par  x\  y\  les  coordonnees  du  point  de  re- 
broussement A,  le  coefficient  angulaire  a  de  la  tangente 
AG  sera  determine  par  Tequation 

qui  aura  ses  deux  racines  ^gales  entre  elles. 

II  faudra ,  en  outre ,  qu'en  faisant  croitre  Tabscisse  x\ 
ou  OP^  deux  des  valeurs  de  y  qui  Etaient  des  quantity 
reelles  PN,  PM,  lorsque  x  avait  une  valeur  OP,  moindre 
que  x\  deviennent,  Tune  et  Tautre,  imaginaires. 

Lorsque  le  coefficient  a  est  infini ,  la  tangente  AG  est 
parallele  a  Taxe  des  j",  et,  dans  ce  cas,  il  faut,  pour  que  les 
deux  branches  de  la  courbe  s'arr^tent  au  point  A,  qu'en 

27. 
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faisant  varief  y  au  dela  de  j^',  deux  des  valeurs  reelles  de  x 
devienneot  imaginaires. 

Afin  de  savoir  si  le  point  de  rebroussement  A  est  de  pre- 
miere ou  de  seconde  espece,  on  observera  que,  dans  le  pre- 
mier cas ,  en  donnant  a  Fabscisse  x  une  valeur 

OP  =  OP'  —  PP'  ^  X  —  /i , 

tres-peu  differente  de  :r',  les  points  N,  M,  correspondants 
sur  les  deux  branches  de  la  courbe,  doivent  etre  situes  de 
differenls  c6tes  de  la  tangente  AG;  de  sorle  que  les  diffe- 
rences obtenues  en  retranchant  de  ces  ordonnees  NP,  MP, 
Tordonnee  IP  de  la  tangente,  auront  des  signes  contraires. 
Or,  on  sait  que  pour  une  valeur  suffisamment  petite  de  A, 
ces  differences  ont  le  meme  signe  que  la  derivee  seconde  de 
Tordonn^e  de  A  (page  4 '3)  •,  done ,  les  derivees  secondes  de 
I'ordonneej^'  du  point  A  consid€?re  successivement  comme 
appartenant  a  chacunc  des  deux  branches ,  devront  avoir 
des  signes  contraires. 

On  reconnaitra  de  meme  que  si  A  est  un  point  de  re- 
broussement de  seconde  espece ,  la  derivee  seconde  de  For- 
donnee  de  ce  point  a  des  valeurs  de  meme  signe  pour  les 
deux  branches  de  la  courbe. 

29i.  Points  coujugues.  —  On  nomme  point  conjiigue 
ou  isole  un  point  dont  les  coordoiinees  vdrifient  Fequatioii 
d'une  courbe,  sans  qu'aucune  branche  de  la  courbe  passe 
par  ce  point. 

Si  x^^y'^  representent  les^coordonnees  d'un  point  isole; 
J {x^y)  =  o  1  equation  dela  courbe^  h  une  quantite  tres- 
petitc  :  on  aura  d*abord 

/{x',y)  =  o, 

et  les  valeurs  de  y  correspondantes  a  x  =  x'  dtih^  seront 
imaginaires,  puisqu'il  n'existe  aucun  point  de  la  courbe 
voi  sin  du  point  conjugue. 

L'accroissement  A*  de  Fordonnee  ;^'',  correspondant  a  A, 
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etant  imaginaire,  il  en  sera  de  m^me  du  rapport  ^,  et  par 

suite  de  la  limite  de  ce  rapport,  qui  est  la  premiere  deri* 
v^e  de  Tordonnee  consideree  comme  fonction  de  Tabsciss^^ 
II  eu  r^sulte  que  Ic  coefficient  angulaire  de  la  tangents 
a  la  courbe  au  point  isole  (x',j^')  doit  £tre  imaginaire^  Par 
consAjuent,  les  coordonnees  x\  y\  doivent  annuler  lesd^-t 
rivees  premieres y]^  {^x^y")  ,y^  [x^y^  de  Tequation  propo- 

see,  et  rendre  imaginaires  les  racines  de  I'equation  du  se^ 
cond  degre 

a  laquelie  on  a  recours  pour  trouver  le  coefficient  angulaire 
de  la  tangente,  lorsque  les  coordonnees  du  point  de  con* 
tact  annulent  a  la  fois  les  deux  derivees  relatives  a  y  eix. 

295.  Point  tTan^t  —  Cette  denomination  designe  un 
point  ou  une  seule  branche  de  courbe  vient  brusquenient 
s'arreter. 

Si  x',  y' ^  representent  les  coordonnees  d'un  point  d'arret 
d'une  courbe y(j:,  j^)  =  o,  et  A  une  quantite  aussi  petite 
qu^on  voudra,  il  faudraqu'en  rempla^ant  successivement  jr 
par  x' —  A,  et  x'h-/i,  dansy*(x,  y)  =  o,  une  des  valeurs 
relies  de  r  devienne  imaginaire;  ou  inversement ,,  qu'une 
valeur  imaginaire  de  j^  devienne  reelle.  II  sera,  de  plus, 
necessaire  que  y  n'ail  qu'une  seule  valeur  reelle  peu  difl'e- 
rente  dej^',  et  correspondante  a  x' —  A ,  ou  a:' H-  /i ,  puis- 
qu'une  seule  branche  de  courbe  doit  s'arr^ter  au  point  dont. 
il  s'agit. 

296.  Points  anguleux  ou  saillants,  —  C'est  le  nom 
qu'on  donne  aux  points  ou  s'arr&tent  deux  branches  do 
courbe,  sans  avoir  en  ces  points  une  tangente  commune. 

Par  consequent ,  un  point  anguleux  ne  se  distingue  d'un^ 
point  dc  rebroussement  (n^293),  qu'en  ce  que  les.  deu^ 
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branches  de  courbe  qu'il  tennine,  ont,  a  cette  extremite 
commune,  des  tangeutes  diiferentesj  d'ou  il  suit  que  les 
coefficients  angulaires  de  ces  tangentes  doivenl  elre  don- 
nas par  une  equation  du  second  degre  dont  les  racines  sont 
in^g^les. 

Nous  aliens  maintenatit  montrer  quelques  applications 

de  ce  qui  precede. 

§  IV.  — r  />e  la  construction  des  courbes, 

S©7.  Le  moyen  general  de  construire  une  courbe  dont 
r^quation  est  connue ,  cousiste ,  comme  on  sait,  a  donner 
a  I'une  des  deux  coordonnees ,  a  x  par  exemple ,  des  valeurs 
airbitraires  suffisamment  rapprocliees  les  unes  des  autres, 
et  a  determiner  par  approximation ,  ou  exactement ,  les  va- 
leurs correspondantes  de  Fautre  coordonueej^*,  on  oblient 
siinsi  un  certain  nombre  de  points  par  lesquels  on  fait  pas- 
ser un  trait  continu,  lorsqu^on  a  toutefois  reconnu  que  ces 
points  doivent  appartenir  k  une  meme  branche  de  la  courbe. 

Ce  procede  revient  eyidemment  a  couper  la  courbe  par 
des  droites  paralleles  a  I'un  des  axes  de  coordonnees  ]  il  y 
a ,  parfois ,  avantage  a  prendre  pour  secantes  des  droites  qui 
passent  par  rorigine,  lorsque  I'origine  est  un  point  de  la 
courbe  4  construire.  Enfin ,  il  se  peut  que  Fequation  po- 
^ire  de  la  courbe  soit  plus  simple  que  celle  qui  s'exprime 
en  coordonnees  rectilignes. 

Dans  tous  les  cas,  pour  avoir  une  idee  precise  de  la 
£brmeque  pent  avoir  la  ligne  dont  on  connait  I'equation, 
il  convient  de  construire  les  tangentes  aux  diilerents  points 
€d>tenus ,  et  d' examiner  de  quelle  mani^re  varie  le  coeffi- 
(pient  angujaire  de  la  tangenle  lorsqu'on  fait  croitre  I'ab- 
scisse.  C'est  par  rexamen  des  valeurs  que  peut  prendre  ce 
coefficient  angulaire  que  Ton  decouvre  les  points  singuliers 
de  la  courbe. 
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Prenons ,  d'abord ,  pour  exemples  quelques  courbes  alge- 
briques. 

298.  Folium  de  Descartes.  —  La  courbe  qu'on  nomme 
ainsi ,  est  representee  par  T^uation 

(i)  j' — Z  axjr -\- x^  =  o y 

dans  laquelle  le  param^tre  a  est  un  nombre  quelconque  reel 
que  nous  supposerons  positif. 

On  pourrait,  en  donnant  a  x  une  valeur  quelconque^ 
calculer  les  valeurs  correspondantes  de  /,  par  la  resolution 
d^une  equation  du  troisieme  degre ,  mais  il  est  plus  simple 
de  determiner  les  points  de  la  courbe  par  ses  intersections 
avec  les  droites  y  =  ^^'i  qtii  passent  par  Torigine. 

Des  equations  (i)  et  /  =  mx^  on  tire  immediatement 

3  am 

(2)  a;  =  — — r, 

^    ^  ^       (m^-hi)' 

En  donnant  a  m  diiierentes  valeurs ,  on  aura  les  coor- 
donn^es  d'autant  de  points  de  la  courbe  qu'on  voudra. 

Le  coefficient  angulaire  est  — ; •  En  designant  par  a 

ce  coefficient,  el  substiluant  a  x,  y,  les  valeurs  que  don- 
nent  les  equations  (2) ,  (3) ,  il  vient 

(4)  *  =  — \ = 

^  ^ '  2  w'  —  I 


Lorsque  w  =  o ,  il  en  resulte  a  la  fois 

:p  =  o,     ^  =  0,     a  =  o. 

Done,  Taxe  des  x  est  tangent  a  la  courbe  a  Torigine  des 
coordomiees. 
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Si  Ton  fait  croilre /7t  dcpuis  o  jusqu'a  i/-5  la  valeur 
de  a  esx  constamment  positive  et  croissaute.  Car  le  facteur 

""     revient  a  i  H : — ;•  A  la  limite  m=  \/-»  on  a 


I  I  —  2  w^ 


2 


ou 

De  la  concluons  qu^en  faisant  augtneiiter  m  depuis  zero  jus^ 

qu'a  i/-»  pn  obtient  un  arc  de  courbe  OA  (Jig*  i54)  qui 

part  de  Torigine  en  touchant  I'axe  des  x  a  cc  point ,  et  qui 
tourne  constamment  sa  convexite  vers  Faxe  des  or,  jusqu'au 
point  A  dont  les  coordonneos  sont 

ar  =  a.^4>     x  =  a)/2, 

A  ce  dernier  point  la  tangente  est  parall^le  a  I'axe  des  j^,  la 
valeur  d;e  I'abscisse  est  un  maximum. 

Si  Ton  continue  a  donner  a  m.  des  valeurs  croissantes  de- 
puis tV-  jusqu'a  V^,  le  coefficient  angulai re  de  la  tangente, 
a,  deviendra  evidemment  negatif,  et,  de  plus,  s^a  valeur 
absolue  — ; '-  ira  en  diminuant.  En  efifet,  le  denomina- 

2/W^  —  I  ' 

leur  am*  —  i  augmente  avec  /;j,  et  le  numerateur  am  —  m* 
diminue,  puisque  la  deriv^e  2  —  4^^  de  ce  numerateur 

est  negative  pour  des  valeurs  de  m  plus  grandes  que  !/-• 

Qn  voit  de  m&me  que  Fabscisse  x  va  en  diminuant,  et  que 
^ordonnee  y  est  au  contraire  croissante,  car  les  derivees 


: 
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des  loiictions  — : 5  sont 

m^  -h  1     m^  -f- 1 

3a  {i — am"*)       3am  {2,  —  m^) 

(m^-\'iY     '  (m^-h  lY      ' 

la  premiere  est  negative,  el  Taulre  positive,  quand  m  varie 

depuis  iV-  jusqu'a  ^2.  Lorsque  w  =  V^j  on  a 

a  =  o ,     x  =  a  y  2 ,     y  ^=-  a  y  4  • 

Par  cons^uent,   les  valeurs  de  m  comprises  euire  tV- 

et  V  2  donnent  Pare  AC  concave  vers  Taxe  des  x.  Au  point 
C,  dont  les  coordonnees  sont 

x:=  a  y^,     jr  =  a  J/?? 

la  tangente  est  parallele  a  Faxe  des  a:,  la  valeur  de  For- 
dounee  est  un  maximum. 

La  variable  m  augmentant  de  v  2  a  <3o  ,  Ic  coeiBcient  an- 
gulaire  a=  ^  / \  redevient  positif  et  croit  de  o 


2 
m 
2 
m^  —  2 


a  00  .  Car  le  facteur  ~  augmcntc  jusqu\i  TinGui ,  et  Tautre 


facteur 1  qu^on  pent  mettre  sous  la  forme 


2 


3 


2//r 


est  convergent  vers  Tunite  en  restant  positif.  Les  valeurs 

corre&pondantes  de  x  et  de  j*  vont  en  diminuant,  puisque 

*       1/  .    /     3a  (1 — 2/w*)    3am  (2,  —  //iM  ,      «        .           3am 
les  denvees  —7-^^ ~ »  — r— ^ rr-  des  lonclions  — : > 

(m  4-  i)-^  {m  4-  i)^  /w'-f-  1 

deviennent  negatives.  A  la  limite  m  =:  00  ,  on  a 


///•'  4-  I 


• 


a=:GC,       a:=:rO,      JC  =^  Q 
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On  irouve  done  Tare  CO  concave  par  rapport  a  I'axc 
des  X,  et  qui  louche  I'axe  desy  a  Forigine. 

Lorsque  ni  est  negatif  et  moindre  que  Tunile,  en  valeur 
absolue,  Tabscisse  r  est  negative ,  et  Tordonnee y  positive; 
les  valeurs  de  m  determinent  alors  une  branche  indefinie 
OD,  situee  dans  Tangle  YOX',  et  qui  tourne  sa  convexite 
vers  la  droite  OX',  comme  il  est  facile  de  le  reconnaitre. 

Si  la  variable  m  restant  negative  est,  en  valeur  absolue, 
plus  grande  que  Tunile,  Tabscisse  sera  positive  et  I'or- 
donnee  negative ,  dans  ce  cas,  on  obtient  la  branche  inde- 
finie  OD',  situee  dans  Tangle  Y'  OX,  et  concave  par  rapport 
a  Taxe  des  abscisses. 

Ces  deux  branches  ont  pour  asymptote  la  droite  GG' 
dont  Tequatiori  est 

II  faut,  dc  plus,  observer  que  Tequation 

f^  —  3  axjr  4-  x'  =  o 

etant  sym^trique  par  rapport  ky  et  x,  la  bissectrice  OB  de 

Tangle  YOX  des  coordonnees  est  un  axe  de  la  courbe.  La 

tangente  menee  au  point  B,  ou  la  courbe  est  rencontrde  par 

Taxe  OB,  forme  avec  OB  un  angle  droit  ^  ce  point  est ,  par 

consequent ,  un  soinmet,  Ses  coordonnees  ont  pour  valeur 

3a 

commune 

2 

On  voit  d'ailleurs  que  Torigine  est  un  point  multiple. 

En  prenant  pour  axe  des  x  Taxe  m^me  de  la  courbe,  et 
pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  a  cette  droite ,  Tequa- 
tion de  la  courbe  ne  devra  plus  contenir  de  puissances  im- 
paires  de  y.  On  trouve  ellectivement  qu'elle  devient,  en 
conservantla"m6me  origiiie, 

3  \jc  V2  4-  a)  y"^  4-  X''  \2  —  3aa:'  =  o. 
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L'^quation  de  Tasymplotc  est  alors 

a 

et  I'abscisse  du  sommet 

299.   Cissoidc  de  Diocles.  —  Pour  second  exemplc,  jc 
preiids  r^uation 

(aa  —  •i?)j''  —  j:*  r=  o, 

qui  represente  la  courbe  nominee  cisso'ide, 
L'dquation  r^solue  donnc 


=  ±xi/— 


et,  sous  cette  forme ^  clle  montre  clairement  que  la  courbe 
se  compose  de  deux  branches  ^gales ,  symetriques  par  rap- 
port a  I'axc  des  x,  et  qui  out  pour  asymptote  la  droite 
j:=  2a.  II  n'est  pas  m.oiDS  evident  que  ces  deux  branches 
sont  entieremeut  comprises  entre  Tasymptote  TAT' 
(fig^  t55),  dont  I'equation  est  x  =  2  a,  et  I'axe  des^. 

Toulc  droite  y  =  mx^  menee  par  Forigine  O,  coupe  la 
courbe  en  un  second  point  P,  dont  les  coordonnces  sont 


/«'  m^ 


jr=2ff.   ; — ^      J  =  2fl. 


En  remplacant  or,  y,  par  ces  valeurs,  le  coefficient  angu- 

y3   -f-    3X^ 

laire  de  la  tangeute  qui  a  pour  expression  —— r  se 

tljr  ^2fl  —  Xj 

reduit  a  m^  -\-3m.  Si  Ton  fait  croilre  m  positivement  de- 
puis  o  jusqu'a  Tinfini,  le  coefficient  angulaire  m^-+-3w, 
d*abord  nul,  est  ensuite  constamment  positif  et  croissant; 
il  en  est  de  m&me  day  et  de  x.  On  obtient  ainsi  la  branche 
OPG,  tangenle  a  Faxe  des  x  a  Torigine,  el  qui  tourne  con- 
stanimont  sa  convexite  vers  cet  axe.   La  memc  conclusion 
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convient  a  Tautre  branche  OG'  qui  est,  par  rapport  k  Taxe 
dcs  abscisses,  sym^trique  de  la  premiere;  et,  comme  la 
courbe  n^a  aucuii  point  situe  du  cote  des  x  negatifs,  on  voit 
que  I'origine  est  uu  point  de  rebroussement  de  premiere 

espice. 

Si  du  point  A,  ou  Fasymptote  coupe  Faxe  OX,  on  abaissc 
uae  perpendiculaire  AD  sur  la  droite  ODE  (y  =  /rij:), 
cette  perpendiculaire  aura  pour  equation 

et  coupera  la  droite  OE  en  un  point  D  dont  Tabscisse  OF 
a  pour  valeur 

I 


11a, 


iw*-Hi 


On    salt  d'ailleurs  que    I'abscisse  OM  du   point    P   c&t 
egale  a 


«i* 


2fl. 


W'-h  I 


U  s'ensuit 


d^ou 


OM-4-OF  =  2fl  =  OA: 


OM  =  AF,     et     OP=DE. 

De  plus,  le  point  D  appartient  a  une  circouffrence  de- 
critc  sur  OA  commo  diametrc;  oft  determinera  done  les 
dilTerents  points  de  la  courbe  en  meoant  par  Forigine  des 
secantes  telles  que  ODE,  et  en  prenant  sur  cbacune  d'elles, 
a  partir  de  Forigine,  une  distance  OP  ^gale  a  la  partie  de 
la  secante  comprise  entre  1 'asymptote  TAT',  et  la  circonfe- 
rence  qui  a  pour  diametre  Faxe  OA  de  la  courbe. 

300.   Conchoide,  —  Soit  a  construire  Fequation 
dans  laquellc  on  suppose  h  <^a.  En  la  resolvant  par  rap- 


FORMC    UES    COUKVES.  4^.9 

port  a  J,  il  vient 

X 


X  —  a 


.■■■     ■    H  ■    ■■v^^H^^^H^^B^nnaMW* 

V^* (J7 «)■''. 


Les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  a  -j-  i  ,  ou  moiiidres 
que  (a  —  i),  rcndent  j^  imaginaire,  en  exceptant  toutefois 
a:  =  o  qui  donne  j^  =  o.  D'apris  cela ,  on  voit  que  I'ori- 
gine  est  un  point  wo/e,  la  courbe  etant  eniiirement  com- 
prise entre  deux  parall^es  AB,  A'B'  {fig*  i56),  a  Tase 
des  J',  et  a  des  distances  a  —  6,  a-|-6,  de  cet  axe.  La 
droite  CD,  qui  a  pour  equation  x  =  a ,  est  asymptote  a  la 
courbe. 

En  faisant  varier  x  depuis  a  —  h  jusqu'a  a  -f-  i,  on  au- 
rait  tous  les  points  chcrches ;  mais  la  consideration  des  coor- 
donnees  polaires  conduit  a  une  construction  tres-simple. 
Car,  si  Ton  prend  pour  axe  polaire  la  droite  OX,  en  con- 
servant  la  meme  originc,  on  aura 

€t,  par  suite,  Tequation  proposee  deviendra 

p^  ( p  cos  w  —  ^)'  =  ^*  p'  cos*  w ; 
d'ou  Ton  tire  success! vement : 

(p cos  w  —  flp  =  h^  cos'  w ,     p cos  w  —  fl  =  ±  ^  cos  » , 

a 


p  = 


cos  6) 


±:^. 


a 


Or,  requationp= represenle  Tasymptote  CD,  dont  la 


CO$b> 


distance  a  I'origine  est  a^  done,  le  lieu  dont  il  s'agit  se  de- 
termine en  menant  du  point  O  des  secantes  telles  que  OF, 
a  la  droite  CD,  et  en  prenant,  a  partir  du  point  F  d'inter- 
sectioo,  et  de  cbaque  c6te,  des  distances  FM,  FM',  egales  a 
fc.  La  courbe  qui  resulte  de  cette  construction  est  ce  qu'on 
nomme  une  concho'ide^  ellea  la  forme  indiquee  [fig'  i56) 
lorsqu'on  suppose  b  <^a. 
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301..  Lemniscate ,  reprdscnlee  par^*  =  jc*  (i  —  x*).  — 
La  courbe  est  sym^trique  par  rapport  aux  axes  •,  die  a  pour 
centre  Torigine,  coupe  I'axe  des  x  a  rorigme  et  en  deux 
autres  points  dont  les  abscisses  sont  -f-  i  et  —  i ,  et  ne  peut 
s'^tendre  au  dela  dans  le  sens  des  x :  c^est  cc  qui  rcsulte 
evidemment  de  Tequation  proposee. 

La  sonime  des  facteurs  x',  (i  —  a:')  etaut  invariable,  le 

maximum  de  leur  produit,j'*,est  j'^  donc^  le  maximum  de 
Tordonnee  est  -»  et  correspond  a  a:  =  di  i/—  De  |dus,  en 
faisant  croitre  a:  de  o  a  i/->  la  valeur  de  y  va  constam- 
ment  en  augmentant  depuis  o  jusqu'a  -5  et,  pour  les  va- 

leurs  deo:  croissantes  de  i/-  a  i,  Tordonn^  y  diminue 

de  -  a  zero.  La  tangente  a  la  courbe  au  point  dont  Tordonnee 
2 

a  la  valeur  maximum  -9  est  parallele  a  I'axe  des  x^  car  le 
coefficient  angulaire  de  cetie  tangente,  ayant  pour  expres- 

sion 5  se  r^uit  a  zero  quand  x=  \/  — 

A  I'origine,  le  coefficient  angulaire devient-; 

il  faut  alors,  pour  avoir  ses  valeurs,  recourir  a  Tequation 
du  second  degre , 

et  qui ,  dans  le  cas  actuel ,  se  reduit  a 

« 

a' —  1=0, 
€t  donne ,  par  consequent , 

a-rr  ±  I. 
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Ainsi ,  a  rorigine ,  la  courbe  est  tangente  aux  deax  bissec- 
trices  DOD',  EOE'  {fig,  iSj)  des  angles  que  font  entre  eux 
les  axes  des  coordonnees. 

En  consid^rant  la  seconde  derivee  de  Tordonnee,  on 
verra  facilement  que  Torigine,  O,  est  un  point  d^mflexion 
de  chacune  des  deux  branches  AOC,  CO  A'  (n"291);  et 
c^est,  d'ailleurs,  une  consequence  de  ce  que  le  point  dont 
il  Skagit  est  le  centre  de  la  courbe. 

De  cette  analyse,  il  resulte  que  la  lignc  representee  par 
Fequation 

a  la  forme  indiquee  par  la  fig,  iS^.  Le  centre  de  la  courbe 
est ,  a  la  fois,  un  point  double  et  un  point  d'lnflexion. 

302.  Considerons  encore  ^equation  algebriquc 
on 

La  courbe  que  Tequation  (i)  represcnte  n'a  aucun  point 
situe  du  c6te  des  abscisses  negatives  et  s'etend  a  Tinfini  de 
Tautre  c6te :  elle  a  pour  diam^tre  la  parabole  j^  =  x",  car 
il  est  clair  que  cette  derniere  ligne  divise  en  parties  egales 
toutes  les  cordes  de  la  courbe ,  paralliles  a  I'axe  des  y. 
En  separant  les  deux  valcurs  de  j",  on  a 

(2)  j  =  jr=4-x'v/i, 

(3)  jr  =:  x^' —  j:'  y 4r. 

Le  coeflicient  angulaire  de  la  tangente  en  un  point  de  la 
premiirebranchc,  j^  =  x*-f-  x'  vx,  est 

5     r 

a  =  2x  H —  X  k/x', 

2       ^ 
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pour  la  seconde  branche,  y  =zx^  —  a'  Vjc  ,  il  devient 

5     r 

A  Forigine ,  on  a 

ct  =  o ,     «'  =  o ; 

done  les  deux  branches  de  la  courbe  sont  tangentcs  a  Vaxe 
des  x.  Si  Ton  observe ,  de  plus ,  qu'en  donnant  a  x  des  va- 
leurs  positives,  comprises  entre  o  et  i,  les  deux  valeurs 
dey  sont  positives,  et  qu'elles  deviennent  imaginaires  lors- 
que  X  est  negatif ,  on  en  conclura  que  I'origine  des  coor- 
donnees  est  un  point  de  rebronsscment  de  seconde  espbce. 

La  valeur  de  a,  toujours  positive,  croit  avec  Fabscisse 
et  Fordonnee;  il  s'ensuit  que  la  premiere  branche  OAB 
{fig.  1 58),  entiirement  situee  au-dessus  de  laxedesor, 
tourne  constamment  sd  convexite  vers  cet  axe. 

La  seconde  branche  OA'  B',  deterniinec  par  Tequation 

^  =  x'  —  X  ^x , 

s'eleve  d'abord  au-dessus  de  Taxe  des  x,  en  partant  de 
Torigine,  et  va  couper  cette  droite  a  une  distance  de  Fori- 
gine  egale  a  Funite.  La  premiere  d^rivee  de  a',  ou  la 
seconde   derivee  de  Fordonnee ,    ay  ant  pour  expression 

2 Y^x^  est  positive  pour  des  valeurs  de  x  comprises 

entre  o  et  (  -^  )  *,  elle  s'annule  quand  x  =  (  ~^' j  >  et  de- 
vient negative  lorsque  x  prend  des  valeurs  plus  grandes. 
Par  consequent ,  la  branche  OA'  B'  est  convexe  par  rap- 
port a  Faxe  des  abscisses ,  depuis  x  =  o  jusqu'a  x  =  I  -^  )  • 
Le  point  correspoudant  a  cette  derniere  abscisse  est  un 
point  d'inflexion.  Depuis  x  =  (  -^  |  jusqu'a  x  =  i ,  For- 
donnee et  sa  seconde  derivee  ont  des  signes  contraires*, 


I 
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done,  dans  cet  intervallcj  la  branche  OA'  li'C  est  concave 
vers  Taxe  OX.  Pour  des  valeurs  de  x  plus  grandcs  que 
Tunite,  jr  est  negatif,  la  courbe  esl  situee  au-dessous  de 
Faxe  des  x,  et  tourne  sa  convexite  vers  cet  axe.  Lorsque 

X  =  l~\  »  a'=  o,  la  tangente  est  parall^le  a  Taxc  des  x^ 

et  la  valeur  de  Tordonnee  est  un  maximum,  car  a'  change 
de  signe  en  s'annulant. 

303,  Cons i ruction  de  courbes  transcendantes . 

PllEMIEIl    EXEMPLI.   J^=SinX. 

En  faisant  croitre  a:  de  o  a  -9   la  valeur  de  y  augmente 

de  o  a  I ;  oh  obtient  ainsi  Tare  OA  {Jig*  iSp) ,  qui  tourne 
sa  concavity  vers  Taxe  des  x,  puisque  la  seconde  d^riv^ 
—  siuj:,  de  Tordonnee,  a  un  signe  contraire  a  celui  de 
Fordonnee  elle-m^me. 

L*abscisse  continuant  d^augmenter,  de  -  a  tt,  Fordonnee 

diminue  depnis  i  jusqu'a  o;  on  obtient  Fare  AO'  egal  a 
OA,  et  symetrique  par  rapport  a  la  perpendiculaire  AM, 
abaiss^e  du  point  A  sur  Faxe  des  x,  Ce  second  arc  est, 
comme  le  premier,  concave  vers  Faxe  OX. 

La  tangente  au  point  A  est  paralUle  a  Faxe  des  j:,  car  la 
premiire  d^riv^e  de  jr^  qui  est  cosx,  se  reduit  a  z^ro, 

quand  x  =  -•  L'ordonnee  de  ce  point  est  un  maximum. 

Les  valeurs  de  x  comprises  entre  7t  et  2  7: ,  donnent  Fare 
O'  A'O",  egal  a  OAO',  mais  silue  au-dessous  de  Faxe  des  x  •, 
des  valeurs  comprises  entre  2  tt  et  3  tt  determineraient  un 
troisieme  arc  egal  aux  deux  premiers,  et  situ^  au-dessus 
de  Faxe  des  abscisses,  et  ainsi  de  suite.  II  est  d'ailleurs  evi- 
dent, d'apris  la  forme  de  F^quation ,  que  Forigine  des  coor- 
donnees  est  un  centre,  et  qu'en  faisant  varier  x  depuis  6 
jusqu'a  —  00  ,  on  trouvera  a  gauche  de  Faxe  des  j  des  arcs 

28 
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egaux  a  ceux  qu'on  a  trouves  a  droite,  mais  dans  une  posi- 
tion inverse  par  rapport  a  Taxe  des  abscisses. 

On  voit  aussi  que  Torigine  est  un  point  d'lnflexion  ,  car 
la  derivee  seconde  de  Tordonnec,  — sma:,  devient  nulle 
quand  x  =  o ,  et  elle  change  de  signe  en  passant  par  zero. 
De  meme,  on  reconnait  que  tons  les  points  auxquels  la 
Gourbe  rencontre  I'axe  des  x,  sont  des  centres  et  des  points 
d'inflexion,  et  que  tontes  les  droites  dirigees  suivant  les 
ordonnees  maximum  AM,  A'M',  etc.,  sont  des  axes. 

Enfin,les  tangentes  menees  a  la  courbe  par  ses  points 
d'intersection  avec  I'axe  des  abscisses,  sont  alternativement 
paralleles  aux  bissectrices  OG,  OC/,  des  angles  YOX,  Y'OX, 
puisque  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente ,  cos  jc,  prend 
successivement  les  valeurs  -f- 1 ,  —  i .,  quand  on  remplace  x 
par  o,  71,  2  7r,  etc. 

La  surface  d'un  segment  BB'CC  de  la  courbe,  compris 
entre  Taxe  des  x ,  et  les  ordonnees  BB',  CC,  de  deux  points 
B,  C ,  de  I'arc  OAO',  a  une  expression  tris-simple  que  nous 
allons  faire  connaitre. 

Considerons  la  distance  OB'  comme  une  quantite  don- 
nee  a\  il  est  clair  que  la  surface  du  segment  BB'CC  sera 
une  certaine  fonction  y  (r)  de  Tabscisse  variable  0C'=:  .r. 

Si  Ton  donne  a  x  un  accroissement  h  aussi  petit  qu'on 
voudra,  et  que,  pour  plus  de  precision,  on  suppose  que 
Tordonnee  augmente  avec  a:,  I'accroissement  CC'DD'  de 
la  fonction  cberchee  sera  compris  entre  h  X  sin  j:  et 
h  X  sin  [x  H-  /*)  5  par  suite,  le  rapport  de  Taccroissement 
de  la  fonction  a  celui  de  la  variable  aura  une  valeur  com- 
prise entre  sin x  et  sin  (a:  -f-  //) ;  et ,  a  la  limite  Zt  =  o,  ce 
rapport  deviendra  sinx.  Ainsi,  la  derivee  de  (f  [x)  est  sin  a:. 
Mais  on  sait  que  sin  a:  est  la  derivee  de  — eosr,  et  que 
deux  fonctions  qui  out  la  meme  derivee  ne  peuvent  differer 
I'une  de  Faiitre  que  par  une  constante^  done 
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Pour  determiner  la  constantec,  il  suftii  a'obsciver  qne 
(p(x)  se  reduit  a  z^ro,  lorsque  x  =  a'^  il  vu  resiilio 

c  =  cos  a , 
et,  par  consequent, 

^  ( x)  =  cos  a  —  cos  x, 
Ainsi  Taire  du  segment  BB'CC  a  pour  valeur 

cos  a  —  cos  X. 
En  posant  a  =  o  et  x  =  tt,  on  trouve 

cos  a  —  cos  j:  =  2 ; 

done  la   surface  du  segment  ^compris  en  ire  Faxe  dcs  j:  et 
I'arc  OAO'  est  double  du  carr^  deFordonnee maximum  AM. 

DeUXIEME  EXEMPJLE.   y  =  SCO*  X  (fig*  i6o).. 

La  courbe  est  diTis^e  par  Taxe  des  y  en  deux  parties 
egales  et  sym^triques ;  elle  rencontre  cct  axe  en  un  point  A 
dont  la  distance  a  Torigine  est  I'unite.  Si  Ton  fait  croitrc  x 

depuis  o  jusqu^j^  -9  Tordonu^e  y  augmente  de  i  a  rinfini ; 

on  determine  de  cette  mani^re  un  arc  ABC  qui  a  pour 
asymptote  la  droite  FG  dont  I'equaiion  est 

It 

x=:  -  • 
2 


En  continuant  d'augmenter  a?  de  ~  a  :r,  on  obtient  Tare 

E'D'A'  qui  est  encore  asymptote  a  la  droite  FG,  mais  de 
Fautre  cote  de  cette  droite.  Les  valeurs  de  x^  croissantcs 

de  TT  a  — 9  donnent  Fare  A'B'C  egal  a  ABC  et  ayant  pour 

asymptote  la  droite  F'G',  parallile  a  Faxe  OY  et  situee  a 

une distance  —  de  cet  axe:  et  ainsi  de  suite.  On  voit  done 

que  la  courbe  se  compose  d'une  infinite  de  branches  telles 
que  E' A'C  comprises  chacune  entre  deux  asymptotes  pa- 

28. 
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rallMes  a  Faxe  des  ordonnees,  et  a  une  distance  rune  de 
I'aulre  cgale  a  tt.  U  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaitre  que 
toutes  ces  branches  tournent  leur  convexile  vers  I'axe  des  .r; 
qu'elles  sont  langentes  a  une  parallele  a  cet  axe  aux  points 
A,  A',  etc.  Les  droites  dirigees  suivant  les  ordonnees  de  ces 
points  sont  des  axes  de  la  courbe, 

Enfin  I'aire  du  segment  OABN  correspondant  a  Fabscisse 
ON  =  X  d'un  point  quelconque  de  Tare  ABC,  a  pour  va- 
leur  tango:.  En  effet,  designons  par  y  (.r)  la  fonction  de 
Tabscisse  qui  represente  la  valeur  de  ce  segment,  et  faisons 
croitre  Tabscisse  d'une  tres-petite  quantile  h.  L'accroisse- 
ment  de  I'aire  du  segment -sera  compris  entre  A.  sec' a* 
et  A. sec*  (x  4- A).  Le  rapport  de  eel  accroissement  a  cehii 
de  la  variable  x  sera  de  m^me  compris  entre  s^c'  x  et 
sec*  (.r  -H  A).  La  limite  de  ce  rapport  aura  done  pour  va- 
leur sec*  X,  Or  sec*  x  est  la  derivee  de  tang  X'^  done  (f  [x) 
et  tang  x  nc  peuvent  diffi^rer  que  par  une  constante .  c'est- 
a-<lire  qu'on  a 

(p  (.r)  =:  tang  x  -\-c. 

Lorsque  a:  =  o,  le  segment  OABN  devient  nul  5  par  conse- 
quent, c  =  o.  U  en  resulte 

OABN  =  tang  JT. 
C'est  ce  qu'il  fallait  demon trer. 

Troisieme  exemple.  y=z— —  (fig*  161)^ 

La  courbe  est  entiereroent  situee  du  cote  des  abscisses  po^ 
sitives. 

Lorsqu'on  donne  a  x  une  valeur  OM  moindre  que  Fu- 
nite ,  I'ordonnee  corr^spondante  AM  est  negative ;  si  x  di- 
minue  depuis  OM  jusqu'^  o,  I'ordonnee  correspondsgite , 
toujours  negative,  decroit  depuis  AM  jusqu'a  05  par  conse- 
quent, I'origine  est  un  point  de  la  courbe. 

Si  Ton  fait  croitre  I'abscisse  x  depuis  OM  jusqu'a  OC=iy 
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Tordonnee  reste  negalive  et  augm^ente  en  valeur  absolue 
de  AM  a  rinfini.  On  determine  ainsi  une  branche  OAD  de 
C9iir1)e  qui  s^arrete  a  IWigine  des  coordonn^es  et  s'etend  du 
cote  des  x  positifs ,  au-dessous  de  Taxe  des  x^  a  une  distance 
infinie  de  cet  axe,  en  ayant  pour  asymptote  la  droite  CG', 
dont  r^quation  est 


X  =   I 


Cette  branche  est  tangenie  a  I'axe  des  y^  a  Torigine ,  car 
Tequationy  =  r-y-  donnc 


I 

9 


X       X  log  X 

et  I'on  salt  que  le  produit  a:.logx  devientnul  qiiand  x  =  o. 
La  premiere  derivee  j^'  de  Tordonnee  est 

•    ^  J?.(loga:)»' 

la  seconde  derivee 

•'^  a:'{logj:)3' 

elle  est  positive  tant  qu'on  a 

log  .r  -t-  2  <^  o ; 
nulle  lorsque 

log  jp  H-  2  =  o ; 

change  de  signe,  en  devenant  negative,  d^s  que 

log  X  -t-  2  ^  o. 

Or,  Fegalite  log  x-h  ^  =  o  donne 

log  X  =  —  2  , 
et,  par  suite, 

d^ou  je  conclus  que  la  branche  OAD  tourne  sa^concavite 
vers  I'axe  des  x,  depuis  Torigine  O  jusqu'au  point  A,  doni 
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I'ordonnee  est *,  qu'eu  ce  point  il  y  a  inflexion  :  la  con- 

cavite  se  change  en  convexite  par  I'apport  a  I'axe  dcs  ab- 
scisses. 

En  donnant  a  x  des  valeurs  croissantes  de  i  a  oo  ,  For- 
donn^  y  diminue  de  oo  a  o^  on  obtient  la  brancfae  LIH 
qui ,  situee  entierement  au-dessus  de  I'axe  des  x ,  tourne 
constainment  sa  convexite  vers  cet  axe,  et  a  pour  asymp- 
tote les  deux  droites  CG ,  CX. 

L'origine  est,  comme  on  voit,  un  point  d! arret. 

QuATRIEME    EXEMPLE.    J^  =    (fiS'    ^6^). 

Donnons  a  x  une  valeur  positive  quelconque  a:'==  OM,  il 

x' 
en  resultera  pour  j*  une  certaine  valeur de  m^me  po- 


i-t-^"^' 


sitive.  Si  X  decroit  depuis  x^  jusqu'a  zero,  y  va  aussi  en 
diminuant,  et  il  en  est  encore  de  m^me  du  rapport  dey  a  x 

dont  Texpression  est •  Lorsque  x  s'annule,  le  rapport 

=,05  done,  I'arc  OA  est  tangent  a  Taxe  des  abscisses 


lA-  e"" 


a  Torigine  des  coordonnees. 

Faisons,  maintenant,  augmenler  x  a  partir  de  x^  =  OM. 

Le  rapport augmentera  avec  x,  mais  il  a  pour  li- 


l-^e' 


mite  -?  puisque =  -  quand  j:  =  oo  .  A6n  de  recon- 


2 


naitre    s'il   existe   une    £^mptote  parallele   a   la    droite 
y  =  -  ,  Xy  nous  chercherons  la  limitc  de  {j — ex)  (p.  i3i). 
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On  a 


/  —  ex 


iH-  c 


I 

X 


oil,  en  rcmplacaul  x  par  -» 

2 


I  I 


^  COT  =    " 


Pour  z  =  o,  la  fraction prend  la  forme  -? 

xnais  sa  vraie  valeur  est  —  i .  Done  la  branche  OAD  a  pour 
asymptote  ta  droite  FL ,  dont  T^uation  est 

X 

Pour  determiner  les  points  de  la   courbc  j  =  • 

dont  Tabscisse  x  est  negative,   nous  remplacerons  a:  par 
—  z ,  le  rapport  de  Tordonnee  a  I'abscisse  deviendra  alors 


I 


i-i-e 


1-4-  — 


g 


I 


il  sera  positif.  Par  consequent,  on  obtiendra  des  points  si- 
tues  dans  riiiterieur  de  Tangle  Y'OX'. 

Si  Ton  doune  a  z  une  valeur  quelconque  positive  z'=OM', 
il  en  resultera 

I  H 

J' 
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et  en  faisant  diminuer  z  depuis  z'  jusqu'a  zero,  ~  coaver- 

X 

gera  vers  Tunite.  A  la  limitc,  lorsque  2  =  0,  il  vient 

X 


X 


=  i; 


done  Fare  OA'  est  taagcut  a  la  bissectrice  de  Tangle  Y'OX' 
au  point  O.  II  s*ensuit  que  Torigine  des  coordoitnees  est  un 
point  anguleux  ou  saillant. 

Lorsque  z  croit  depuis  z'  =  OM'  jusqu'a  Finfini,  Tor- 
donnee  y  devient,  en  valeur  absolue,  de  plus  en  plus 
grande;  le  rapport  de  Tordonnee  a  F^bscisse  est  convei^ent 

vers  —  On  pent  done  presumer  que  la  branche  OA'  a  una 

asymptote  parallAle  a  la  droite  y=z-x.  En  cherchant  la  li- 

mite  dey — cx^  correspondante  a  z  =  oo  ,  on  trouve  —  i ; 
done  le  prolongement  FL'  de  la  droite  FL  est  asymptote  a 
la  branche  OA'D'  de  la  courbe. 

304.  Co/istniction  de  courbes  dont  les  equations  sont 
exprimees  en  coordonnees  polaires. 

Premier   exemple.    ( Spirale  d  ^Archimede. )   p  =  r(»i 

En  attribuant  a  co  des  valeurs  croissantes  de  o  a  Finfini , 
la  valeur  de  p  est  positive  et  augmente  de  o  a  00  ^  ces  va- 
leurs determinent  une courbe  OABA'B'...,  tangente a  Faxe 
polaire  a  Forigine,  et  faisant,  autour  de  ce  point,  un 
nombre  ind^fini  de  circon volutions. 

Les  valeurs  negatives  de  co  donneraient  une  courbe  egak 
et  ayni^l;riquement  placee  par  rapport  a  la  droite  OY,  qui 
est  perpendiculaire  a  Faxe  polaire  OX  et  menee  par  le 
p6le. 

Si  Fon  d^signe  par  V  Fangle  que  la  tangente ,  en  un  point 
de  la  courbe,  forme  avcc  Ic  rayon  vccleur  mene  a  ce  point. 
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on  aura 

tangV  =  ^=:w      (p.  377); 

et  la  sous-tangente  aura  pour  expression'-- 

On  voit  par  quelle  construction  on  delermincra  la  tan- 
gente  a  chaque  point  de  la  courbe, 

DsuxikME  EXEMPLE.   [Limacoii  de  Pascal.) 

p  =  a  cos  »  dz  ^     (fig.  164). 

On  supposera  b  <^a. 

Le  premier  terme  a  cos  co  du  second  membre  de  Inequa- 
tion proposee ,  represenle  evidcmment  un  des  cotes  de  Tangle 
droit  d'un  triangle  rectangle  dont  a  est  Thypotenuse,  et 
Tangle  adjacent  co.  Par  consequent,  si  I'onprend  sur  Taxe 
polaire  OX,  a  partir  de  Torigine,  la  distance  OA  egale  a  a, 
et  qu'on  decrive  sur  OA,  comme  diam^tre,  une  circonft- 
rence,  le  ternic  a  cos  w  sera  la  valeur  d'une  corde  OB,  me- 
nee  par  le  pole,  et  faisant  avec  I'axe  polaire  Tangle  w.  D'ou 
il  suit  que,  pour  determiner  les  differents  points  C,  C,  etc. , 
delalignep  =  acosc«)ziz6,  il  sufErademenerparTorigineO 
des  cordes  telles  que  OB,  ct  de  prendre  sur  la  direction  de 
chacune  d'elles,  de  chaque  cote  de  Textremite  B,  les  dis- 
tances BC,  BC,  egales  a  b.  Cettc  construction  donne  une 
courbe  de  la  forme  indiquee  (fig'  164). 

Troisieme  EXEMPLE.  p  =  tang  n CO  (le  nombre  n  est  sup- 
pose en  tier). 

Les  deux  variables  ct),  p^  s'annulant  a  la  fois,  la  courbe 
passe  par  Torigine.  En  faisant  croitre  o)  depuis  0  jusqu'a 

— 5  la  valeur  de  p  augmente  de  o  a  00  .  Pour  savoir  si  la 

courbe  a  une  asymptote  parallele  a  la  direction  du  rayon 

polaire  OH  {Jig,  1 65),  qui  forme,  avec  TaxeOX,  Tangle  —  9 
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il  faut  chercher  la  limite  de  p.  sin  f  -^^ w  |  ?  lorsque  o>  =  — ^ 

'  \iri  J  ^  2// 

(n^  270).  Cetle  limite  s'obtiendra  en  divisant  — i  par  la 
valeurque  prend  la  derivee  de  la  fonctioiivde  w,  que  -  re- 

r 


presente,  en  ayant  soin  de  remplaeer  w  par  -  dans  la  de- 
rivee dont  il  s'agit  (page  iQ'2).  Or, 


I  I 


p       tang  n  &> 
el  la  derivee  de 


n .  sec'  /I  &>  n 


tang  n  w  tang^  n  &>  sin'  // » 

Done,  en  divisant  —  i  par  cetle  derivee,  on  a 


sm'ww 


n 


TZ 


ct,  en  remplacant  w  par  — 9  il  vient 


sm'~ 
2 

ou 

I 

n 

n 

Par  consequent,  la  courbc  a  pour  asymptote  la  droite  FL, 

parallele  a  OH,  et  a  une  distance  OF  de  OH,  eeale  a  -• 

*  ^  n 

D'aprfes  cela,  on  voit  que  les  valeurs  de  o),  croissanlcs 
de  o  a  -<)  donnent  Tare  OD ,  qui  part  de  Forigine  des  coor- 
donnees  polaires ,  et  a  pour  asymptote  la  droite  FL. 

Si  Ton  fait  croilre  w  depuis  — jusqu'a  -9  on  trouvera 
Tare  CO,  asymptote  au  prolongemeni  FL'  de  FL,  et  qui 
se  termine  a  Forigine ,  lorsque  w  =  -• 
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Le  rayon  polaire  est  alors  negalif  ct  decroit,  en  valeur 
absolue,  de.oo  a  o. 

En  remplacant,  dans  Tequation  proposee,  co  par  ci)'-! — , 

ce  qui  revient  a  prendre  pour  axe  polaire  la  droite  OX'  qui 

fait  avec  Tancien  axe  OX  un  angle  egal  a  -5  1' equation  resle 

absolument  la  meme.  Par  consequent ,  les  valeurs  de  c*)', 

croissantes  deio  a -9  determineront  deux  nouveaux   arcs 

n 

egaux  a  OD,  OD^  ayant  aussi  une  asymptote  commune,  et 

dont  la  situation  relative  a  OX'  sera  la  m6me  que  celle  dc 

OD ,  OD'  par  rapport  a  OX. 

II  est  main  tenant  facile  de  reconnaitre  que  la  courbe  se 
composera  de  a/i  couples  de  branches  telles  que  OD,  OD', 
et  qu'elle  aura  2/1  asymptotes. 

QuATRiEME  EXEMPLE.  p  = /?!-+- COS  w  0)  (Ics  Coefficients 
m  et  n  represeutent  deux  nombres  dont  le  second  est  sup- 
pose en  tier  ^  la  valeur  de  m  est  plus  grande  que  I'unite). 

La  valeur  de  cos  iitjn  etant  comprise  entre  -f-  i  et  —  i, 
celle  de  p  ne  pourra  varier  que  depuis  ni  +  i  jusqu^a 
m  — I .  Si  Ton  decrit  de  Torigine  O  des  coordonnees  comme 
centre,  et  avec  des  rayons  representes  par  m  -h  i,  in  —  i, 
deux  circonferences  concentriques  ABC,  ahc  [jig,  i66), 
dies  comprendront  entre  elles  tous  les  points  de  la  courbe 
proposee.  On  aura  d'ailleurs  tous  les  points  de  cette  courbe, 
situes  sur  la  premiere  circonference  ABC,  en  posant 
p  =  m  4- 1  ^  d'Ou 

cos  //o>r=l,      «w=:2A-7r,      w  =  \ 

n 

1«6  valeurs  de  co  seront  done 

277       4^  2  C''  —  0^ 

n  n  n 

II  est  clair  qu'on  oblienl  ainsi  les  somnicls  A,  B,  C,  etc., 
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d'un  poly  gone  regulier  de  n  c6t^s.  De  plus,  la  courbe  est, 
en  ces  points,  tangente  a  la  circonference  ABC;  car  Tangle 
que  le  rayon  vecteur  forme  avec  la  tangente  a  la  courbe,  a 
Tun  quelconquc  des  points  dont  il  s'agit ,  est  droit.  En  effet, 
si  Ton  designe  par  V  Tangle  de  la  tangente  et  du  rayon  po- 
laire  men^  au  point  de  contact,  on  a  (n^  260) 

p                w  H-  cos/iw 
tang  V  =  -ZTT-.  = r 

«>/._.  • 

Or  sin  ww  =  o  quand  w  = • 

Pour  determiner  les  points  communs  a  la  courbe  et  a  la 
circonference  int^rieure  abc^  on  posera  p  =  m  —  i*,  d'ou 

cos«w  =  —  I,     /tw  =  (2A-4-i)ir,     (0=- • 

'  n 

Les  valeurs  de  co  correspondantes  aux  points  cherches  se- 
ront 

TT  StT  (2/2  l)  31 

-  9         9  •    •    •   9  '         9 

n         n  n 

et  les  points  obtenus  representeront  evidemment  les  som- 
mets  a,  6,  c,  etc.,  d'un  polygone  regulier  inscritdans  le 
cercle  ahc.  On  voit  aussi  que  la  courbe  est  tangente  a  ce 
cercle  aux  sonunets  a,  ft,  c,  etc.,  du  polygone  regulier, 

puisque  tang  V  =  00  lorsque  o)  =  — 


n 
n 


Si  Ton  fait  croitre  o)  de  o  a  -»  le  rayon  vecteur  p  di- 

minue  de  w  + 1  a  m  —  i ,  et  on  obtient  Tarq  A  a,  L'angle  w 

augmentant  de  -  a  —  9  le  rayon  p  est  croissant  depuis  m — \ 

jusqu'a  m-hi,  et  ses  valeurs  determinent  Tare  aB;  et 
ainsi  de  suite.  La  courbe  aura  done  la  forme  indiquee 
jig,  166. 

Les  n  droites  OA,  OB,...,  OG  sont  des  axes.  En  effet, 
lorsqu'on  change  le  signe  de  o),  Tequaiion  p  =:  m  4-  cps.ww 
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reste  la  ixieme;  done  Taxe  OX  des  coordonnees  polaires  est 
un  axe  de  la  courbe.  Si ,  de  plus,  on  remplaee  dans  Tequa- 

*y  le  irp 

tion  p  =  wr -l-cos  .  frw,  la  variable  «  par  to' -|-  >  il 

vient 

quelle  que  soil  la  valeur  de  h. 

Done  les  droites  OB,  OC,...,  OG,  divisent  chacune  la 
courbe  en  deux  parties  ^ales  et  symetriques. 

305.  Nous  proposerons ,  conime  exercices ,  les  questions 
suivantes : 

Constnuie  les  equations : 

I.  7  =  (x  —  a)  s[x  —  h  (la  courbe  a  un  point  conjuguc 
'  dont  Pabscissc  est  a,  si  a<ib\  et  un  point  multiple  dont 
Tabscisse  est  a,  lorsque  b^a). 

IL  j' — pG.a'j^' 4- loo/i'x*  —  x*=o  (la  courbe  que 
cette  equation  represente  a  ete  nommee  courbe  du  diable. 
Elle  est  formce  de  trois  branches  separees.  L'origine  des 
coordonnees  est  a  la  fois  un  point  din  flexion  et  un  point 

multiple). 

I 

III.  j^  =  6'  (I'origine  des  coordonnees  est  un  point 
d*arret). 

IV.  x^  =/'•  (En  prenant  pour  iuconnue  auxiliaire  le 

rapport  -  =  < ,  on  deduit  de  I'equation  proposee 

et,  par  suite ^ 

I  / 

j:=f'""',     et     y^f-^, 

Cestla  solution  donnee  par  Euler.) 

V.  p:=ia^,  [Spirale  logarithmique,) 

\L  p  = •  (Quadrat rice.) 

*  IT      COS »       ^  ^  ' 
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Lieux  geometriques  : 

I.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  le  produit  de  leurs 
djslances  a  deux  points  donnes  soit  egal  a'un  carre  donne. 
(Ellipse  de  Cassini,) 

II.  Lieu.geomelrique  des  points  dont  le  produit  des  dis- 
tances a  deux  points  donnes  soit  egal  an  carre  de  la  deml- 
distance  des  deux  points  donnes.  (Leinni'scale  de  Ber- 
noulli,) 

III.  Les  deux  extremites  d'une  droite,  dont  la  longueur 
est  invariable  et  connue ,  glissent  sur  les  deux  cotes  d'un  an- 
gle droit,  donnes  de  position-,  d'un  point  pris  sur  la  bissec- 
trice  de  cet  angle,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la 
droite  mobile  :  trouver  le  lieu  du  pied  de  la  perpendicu- 
laire. (Scarab  ee,) 

IV.  Determiner  I'equalion  de  la  courbe  decrite  par  un 
point  d'une  circonference  dont  on  donne  le  rayon ,  et  qui 
roule  sur  une  droite  indefinie  donnee  de  position.  [Cy- 
cloide,) 

V.  Ligne  decrite  par  un  point  d'une  circonference  qui 
roule  sur  une  autre  circonference  fixe.  [Epicycloide,) 

VI.  Lieu  de  la  projection  du  centre  d'un  cercle  sur  les 
tangentes  a  la  circonference. 

VII.  Lieu  geom^lrique  du  sommet  d'un  angle  egal  k  un 
angle  donne  et  circonscrit  a  une  ellipse.  —  M^me  question 
pour  I'byperbole  et  la  parabole.  —  Exanien  du  cas  particu- 
lier  ou  I'angle  donne  est  droit. 

VIIL  Deux  des  sommets  d'un  triangle  semblable  a  un 
triangle  donne  glissent  sur  deux  circonferences  dont  on 
connait  les  centres  et  les  rayons^  determiner  la  ligno  decrite 
par  le  troisieme  sommet  du  triangle. 

IX.  Lieu  geometrique  du  centre  du  cercle  inscritdans 
un  triangle  dont  la  base  el  la  bauteur  sont  donnees. 


€OURBE$    DAKS    LES    QLESTIOMS    D'ALGEBBE.  44? 
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USAGE  DES  COURBES  DANS  LES  QUESTIONS  iVATfTftBRE. 


§  1.  —  ConstJiiction  dcs  ravines  d'une  equation. 

306.  Pour  determiner  par  un  irac^  graphique  Jes  ra- 
cines  d'une  equation  de  forme  quelconque  a  une  inconnue, 
f{x)  =  o,  il  suflSt  de  construire  la  ligne  y  =y  (x) ,  et  de 
chercher  les  points  oil  elle  coupe  Taxe  des  x\  les  valeurs 
des  abscisses  de  ces  points  dcvront  verifier  Tequation 
y(a:)  =  o,  puisque  leurs  ordonnees  soni  nulles.  Les  va- 
leurs numeriques  de  ces  abscisses  s^obtiendront,  d'ailleurs,^ 
en  comparant  a  la  droite  choisie  pour  unile  de  longueur, 
les  distances  de  Forigine  aux  points  d'intersection  dont  il 
s'agit. 

Comme  les  constructions  grapliiqucs  sont  entachees  d'er- 
reurs  dont  il  n'est  pas  toujours  facile  d^apprecier  I'etendue^ 
on  con^oit  que  le  precede  qui  vient  d'etre  indique  ne  donne 
})as,  dans  tous  les  cas,  avec  certitude  les  racines  a  Tap* 
proximation  designee  ^  mais  il  pent  souvent  scrvir  a  diri- 
ger  le  calcul  de  la  separation  dcs  racines,  en  montrant 
vers  quelles  valeurs  les  substitutions  doivent  ^tre  faites. 

Le  trac^  des  courbes  peut  encore  etre  utilement  employe 
pour  verifier  quelques  principes  d'algebre,  et  quelquefois 
pour  en  decouvrir. 

Par  exemple,  en  tragant  une  coiirbe  y  =J'(x) ,  on  re- 
eonnait  immediatement  que  si  J{x)  est  une  fbnction  con- 
tinue qui  prenne  des  signes  contraires,  lorsqu'on  y  reraplace 
successivement  x  par  deux  nombres  reels  ^  ^  6 ,  Tequation 
doit  avoir,  au  moins,  une  racine  comprise  enlre  a  ct  6. 

Lorsquey'(.r)  osl  une  fonclion  algebriquc  enliere,  telle 
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que  aa.*"*  -f-  bx""^  -f-  cx'"~*  -+-  etc.,  requation  represente 
{fig-  167)  une  parabole  du  degre  /;/,  et,  dans  ce  cas,  a 
chaque  valeur  de  x  correspond  une  valour  de  y^  et  une 
seule.  En  supposant  que  requationy(x)  =  o  ait  deux  ra- 
cines  egales  a  OE,  la  courbe  sera  tangente  a  Taxe  des  x  au 
point  E ]  oh  aura  done ,  en  designant  OE  par  a, 

/'(a)  =  o. 

Ce  qui  montre  que  toute  racine  double,  a ,  dey*(ar)  =:  o  an- 
nule  la  premiere  derivee/'  {x)  def(x)^  cequ'on  savaitdeja. 

On  voit  de  m&me  qu'il  existe  une  valeur  OF'  de  x,  com- 
prise enlre  les  racines  consecutives  OB,  OC,  qui  doit  cor- 
respondre  a  un  maximum  FF'  de  Tordonn^e,  c  est-a-dire 
a  un  point  F  de  la  courbe ,  ou  la  tangente  sera  paralLele  a 
Taxe  des  x.  Par  consequent,  deux  racines  consecutives  OB, 
OC  de  Tequation  f(x)  =  o,  comprennent  entre  elles,  au 
moins,  une  racine  OF'  de  la  premiere  derive^  /'  (x)  =  o 
de  cette  equation.  C'est  le  principe  de  Bolle. 

Enfin,  supposons  que  Fare  MM'M"A  toume  sa  con- 
vex! te  vers  I'axe  des  j:  5  si  Ton  m^ne  en  differents  points 
de  cet  arc,  les  tangentes  MP',  M'P",  etc. ,  les  points  P', 
P",  etc.,  ou  elles  couperont  Taxe  des  a:,  se  rapprocheront 
de  plus  en  plus  du  point  A ,  de  maniere  que  les  abscisses 
OP,  OP',  OP",  etc.,  auront  des  valeurs  convergentes  avec 
la  racine  OA.  Cela  admis,  nommons  a  la  premiere  va- 
leur approchee  OP  de  la  racine  OA,  et  remarquons  que 
MP  =/(a) ;  le  triangle  rectangle  MP'P  donnera 


PP'  = 


MP         _  MP        _        /{a) 

tang  MP'  P  ""       tang  MP'  X  ~  ~  J'(a) 


Done,  on  aura  une  valeur  plus  approchee  de  la  racine 
cherchee  en  ajouUnt  a  a  I'expression  — jrr^r  C'est  fa 
methode  cV approximation  de  New^tow. 
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307«  Au  reste ,  oii  peut  determiner  les  racines  reelles  de 
requation  /(a:)=o,  par  une  infinite  de  constructions 
diflerentes  de  celle  que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  con- 
siste  a  couper  Taxe  des  x  par  la  ligne  y  =y*(x).  Car  T^ 
quation  y ( a:)  =  o  resulte  de  r^Hmination  de  y  entre  le 
syst^me  de  deux  Equations  9  {x^y)  =  o,  tfi  (x,  j^)  =  o,  qui 
peuvent  aroir  une  infinite  de  formes  differentes,  puisque 
I'une  d'elles  est  arbitraire.  Or,  les  abscisses  des  points  com* 
muns  a  cesdeux  lignes  representeront,  ^videmmem,  lea 
racines  dey*(jr)  =  o ;  et  pour  qu'on  soit  certain  que  les  deux 
lignes  se  coupent  en  autant  de  points  que  Fequationy (j  )=o 
a  de  racines  reelles,  il  suflSra  que  j  n'entre.qu'au  premier 
degre  dans  Tune  des  deux  equations 

308.  //  est  toujours  possible  (Tobtenir  les  racines  reelles 
d*une  equation  du  quatiieme  ou  du  troisieme  degre  par 
Vintersection  d^une  parabole  donnee  et  d'une  circonfe-- 
rence. 

Considerons  Tequation  du  quatriime  degre 

( i)  x*  -f-  px^  4-  ^JT  -f-  r  =  o , 

et  repr^sentons  par 

(2)  *'=«r> 

la  parabole  donn^.  Si ,  dans  Tequation  (i)  on  remplace  x^ 
par-  c^y^'i  il  viendr?^ 

(3)  rt*j'H-/>a;'  +  ^a:-|-r=:  o. 

En  multipliant  (2)  par  un  coefficient  arbitraire  X,  et  ajou- 
tant  membre  a  membre  avec  (3) ,  on  aura 

(4)  «'r'-t-  (/>  -h  ^x'-^-qx  -I-  r==  a\y. 

Et,  si  Ton  pose /I  -f-  X  =  a*,  T^quation  (4)  sera  celle  de  la 
circonference  cherchee. 

29 
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Quant  k  T^uation  du  troisicime  d^r^  x^-k-px-^-q^rto, 
on  y  introduit  une  racine  nulle,  en  mullipliaiit  par  x  le 
premier  membre,  ce  qui  Sonne 

x^  -+-  px^  -f-  ^x  =  o , 

et  on  rentre ,  ainsi ,  dan6  le  cas  precMent* 

Lea  problAmes  qui  ont  pour  objets :  de  trouver  le  cdle  d'un 
cube  double  d'un  cube  donn^ )  de  diviaer  un  angle  en  trois 
partiea  egalea  \  d'instf  rer  deux  moyennes  geomi^triques  en  ire 
-deun  droiies  donneea,  se  r^lvent  simplement  par  Tinter- 
section  d'une  parabole  donnee  el  d'un  cercle ,  parce  qu'ils 
conduisent  a  des  Equations  du  troisidme  d^gre. 

§  II.  —  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degre, 

309.  £tant  donnees  les  equations  de  deux  courbes  du 
second  degre,  troui^er  V equation  generate  des  courbes  du 
second  degre  quipassent  paries  quatre  points  d^intersec- 
tion  des  deux  premieres, 

Soient 

les  equations  donn^ ,  et  X  un  coefficient  arbitraire ;  Tequa- 
tion  demandee  sera 

(2)  >/(^,r)-*-?(^i7)  =  o. 

Car  X/(^,  f)'¥^{Xj  ^)  ~  o  repre^nte  ^videmtneiii  one 
ligne  du  second  degre  qui  passe  par  les  points  cotnmttHl 
aux courbes/* (a:,  y)  =  o,  (f  (jc,  j')  =r  o^  quelle  que  soit  la 
valeur  attribuee  au  coefficient  X  ^  et  il  n'est  pas  moins  clair 
qu^en  donnant  a  X  une  valeur  convenablement  cboide,  on 
pourra  disposer,  comme  on  vondra ,  d'un  cinqui^me  point 
de  la  ligne  que  I'^uation  X/(x,  y)  -hf  (or^  y)  =  o  r*- 
presente ;  done ,  cctte  equation  est  celle  de  toutes  les  lig^es 
du  second  degre  qui  passent  par  les  quatre  points  d'inter- 
section  des  courbes  proposees. 
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310.  Disposer  de  Vindetermince  X  que  renfeime  cetie 
equation  l^f(x,  y)  4- 9 (x,  j^)  =  o] ,  de  maniere  quelle 
puisse  se  decomposer  en  deuxfacteurs  du  premier  degre, 

Les  equAliops  (1)  du  numero  pr^c&lent  seront  g^n^ra- 
lemeiit 

( I  )  or'  -f-  bxf  -^  cx^  -\' dy  -k-  ex  +fz=:  o, 

(2)  .  a'y^'\-b'xx'\-€'x^'\'d*jr -^e'x-^-f'zszo'y 

par  suite,  ^f{x^y)  4-  <f  (x,  y)=io  devient 

et  donne,  lorsque  aA  +  a'  n'est  pas  iiul , 

en  posant 

(b\  +  6')»  - 4(a>  +  a')  (cX  -h  c')  =/?, 

[[b\  ^  b')  (rfX  4-  rf')  -  2 (aX  -h  «')  (eX  -h  e')]  =  q, 

[d\  4.  dy  -  4  («X  -t-  a')  (/X  +/')  =  r. 

Pour  que  T^ualioa  (4)  soit  decomposaUe  en  facieurs 
du  premier  degr^ ,  il  faut  que  px-^uqx^r  soit  un  carre^ 
ce  qui  donna 

(5)  g'^pr=:o. 

En  remplafant  q^  P)  r,  par  leurs  valeurs,  et  supprimant  Ic 
facteur  commun  a  X  -h  a'  qui  ne  doit  pas  6tre  nul ,  on  parvicn t 
a  une  equation  du  troisiime  degr^ , 

(6J  AX»  4-  BX'  -h  CX  4-  D  «  o, 

dans  laquelle  ies  deux  coefficients  A  et  D  sont  pnk^isement 
les  poIyn6mes  qui  doivent  etre  annules ,  quand  Ies  equa* 
tions  proposees  (i)  et  (2)  sont  decomposables  en  facteurs 
du  premier  degre.  Done ,  aucun  de  ces  deux  coefficients  ne 

29, 
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sera  nul,  et  par  consequent  Tequation  (6)  aura  au  moins 
une  racine,  X',  reelle,  finie,  et  differente  de  zero. 

Si  Ton  remplace  A  par  ce  nombre  reel  X',  le  trin6nie 
px^  -k-qx  +  r  deviendra  un  carr^,  et,  en  exlrayant  sa  ra- 
cine, Tequation  (4)  prendra  la  forme 

en  designant  par  /w',  w',  p',  q'^  les  valeurs  de  m,  n,  p^  q^ 
elle  sera  decomposee  en  facteurs  du  premier  degre,  et 
representera  le  sysleme  de  deux  droites,  quand  /?'  ne  sera 
pas  negatif.  Les  intersections  de  ces  deux  droites  avec 
I'une  quelconque  des  deux  courbes  proposees  f(x^y)  =  o^ 
^(jC,  y)=:o,  seront  les  points  conimuns  a  ces  deux 
courbes. 

Lorsque  les  courbes  representees  par  les  equations 
S(x^y)  =  o,  ^  i^^y)  =  o,  se  coupent  en  quatre  points, 
I'equation  (6)  A  a' -rj- BX' -f- CX  4- D2=o  a  necessaire- 
meut  ses  trois  racinea  reelles,  et  aucune  des  valeurs  de  p 
correspondantes  a  ces  racines  ne  pent  6lre  negative.  Car, 
dans  ce  cas ,  il  exisle  trois  syst^mes  de  deux  droites  qui 
passent  par  les  quatre  points  communs  aux  deux  courbes 
donnees.  Si  Ton  designe  par  ni^\  ^"^  P^j  q^^  les  valeurs  de 
/7i,  w,  p,  </,  correspondantes  a  une  seconde  racine  X"  de 
Tequalion  en  X ,  on  aura  pour  equ£^tion  du  second  syst^me 
de  droites 

et  les  solutions  communes  aux  equations  du  premier  d^re 
(7)  ^^  (^)  donneront  les  coordonnecs  des  points  communs 
aux  deux  courbes  proposees. 

Si  les  courbes  proposees  ont  le  m6me  centre,  les  quatre 
points  auxquels  elles  se  coupent  sont  les  sommets  d'un  p«^-r 
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rall^logramme ;  il  faudra  done  que  deux  des  trois  syslimes 
de  droites  qui  passent  par  ces  points  s»e  composeni  de  paral- 
liles  ^  par  consequent ,  deux  des  valeurs  de  X  annuleront  a 
la  fois  p  et  ^,  et  feront  prendre  a  T^quation  (4)  la  forme 

2  (fl X  4-  fl' j J  —  2(aX-h<i')  ^''' 

Dans  ce  cas ,  les  fonctions  de  X ,  designees  par  peiq^  doi  vent 
avoir  un  facteur  commun  du  second  degre  en  X^  et  comme 
elles  ne  sont  pas  d'un  degr^  sup^eur  au  second ,  elles  ne 
pourront  diflfi^rer  Tune  de  I'autre  que  par  un  facteur  0  ind^ 
pendant  de  X.  La  illation 

deviendra  done 

et  donnera  les  deux  equations  du  second  degre 

7  r=  o,     7  —  Or=  o, 

qui  ont  I'une  et  Tautre  leurs  coefficients  rationnels.  Or,  on 
a  vu  que  Fexpression  g* — pr  admettant  pour  diviseur 
aX-h  a\  Tequation 

q*  —  pr=o 


fl'     ..     ,         .  a' 


a  une  racine  egale  a  — '  — ;  il  s'ensuit  que  -^  —  est  racine 

de  Tune  des  equations  du  second  degre 

7  =  o,     q  —  6r  =:  o; 

done  la  seconde  racine  de  la  mftme  ^juation  s'exprimera  en 
fonction  rationnelle  des  coefficients  ^ ,  & ,  etc.  II  en  faut  con- 
clure  que  si  les  courbes  proposees  ont  le  m^me  centre, 
Tequation  en  X  aura  au  moins  une  de  ses  trois  racines  com- 
mensurables. 

Prenons  pour  exemple  les  courbes  du  second  degrd  re«^ 
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presentees  par  les  ^uations 

•y  j'  —  26. xj  -h  i^x'-H  6/  —  i^x  +3  =  0 

L'equation  generate  dcs  lignes  du  second  degre  qui  passent 
par  les  points  communs  a  ces  deux  courbes ,  sera 

(7 -f- 3>)/' —  2(i3 -h  7 X)  Jrr  ■+- (17 -f- 8>)  *' 

-+-  2  (3  H-  >)  J  —  2  {7  -4-  4>)  X  -h  3  (^i  4-  >)  =  o. 

On  en  tire 

(i3-4-7>)^-(3-H>) 

(9)(  _'1!V 

t  — ^  V2i5(X*-h31k-4-2) x'4- 10 ( V-+-3X-^2)*--4(2 V-|-6)iH-3), 

ce  qui  donne 

;?=25(X»4-3X4-2),     7  =  5(V-h3>4-2), 

r=r^4(2X»-h6X-h3). 

La  relation  f '  —  pr=^o  devient  done 

(V-f-3X4-2)'-*-4(V-f.3X-f.a)(2X'4-6>-|-  3)  =  o, 

oil 

{V  4-  3X  -h  2)  (9.x*  4,  27X  4- 14)  =  o. 

En  ^alant  a  zero  chacnn  des  facteurs  ^  il  vient 

X»-4-  3X  4-  2  =0, 

d'ou 

X  =  —  I,       X=  —  2, 

et 

9X'4-27X4-  i4  =  o, 

equation  qui  a  pour  racines  —  ^»  —  i  5  '*  seconde,  —  ^  , 

doit  etre  rejetee  parce  qu'elle  annule  le  denominateur  dcs 
vakurs  de  y^  determinees  par  T^quation  ( 9 ) . 
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U  en  resulte  que  les  trois  valeurs  de  X  soni  -—  i ,  —  a , 

■"3" 

Si  Ton  remplace  successivement  X  par  —  i ,  et  —  a  dans 
Fequation  (9),  on  aura 

,      ,  3a:  — l±i 

(10)  j  = ^ , 

(11)  j^=— j:— i±2. 

En  r^solvant  ces  derni&res  Equations ,  on  trouve  les  quatre 
solutions  suivantes  : 

a  3 

6  9 

4  I 

4  11 

Ces  yaleurs  de  a:  et  de  j*  sont  les  coordonnees  des  quaire 
points  d'intersection  des  deux  courbes  proposees. 


FIN  OE  LA  PEEMlkEE  PABTIE. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

THl^OREMES  SUR  LKS  PROJECTIONS. 


311.  Lorsqu'une  droitefinie  AB  et  une  droite  indefinie 
OX  {fig'  i68)  sont  ou  ne  sont  pas  dans  un  m^me  plan,  et 
que,  des  extremites  de  la  premiere,  on  abaisse  sur  Tautre 
les  perpendiculaires  AA',  BB'  qui ,  en  g^n^ral ,  ne  sont  point 
parallMes,  la  distance  A^B'  est  ce  qu'on  nomme  la  projec- 
tion de  AB  sur  OX ,  et  ces  deux  lignes  ont  entre  elles  une 
relation  remarquable.  En  efiet,  si,  par  le  point  B,  on  ima- 
gine un  plan  MBB'  perpendiculaire  a  OX,  et  que  Ton  mene 
jusqu'a  ce  plan  la  droite  AC  parallile  a  OX ,  le  triangle  ACB 
sera  rectangle  en  C ,  et  Tangle  BAG  =  a  sera  ce  qu'on  ap- 
pelle  Tangle  de  AB  avec  OX.  Or  ce  triangle  donne 

A  A'  =  AB  cos  a  y 
ou  bien 

(i)  A'B'  =  ABcosa: 

ainsi,  la  projection  d'une  droile  sur  une  autre  est  egale  h  la 
premihre  droite  multipliee  par  le  cosinus  de  Vangle  qu  elles 
font  entre  elles. 

312.  Gonsid^rons  un  syst^me  de  plusieurs  droites  conse- 
cutives  telles  que  ABCD  {fig-  ^69)5  etpar  les  sommets  A , 

3o 
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B,  C,  D  menons  des  plans  perpendiculaires  a  Taxe  OX: 
les  points  A',  B',  C,  D',  oil  ils  coupent  cet  axe,  sont  les 
projections  des  somraets,  et  les  longueurs  A'B',  B'C,  CD 
sont  les  projections  des  c6tes  successifs  AB ,  BC ,  CD.  Tra- 
cons  la  droite  AD,  que  nous  nommerons  ligne  resultante  : 
eette  droite  a  ^videmment  A'D'  pour  projection.  Repre- 
sentons  par  d^  d\  d^'  les  c6tes  consecutifs,  par  a,  a',  a" 
les  angles  qu'ils  forment  avec  les  lignes  AE ,  BE',  CE"  me- 
nees  parallelement  a  OX ,  et  toutes  dans  le  m^me  sens  5  par 
A  la  resultante  AD ,  et  par  (p  Tangle  DAE  •,  les  projections 
de  ces  diverses  lignes  seront  exprimees  par  d  cos  a ,  d'  cos  a', 
d"  cos  a",  A  cos  y.  Or,  quand  les  angles  a^  a',  a"  sont  aigus, 
les  cosinus  sont posilifs ,  et,  par  suite,  les  produits  prece- 
dents le  sont  aussi :  il  est  visible  d'ailleurs  qu'on  obtient  A'D' 
en  ajoutant  les  projections  A'B',  B'C,  CD' 5  done  on  a 

(2)  d  cos  a  -h  rf'  cos  o!  -^d"  cos  a"  =  A  COS  «p. 

S'il  y  a  des  angles  obtus ,  par  exemple  si  DCE"  ou  a"  est 
obtus  [jig-  170)9  il  faut  retrancher  la  projection  CD'  de& 
precedentes  pour  avoir  A'D'.  Mais  alors  rf"  cos  a"  est  aussi 
un  produit  negatif  5  done  la  formule  ci-dessus  donne  encore 
la  valeur  de  A'D'  ou  A  cos  (p.  Quel  que  soit ,  en  general ,  le 
nombre  des  c6t^s  places  entre  les  sommets  extremes ,  il  est 
aise  de  voir  que  les  angles  obtus  donnent  des  projections 
qu'il  faut  soustraire  de  celles  qui  correspondent  aux  angles 
aigus,  et  comme  I'expression  de  chaque  projection  est  posi- 
tive ou  negative,  suivant  que  Tangle  est  aigu  ou  obtus,  il 
en  resulte  que  la  formule  (2)  a  lieu  sans  exception.  Cette 
formule  est  la  traduction  algebrique  de  la  proposition  sui- 
vante  : 

La  somme  des  projections  de  plusieurs  droites  consecu- 
tiues  sur  un  axe  quelconque  est  egale  it  la  projection  de  la 
ligne  resultante. 

313.  Donnons  a  Faxe  de  projection  differentes  positions. 
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$upposens*le  d'abord  parall^le  a  la  r^sultante  \  alors 

f  =  o ,       d*oCl       A  cos  7  =  iX  : 

c'est  la  plus  grande  Taleur  que  le  prodnit  puisse  avoir. 
Quand  Taxe  est  dans  un  plan  perpendicalairc  a  la  r^sul- 
tanie,  on  a 

f  =  go**       et       1  cos  y  =:  o. 

Enfin ,  si  Taxe  en  changeant  de  position  continue  de  faire 
le  m&me  angle  avec  la  r^sultante,  le  produit  Acosf  ne 
cliangera  pas.  On  deduit  de  la  les  consequences  suivantes  : 

1^.  La  somme  des  projections  de  plusieurs  droites  conse- 
cutives  est  la  plus  grande  possible ,  quand  Faxe  de  projec- 
tion est  parallele  a  la  resultante ,  et  cette  somme  maximum 
est  egale  a  la  resultante  elle-m^me^ 

a^.  La  somme  des  projections  est  nulle  sur  tons  les  axes 
perpendiculaires  a  la  resultante  ^ 

3^.  Cette  somme  reste  la  m^me  pour  tons  les  axes  qui 
font  des  angles  egaux  avec  la  resultante. 

314.  Soit  OG  {fig.  171)  unedroitedonnee,etsoientOX, 
OY,  OZ  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux ;  si  par  le  point 
G  on  m^ne  des  plans  parall^es  aux  plans  YOZ,  XOZ,  YOX, 
on  forme  un  paralielipipMe  rectangle  dont  les  aretes  conti- 
gues  OA,  OB,  OC  sont  les  projections  de  OG  sur  les  trois 
axes.  Or  le  carr^  de  la  diagonale  ^tant  ^gal  a  la  somme  des 
carres  des  trois  c6tes  contigus,  il  en  r^sulte  que  la  somme 
des  Carres  des  projections  d'une  droite  sur  trois  axes  rec- 
tangulaires  est  egale  au  carre  de  cette  droite. 

Si  Ton  veut  convertir  cet  enonc^  en  formule ,  on  fera 

0G  =  //,     OAr=/,     OB  =  g,     OC=:A, 
et  Ton  aura 

Quand  on  supose  0G=  i ,  il  est  visible  que  DA=cos  GOX, 

3o« 
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OB  =  cosGOY,  OC=cosGOZ;  done,  en  d^signant  ces 
trois  angles  par  a,  /3  ,  y ,  on  obtient 

cos'  a  -+-  cos'  p  4-  cos'  7=1; 

c'est-a-dire  que  la  sonime  des  carres  des  cosinus  des  angles 
quune  droitefait  as^ec  trois  axes  rectangulaires  est  egale 
h  r unite, 

315.  Le  theorime  3H  subsiste  pour  unc  surface  plane 
profetee  sur  un  plan  quelconque.  Considerons  d'abord  mi 
triangle  dont  un  des  c6tes  soit  parallMe  au  plan  sur  lequel 
on  projette  la  figure  :  on  pourra,  sans  alterer  I'etendue  dela 
projection ,  supposer  que  ce  plan  contienne  le  c6te  auquel  il 
etait  parallele.  Soit  done  ABC  [Jig^  172)  un  triangle  dont 
un  cdte  PC  soit  situe  dans  le  plan  de  projection  MN :  en 
abaissant  sur  MN  la  perpendiculaire  A  A',  le  triangle  ABC 
aura  pour  projection  A'BC.  Cela  pose,  menons  A'H  per- 
pendiculaire sur  BC,  et  tirons  AH.  Cette  demiere  Hgne 
sera  aussi  perpendiculaire  sur  BC,'et,  par  suite,  Tangle 
AHA' mesurera  Tinclinaison  du  plan  ABC  sur  le  plan  MN. 
Nous  repr^senterons  cet  angle  par  a.  Les  deux  triangles 
A'BC  et  ABC  ayant  m^me  base  BC,  sont  entre  eux  conune 
leurs  hauteurs  A'H  et  AH ,  c'est-a-dire  qu'on  a 

A'BC  _  A'H  _  AHcosa  _ 

Tbc"""ah"-     ah     ~^^^^> 

d'ou  Ton  conclut 

A'  BC  =  ABC  cos  a. 

Si  le  triangle  ABC  {fig*  173)  est  dans  une  position  quel- 
conque par  rapport  au  plan  de  projection  ,  on  pourra  sup- 
poser  que  ce  plan  passe  par  Tun  des  sommets  B.  Soit  A'BC  la 
projection  de  ABC  5  en  prolongeant  AC  jusqu'a  sa  rencontre 
avec  le  plan  MN,  le  point  D  sera  sur  A'C,  et  les  triangles 
A'BD,  C'BD  seront  les  projections  de  ABD  et  CBD. 
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D'apris  ce  qui  precMe;  on  aura 

A'BD  =  ABD  cos  a ,      C  BD  =  CBD  cos  a ; 

et,  par  cons^uent,  en  prenant  la  diffi^rence, 

A'B'C'=rABCcosa. 

La  proposition  qui  vient  d'etre  demontree  pourrail  Aire 
presentee  de  la  maniere  suivante : 

Soil  A'B'C  {Jig*  I'ji)  la  projection  du  triangle  ABC  sur 
tin  plan  quelconque  MM  ;  la  figure  ABCA'B'C  est  un  tronc 
de  prisme^triangulaire.  Si  Ton  abaisse  A'H  perpendiculaire 
sur  le  plan  ABC,  Tangle  des  droites  A' A  el  A'H  sera  celui 
<le  A'B'C  ou  de  MN  avec  ABC,  En  designant  toujours  cat 
angle  par  a ,  on  aura 

A'fl  =  AA'cos«; 

par  suite,  la  pyramide  dont  le  sommet  est  A'  el  la  base  ABC, 
sera  exprimee  par 

•^  ABC  cos  a  X  AA'/ 
puisque  sa  bauteur 

A'  H  =  AA'  cos  a. 

Les  pyramides  dont  les  sommets  sont  B'  et  C  auront  pour 
expressions  de  leurs  volumes 

I  ABC  cos  a  X  BB',     |  ABC  cos  a  X  CC. 

Par  consequent,  si  Ton  repr^sente  par  Y  le  volume  du  tronc 
de  prisme ,  on  obtiendra 

V  =  I  ABC  cos  a  ( AA'-f.  BB'-f-  CC ). 

D'une  autre  part,  si  Ton  prend  A'B'C  pour  base,  on  trou- 

vera 

V  =r  1  A'B'C^ AA'-+-  BB'-h  CC ); 

done,  enfin, 

A'B^C'  =  ABCcosa. 

316.  Maintenant,  soient  P  un  polygone  plan,  et  P'  sa  pro- 
jection sur  un  plan  fixe.  Si  Ton  decompose  le  premier  en 
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triangles  T,  T',  T'',  etc.,  dont  les  projections  soint  f,  tf^ 
«",  etc.,  on  aura  (n*^  315) 

/=rTcosa,     ^'  =  T'cosa,      r"  =  T"  cosa, .  . . , 

et,  en  ajoutant  membre  a  membre,  il  viendra 

P'  =  P  cos  a. 

Ce  resultat  s'^tend  au  cas  d'une  aire  plane  S  terminee  par 
une  ligne  courbe  ou  mixte^  car,  en  y  inscrivant  un  poly- 
gone  P,  et  en  designant  par  S'  et  P'  les  projections  de  ces  deux 
surfaces  sur  le  plan  fixe,  on  voit  sans  peine  qu'a  mesure 
qu'on  multipliera  les  c6tes  du  polygone.,  les  deux  quantites 
constantes  S'  et  S  cos  a  seront  les  limites  des  deux  quantites 
variables  P'  et  P  cos  a  :  or,  d'apres  la  formule  pr^cedente , 
ces  deux  derni^res  ^tant  toujours  egales  enlre  elles ,  on  en 
conclut  que  leurs  limites  sont  aussi  Egales ,  c'est-a-dire  que 

S'  =  S  cos  a. 

Done,  en  general,  la  projection  d*une  aire  plane  quel- 
conque  sur  un  plan ,  est  egale  au  produit  de  cette  aire  par  le 
cosinus  de  Tangle  que  font  entre  eux  les  deux  plans. 

317.  Si  Ton  projettela  surface  plane  P  sur  trois  plans 
rectangulaires  avec  lesquels  elle  forme  les  angles  a ,  |3,  y,  on 
aura ,  pour  les  trois  projections  P',  P'',  P'''  de  cette  surface, 

P'=Pcosa,     P^rsPcoftp,     P^'^Pcos^; 

puis,  en  faisant  la  sonune  des  carres,  et  se  rappelant 
(n^  314)  que  cos"  a  -h  cos*  j3  -+-  cos"  7  =  1,  on  sera  conduit 
a  cette  relation  remarquable 
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CHAPITRE  DEUXIEME. 

DES  COORDONN^ES  ET  DES  LIEUX  DANS  L'ESPACE. 


318.  Pour  determiner  la  position  des  diflGerents  points  de 
Tespace ,  on  les  rapporte  a  trois  axes  fixes  formant  un  angle 
poly^re.  Ordinairement,  ces  plans  sont  perpendiculaires 
entre  eux  -,  mais  nous  ne  ferons  d'abord  aucune  supposition 
particuliire.  Soient  {fig.  175)  XOX',  YOY^  ZOZ'  les  inter- 
sections dbux  a  deux  des  plans  que  Ton  considere ,  et  M  un 
point  situ^  comme  on  voudra  dans  Tespace.  Menons  par  ee 
point  trois  plans  parall^les  aux  trois  plans  fixes ,  savoir : 
MBDG  parall^le  au  plan  YOZ,  et  qui  coupe  la  ligne  X'X  en 
D ;  MAEC  paralUle  au  plan  XOZ ,  et  qui  coupe  Y' Y  en  E  ^ 
enfin  MBFA  parallele  au  plan  XOY,  et  qui  coupe  Z'Z  en 
F.  Le  point  M  sera  determine  quand  on  connaitra  les  points 
D,  E ,  F ;  car  en  menant  par  ces  points  des  plans  respective- 
ment  paralUles  aux  trois  plans  fixes ,  ils  se  rencontreront  au 
point  M.  D'une  autre  part,  ces  points  se  determinent  eux- 
m^mes  au  moyen  des  distances  OD ,  OE ,  OF  qu'on  affecte 
du  signc  +  ou  du  signe  — ,  suivant  leur  situation  a  I'egard 
du  point  O. 

Les  distances  OD,  OE ,  OF  prises  avec  les  signes  qui  leur 
appartiennent  se  nomxnent  les  coordonnees  du  point  M . 
Les  droites  X'X,  Y'Y,  Z'Z  sont  les  axes  des  coordonnees 5 
le  point  O  ou  elles  se  rencontrent  en  est  Voriginey  et  les 
plans  XOY,  XOZ,  YOZ  sont  appeles  plans  des  coordonnees 
ou  simplement  plans  coordonnes.  Comme  on  d^signe  les 
coordonnees  ^'une  maniire  g^nerale  par  a; ,  j^,  z ,  on  dit 
que  X'X,  Y' Y,  Z'Z  sont  les  axes  des  j?,  des  y  et  des  z,  que 
XOY  est  le  plan  des  jt^^^,  etc.  On  comprend  sans  peine  que 
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les  plans  et  les  axes  des  coordonnees  doivent  ^tre  regardes 


comme  iin 


defi 


nis. 


319.  Les  trois  plans  menes  par  le  point  M  forment  avec 
ceux  des  coordonnees  un  parallelipipMe  ^  par  suite ,  on  peut 
prendre  indifferemment  pour  les  coordonnees  du  point  M, 
soit  les  distances  OD,  OE,  OF  qui  sont  sur  les  axes,  soit  les 
distances  MA,  MB,  MG  parall^les  aux  axes  et  partant  du 
point  M,  soit  encore  les  distances  OD,  CD,  CM. 

320.  Les  plans  coordonnes,  qu'on  suppose  prolonges 
indefiniment ,  forment  evidemment  huit  angles  triMres.  Si 
Ton  regarde  comme  positives  les  coordonnees  comptees  sur 
les  axes  OX ,  OY,  OZ ,  et  comme  negatives  cell^  qui  sont 
comptees  sur  les  prolongements  OX',  OY',  OZ',  en  desi- 
gnant  par  a,  i,  c,  les  valeurs  absolues  des  coordonnees  du 
point  M ,  quand  ce  point  sera  situ^  dans  Tangle 

OXYZ, 

OX'YZ, 

OXY'Z, 

OXYZ', 

OX'Y'Z, 

OX'  YZ', 

OXY'Z', 

OX'Y'Z', 

Ce  n'est  qu'en  ayant  ainsi  egard  aux  valeurs  et  aux  signes 
de  ses  coordonnees  que  la  position  d^un  plan  sera  fixee  com- 
pletement.  U  est  visible  que  si  ces  longueurs  etaient  donnees 
d'une  maniire  generale,  on  devrait,  pour  chacun  dies  axes, 
les  prendre  des  deux  c6tes  de  I'origine ,  et  qu^alors  on  trou-  * 
verait  huit  points  diflTerents. 

Si  Fune  des  coordonnees  est  nulle ,  le  point  &st  sur  le  plan 
des  deux  autres.  Par  exemple,  si  Ton  a 

xzrzay     jrrzzby     zzzzOf 


on  aura       x  ==  -f-  a  , 

r=-»-^, 

J8=  -^C, 

x=2  —  a, 

►      X='^f>, 

2=  -f-C, 

x  =  -j-a, 

J^--h, 

z  =  -he, 

x  =  -f-«j 

►    r— -^^. 

3  =  — C, 

X  =  —  a, 

,     X     -^ 

Z=-|-C, 

a:=  —  a 

,     j  =  -h6, 

Z=  C, 

X  —  -h  a 

>    r    -^ 

z=       c. 

X  =z  —  a, 

.    y  =  -h. 

z  =  —  c. 

r 
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il  est  dans  le  plan  des  xy.  Lorsque  deux  coordonn^s  sont 
nuUes ,  le  point  est  situe  sur  Taxe  de  la  troisi^me.  Ainsi ,  en 
prenant 

il  sera  sur  Taxe  des  x,  Enfin ,  le  point  est  place  a  Forigine 
quand  on  a  en  m^me  temps 

j?:=o,     /  =  o,     z  =  o. 

Les  points  A ,  B,  C  ou  les  lignes  menees  du  point  M  paralli- 
lement  aux  axes  rencontrent  les  plans  coordonn^s ,  se  nom- 
ment  les  projections  du  point  M,  et  ces  projections  sont 
dites  orthogonales  ou  obliques ,  selon  qu^elles  sont  faites 
par  des  perpendiculaires  ou  par  des  obliques. 

Les  coordonnees  du  point  M  de  Tespace  ^tant  a,  &,  c,  il 
est  visible  qu^ou  a 

Xzz^Oj      jr=rA,      z=:0, 

pour  la  projection  C  sur  le  plan  des  xy  ] 

XzzzOy      7=0,      z=c, 

pour  la  projection  B  sur  le  plan  des  xz ; 

pour  la  projection  A  sur  le  plan  desyz, 

321.  .Consid^rons  maintenant  une  surface  quelconque, 
et  supposons  qu'on  ait  pris  arbitrairement  deux  des  coor- 
donnees ,  par  exemple 

jt  =  OD     et     jr  =  CD  : 

en  menantla  droite  CM  (fig-  175)  parallMe  a  OZ,  elleira 
rencontrer  la  surface  en  un  point  M,  ou  en  plusieurs  points 
qui  seront  compl^tement  d^termin^s.  On  conclut  de  14  qu'il 
doit  exister  entre  x,  y^  z  une  relation  telle,  que  deux  de 
ces  quantit^s  etant  donn^es ,  on  puisse  en  d^uire  les  yaleurs 
de  la  troisiime.  L'^quation  qui  exprime  cette  relation  sc 
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nomme  V equation  de  la  surface^  ct,  reciproquement ,  la 
surface  est  le  lieu  de  V equation. 

On  est  ainsi  conduit  a  regarder  une  ^nation  entre  jc,  j^  z 
comme  representant  une  surface.  Demontrons  cette  propo- 
sition importante.  Soit 

I'equation  dont  il  s'agit.  Donnons  a  la*  variable  z ,  par  exem- 
ple  J  une  certaine  valeur  y,  et  tra9ons  sur  le  plan  des  xj  la 
courbe  qui  est  representee  par  I'equation  resultante 

Si  par  tons  ses  points  nous  menons  a  OZ  [fig-  176)  des  pa- 
rall^les  qui  soient  ^gales  a  y,  nous  formerons  une  courbe 
plane ,  egale  et  parallele  a  celle  que  nous  avons  tracee  sur  le 
plan  des  xj^  et  qui  sera  telle ,  que  les  coordonnees  de  cha- 
cun  de  ses  points  seront  des  solutions  de  Tequation 

F(x,  J,  z)=o, 

les  points  correspondants  des  deux  courbes  ayant  toujours 
le  mdnie  x  et  le  m^me  j.  Si  Ton  donne  a  if  de  nouvelles  va- 
leurs  7',  y'\  y"'^  etc.,  on  obtiendra  de  nouvelles  courbes 
paralleles  au  plan  des  xy<f  et  qui  pourront  ^tre  aussi  rap- 
prochees  les  unes  des  autres  qu'on  le  voudra  \  par  conse- 
quent ,  le  lieu  geom^trique  d'une  equation  a  trois  variables 
est  uiie  surface  dont  la  nature  depend  de  la  forme  de  la 
fonction  F. 

322.  Lorsque  Tequation  proposee  ne  renferme  que  deux 
variables ,  comme 

F(x,  r)  =  o, 

nous  ferons  remarquer  que  si  Ton  ne  consid^re  que  les 
points  du  plan  des  xy,^  Tequation  represente  en  general  ^  sur 
ce  plan,  une  ligne  CD.  En  meaant  par  les  differents  points 
de  cette  ligne  des  paralleles  a  Faxc  OZ,  on  obtiendra  une 
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surface  cylindrigue ,  dans  le  sens  general  de  ce  mot.  Or  un 
point  quelconque  H  de  cette  surface ,  quel  que  soit  le  z , 
aura  toujours  le  m^me  x  et  le  meme  y  que  sa  projection  M5 
par  consequent,  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  de 
ce  cylindre  satisferont  a  la  relation 

F(*,  r)  =  o, 

qui  ne  contient  pas  la  variable  z ,  tandis  que  tout  point  G 
pris  hors  de  la  surface,  ayant  une projection  K  qui  ne  tombe 
pas  sur  la  courbe  CD,  ne  pourra  verifier  par  ses  coordon- 
nees 

I'equation  de  la  surface.  On  doit  conclure  de  la  que  I'equa- 

tion 

F(;r,  j)=:o 

represente  une  surface  cylindrique  parallile  a  Taxe  OZ. 
Une  cons^uence  semblable  s' applique  aux  equations 

F{x,«)  =  o,     ¥{xyz)=io. 

Done  toute  equation  entrc  deux  variables  appartient  a  une 
surface  cylindrique  dont  les  generatrices  sont  paralleles  h 
Vaxe  sur  lequel  on  compte  les  coordonnees  qui  rHentrent 
pas  dans  V  equation  y  et  dont  la  trace  sur  le  plan  des  deux 
autres  est  representee  par  cette  m^me  equation.  Ajoutons 
toutefois  que  si  Ton  voulait  d^finir  analytiquement  la 
courbe  CD,  il  faudrait  employer  les  equations  simultanees 

F  (a?,  j)  =  o     et     «  =  0, 

parce qu'alors  ii  n'y  aurait  plus,  sur  tout  le  cylindre,  que 
les  points  de  sa  base  qui  verifieraient  les  deux  relations. 

323.  On  pent  conclure ,  comme  cas  particidier  du  pr^c^- 
dent ,  que  si  T&juation  a  deux  variables  est  du  premier  de- 
gre ,  c'est-a-dire  de  la  forme 

jr  :=:  ax  -^  b  ^ 
ellc  appartient,  non-seulement  h  une  droite  RS,  dont  on.sait 
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determiner  la  position  sur  le  plan  des  xy^  mais  encore  a 
tons  les  points  du  plan  RST,  men^  par  cetle  droite  paralle* 
lement  a  Taxe  OZ  :  ce  plan,  en  effet,  n'est  autre  chose  qu'un 
cylindre  dont  la  base  serai t  rectiligne. 

Quand  Fequation  ne  contient  qu'nne  coordonnee,  conune 

F(x)  =  o, 

on  en  tire  pour  cette  coordonn^e  des  valeurs  constantes ,  et 
chacune  de  ces  valeurs ,  quand  elle  est  reelle ,  determine  un 
plan  parallele  a  celui  des  autres  coordonnees.  En  eiBTet,  si 
a:  =  a  est  une  de  ces  valeurs,  et  si  Ton  m^ne,  paraUMement 
au.plan  des  yz^  un  plan  qui  rencontre  I'axe  des  x  a  une 
distance  a  de  I'origine,  a  droite  ou  a  gauche,  suivant  le  si- 
gne  de  a ,  il  est  visible  que  pour  tons  les  points  de  ce  plan , 
X  est  egal  a  a ,  et  que  pour  tons  les  points  hors  de  ce  plan , 
X  est  diffi^rent  de  a.  Done  toute  equation  a  une  seule  varia- 
ble represente  un  systeme  de  plans  paralleles  aux  deux 
axes  dont  les  coordonnees  rHentrent  pas  dans  cette  equa- 
tion, 

U  est  clair  alors  que 

z=:  o 

est  r^quation  caract^ristique  du  plan  XT ,  et  que 

jr  =  o,     a?  =r  o 

repr^entent  les  deux  autres  plans  coordonnes  XZ  et  TZ. 
On  conclut  de  ce  que  nous  venons  de  dire  que  les  ^galites 

xssoy      y=:by      «  =  <?, 

prises  s^par^ment,  representent  trois  plans  paralleles  a  ceux 
des  coordonnes;  done,  ^tant  prises  simultan^ment,  elles 
determinent  le  point  d'intersection  des  trois  plans.  Ce  point 
est  celui  qui  a  pour  coordonnees  a,  ft,  c,  et,  pour  cette 
raison ,  on  dit  que 

sonl  les  equations  de  ce  point. 
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324.  Unc  equation  h  une,  deux  ou  irois  variables  peut 
ne  representer  qiiun  systhme  dc  lignes  ou  de  points  isoles, 
ou  m€me  ne  rien  representer^  suivant  qu'elle  peut  se  decom- 
poser en  deux  ou  trois  autres,  ou  qu'elle  ne  peut  ^tre  veri- 
fiee  par  aucun  systime  de  valeurs  r^elles.  Ainsi,  les  equa- 
tions 

ne  representent  rien. 
L'equation 

represente  le  point  (a,  ft,  c)\  car  elle  ne  peut  6tre  verifiee 
qu'en  posant  a  la  fois 

JC^rza^      yz=zby      z=:zCy 

c'est-a*<[ire  qu'elle  n'admet  qu^un  syst^e  de  valeurs  reelles. 
Mais  l'equation 

etant  satisfaite ,  quel  que  soit  2,  par 

a:z=  a,     /=  by 

represente  par  consequent  tous  les  points  qui  ont  le  point 
(a,  i)  pour  projection  sur  leplan  de  xjr^  c'est-a-dire  I'in- 
tersection  des  plans  dont  les  equations  sont 

x  =  a^     jr  =:  b. 

325.  Actuellement ,  si  I'on  consid^re  deux  equations 
simultanees 

F(jp,7,2)  =  o,     F,(a?,  J,  3)  =  o, 

c'est-a-dire  dans  lesquelles  les  variables  seront  cens^es  rece- 
voir  a  la  fois  les  m^mes  valeurs,  ce  qui  n*en  laisse  plus 
qu'une  seule  arbitraire,  z  par  exemple,  ce  systhme  repr^ 
senlera  une  ligne  droite  ou  courbe,  puisqu'il  ne  pourra 
convenir  qu'ailx  points  situ^s  en  mftme  temps  sur  les  deux 
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surfaces,  c'esl-a-dire  a  leur  commune  section.  Recipro- 
quement,  le  seul  moyen  qu'on  ait  pour  definir  une  courbe 
dans  Tespace  etant  d'assigner  deux  surfaces  connues  dont 
elle  soit  Fintersection ,  on  ne  pourra  representer  analyti- 
quement  cette  ligne  que  par  deux  equations  simultanees. 
Les  equations  des  deux  surfaces  qui  contiennent  une  ligne, 
etant  prises  conjointement ,  se  nomment  les  equations  de 
cette  ligne.  Comme  il  existe  une  infinite  de  surfaces  diffe- 
rentes  qui  passent  par  une  m^rne  ligne ,  il  y  a  aussi  une 
infinite  de  surfaces  qui  peuvenl ,  prises  deux  a  deux ,  repre- 
senter cette  ligne.  On  fait  disparaitre  Tinde termination  en 
prenant ,  pour  les  deux  surfaces ,  des  cylindres  paralleles  a 
deux  des  axes  coordonnes.  Ainsi,  pour  representer  une 
courbe  MM'JVF...  (fig-  177)  situ^e  d'une  maniere  quel- 
conque  dans  Fespace ,  on  imagine  pour  tons  les  points  de 
cette  ligne  des  paralleles  a  Taxe  OZ ;  ces  droites ,  dont  Fen- 
semble  formera  bien  une  surface  cylindrique ,  rencontre  - 
ront  le  plan  XY  suivant  une  ligne  CC'C..,  qui,  en  ge- 
neral ,  sera  une  courbe ,  et  que  Fon  nomme  la  projection  de 
MM'M''...  sur  ce  plan.  Si  Fon  conjoit  de  m^me  par  la 
ligne  MM'M'^..,  deux  cylindres  parallftles  Fun  a  OX, 
Fautre  k  OY,  on  obtiendra  les  deux  autres  projections 
A  A' A"...,  BB'B''...,  et  la  courbe  dans  Fespace  sera  evi- 
demment  d^terminee  dis  que  Fon  donnera  deux  de  ses  pro- 
jections ,  puisqu'alors  elle  devra  se  trouver  a  Fintersection 
de  deux  cylindres  connus. 

326.  Or,  les  deux  projections  BB'B'^..  et  AA'A'^..,  par 
exemple ,  sont  determinees  par  des  equations  de  la  forme 

ou  bien 
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lesquelles,  dans  leur  g^n^ralite,  representent  les  deux 
cylindres  projetants  qui  out  pour  bases  les  courbes  BB"  et 
AA'^5  done  la  courbe  sera  determinee  par  les  equations  (i) 
ou  (2). 

327.  Une  ligne  ^tant  determinee  quand  on  conuait  ses 
projections  sur  deux  plans  coordonnes,  sa  projection  sur 
le  troisi^me  doit  s'ensuivre  n^cessairement.  En  effet,  soient 
a,  fc,  c  les  coordonnfcs  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
qui  a  pour  equations 

/(«,z)  =  o     et    /,(j,  «)  =  o, 

a  exh  seront  les  coordonn^es  de  la  projection  de  ce  point 
sur  le  plan  XY.  Or,  si  entre  ces  deux  equations  on  ^limine 
z^  il  est  visible  que  F^quation  r^sultante 

aura  pour  solutions  tous  les  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y^ 
qui ,  conjointement  avec  certaines  valeurs  de  z,  verifient 
les  equations  propos^es  \  done  elle  est  satisfaite  par  or  =  a 
et  j^  =  i ,  et,  par  consequent ,  par  les  coordonnees  de  tous 
les  points  de  la  droite  qui  projette  le  point  (a,  J,  c)  sur  le. 
plan  XY;  c'est  done  I'equation  du  cylindre  projetant  de  la 
courbe  sur  ce  plan. 

II  r^sulte  de  la  que ,  quand  on  connattra  les  equations 
de  deux  surfaces  quelconques ,  il  suffira^  pour  obtenir 
Fequation  du  cylindre  qui  projetterait  leur  commune  sec- 
tion sur  un  des  plans  coordonnes  y  d'eliminer  entrc  ces 
equations  la  ^variable  que  Von  compte  sur  Vaxe  qui  n'est 
pas  dans  ce  plan, 

328.  On  conclut  facilement  de  ce  qui  precede,  que  le 
moyen  le  plus  simple  de  representer  une  droite  situee  dans 
Fespace,  doit  ^tre  de  se  donner  les  projections  de  cette 
droite  sur  deux  des  plans  coordonnes ,  sur  XZ  et  YZ  par 
exemple,  et  comme  on  sait  que  ces  projections  sont  de» 
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lignes  droites ,  leurs  equations  seront  de  la  forme 

(i)  x^^az-^p 

et 

(2)  y:=bZ'^q. 

Dans  ces  equations  ^  p  et  g  sont  les  distances  de  Torigine 
aux  points  ou  les  projections  de  la  droile  donnee  coupent 
respectivement  les  axes  des  x  et  des  ^,  el  a  et  b  sont  les 
tangentes  des  angles  que  ces  projections  font  avec  celui  des 
z,  si  les  coordonn^es  sont  rectangulaires.  Dans  le  cas  ou 
les  coordonn^es  sont  obliques ,  a  et  &  representent  des  rap- 
ports de  sinus. 

Si  entre  les  deux  equations  ci-dessus  on  elimine  z ,  on 
trouvera ,  pour  Tequation  de  la  projection  de  la  droite  sur 
le  plan  XY, 

329.  Nous  devons  faire  remarquer  que  les  equations  (i) 
et  (2)5  prises  dans  toute  leur  gen^ralite,  ne  representent 
pas  seulement  les  projections  de  la  droite ,  mais  deux  plans 
respectivement  paralleles  aux  y  et  aux  x.  lis  sont  les  plans 
projetants  de  la  droite ,  et  c'est  parce  qu'ils  contiennent 
cette  droite  que  leur  systeme  la  determine. 

•330.  Enfin,  si  I'on  veut  trouver  la  trace  d'une  droite  sur 
un  des  plans  coordonnfe,  celui  des  ay  par  exemple,  on  se 
rappellera  (n®  323)  que  I'^quation  ^  =  o  caracterise  tous 
les  points  de  ce  plan.  Cette  condition  introduite  dans  les 
Equations  (i)  et  ( 2),  donnera  x  =  p,  y  =  if  pour  les  coor- 
donn^es  du  point  cherch^. 


CHAP.    TROISIEME.  —  PHOBLEMES    SUR    LA    LIGNE   DROtTB.    4?^ 

CHAPITRE  TROISIISME. 

PROBL^MCS  SUR    LA    LIGNE    DROITE. 


331 .  PROBLkME  I.  —  Tiouver  les  equations  d'une  droits 
assujettie  h  passer  par  deux  points  donnis. 

Soient  x',  y\  z*  et  x^^^y"^  z"\e%  coordonn^es  des  deux 
points.  Les  Equations  de  la  droite  doivent  6tre  de  la  forme 

(i)  xz=:  az  '\-  pn 

(a)  y  z=Lhz->^  q. 

Or,  les  points  (x',y',  z'),  [x"^y'\  z")  appartenant  A  la 
droite )  leurs  coordonn^es  doivent  verilGier  les  equations  (i) 
et  (a),  et  Ton  a  les  relations 

(3)  x^^azf-J^p, 

(4)  /=h^^q, 

(5)  x'^zizaz^-^'p, 

t 

desquelles  on  pour  rait  tirer  les  yaleurs  des  quatre  con- 
stantes,  pour  les  substituer  ensuite  dans  les  Equations  (i) 
et  (2) ;  mais  on  arrive  d^une  maniire  plus  elegante  a  uh 
resultat  Equivalent ,  en  suivant  la  methode  du  n°  41  :  ori 
trouve  successivement 

X  —  x'  =z  a[z  —  z' ) , 

y-y=b[z-z'),       . 
«'—«"=  a  (a'  —  *"), 
y'-y":=b(z'-i''), 

d'ou 

3i 
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et ,  par  suite , 

z  —  z 

Ces  deux  demiires  equations  sont  celles  de  la  droite 
demandee. 

Remarque.  —  Quant  aux  equations 

jp  —  x^  =  a  (z  —  »') , 

elles  appartiennent  a  une  droite  quelconque  passant  par  le 
point  (x',  y\  «'),  puisqu' elles  sont  sat  isfaites  par  lesyst^me 
X  =  xf  ^y==^  y',  z  =  js'.  Les  constantes  a  et  i  restent  inde- 
tenninfes ,  par  la  raison  qu'on  peut  mener  une  infinite  de 
droites  par  un  m&me  point. 

332.  Probleme  II.  —  Trouver  les  equations  (Tune  droite 
qui  passe  par  un  point  donne  et  qui  soit  parallele  a  une 
droite  donnee. 

Soient 

x=z  az  -^  Py     XT=  bz-^  q 

les  ^nations  de  la  droite  donnee,  et  soient  x\  y\  z'  les 
eoordonnees  du  point;  puisquela  droite  cherchee  doit  passer 
par  ce  point ,  ses  equations  pourront  se  mettre  sous  la 
forme 

a^  elV  etant  encore  inconnus. 

Les  droites  etant  paralleles ,  les  plans  projetants  de  ces 
droites  et,  par  suite,  leurs  projections  sur  chacun  des  plans 
des  xz  et  des  yz^  sont  paralleles.  Ainsi  on  a  n&essaire- 
ment (42) 

«'=«,     b'=b. 
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ce  qui  conduit  a 

x  —  x^  =  a(z  —  z')^     jr  —  y=  b  [z  —  z') 

pour  les  equations  de  la  droite  demandee. 

Si  le  point  donne  etait  Torigine,  les  equations  de  la 
seconde  droite  seraient  ^videmment 

•r  =  azy     /=  bz. 

333.  PROBLisME  III.  —  Trouuer  le  point  (Vintersectiofi 
de  deux  droites  dont  on  connatt  les  equations* 
Soient 

(1)  JC=fl[2-f-y3, 

(2)  yz=:bz->^q, 

et 

(3)  x  =  a' 2; -J- /?', 

(4)  r=b'z+q' 

les  equations  des  deux  droites. 

Observons  d'abord  que  les  variables  X  eiy  premient,  en 
general,  des  valeurs  tres-difllSrentes  dans  les  systimes  (i)  et 
{2) ,  (3)  et  (4)  pour  une  m^me  bypothise  z  =  z'-,  nean- 
moins ,  si  les  deux  droites  se  coupent ,  les  coordonnees  du 
point  commun  devront  verifier  a  la  fois  les  deux  syst^mes , 
et,  par  consequent,  elles  s'obtiendront  en  regardant  .r,  j*,  z 
comme  des  inconnues  qui  ont  les  mSmes  valeurs  dans  ces 
quatre  equations.  II  s*agit  de  les  r^soudre  sous  ce  point  de 
vue ;  et  comme  leur  nombre  est  superieur  d'une  unit^  k 
celui  des  inconnues ,  il  devra  exister  une  equation  de  con- 
dition, sans  laquelle  le  probl^me  sera  impossible,  parce 
qu'en  efTet ,  deux  droites  dans  Tespace  ne  se  rencontrent  pas 
toujours. 

Les  equations  (i)  et  (3),  (a)  et  (4)?  retranebees  succes- 
sivement  Tune  de  Tautre ,  donnent 


J 


o  =r  (rt  —  a')z  '\- p  —  p\     d'ofi     z  = 


^P—P 


a  ^^  a 


1 1 


o  =  (b-'b')z-h  fi  —  r,',      iVoii 


z 


3c. 
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Or  ces  valeurs  de  z  doivent  ^tre  egales  •,  on  a  done 

ou 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  constantes 
pour  que  les  droites  se-4?encontt'ent. 

En  supposant  cette  relation  satisfaite ,  on  obtient  les  coor- 
donnees  du  point  d'intersection  par  la  substitution  de  la 
valeur  de  z^  soit  dans  les  equations  (i)  et  (2) ,  soit  dans  les 
Equations  (3)  et  (4).  On  trouveainsi 

z  -  ^'— ^      0.1      ^'—^ 

Z  —   ■        ou         -r 7-  > 

a  —  a'  b  —  b' 

ap*  -  pa!  bq'  —  qb! 

a  — fl'    '      -^         b^b' 

Lorsque  I'on  a  a'==  a  et  ft'=  i,  les  droites  sont  paral- 
liles ,  r^quation  de  condition  est  verifiee ,  et  les  valeurs  de 
x^y^  z  sont  infinies. 

334.  Probleme  IV,  —  Connaissant  les  equations  d'une 
droitey  trota^er  les  angles  quelle  forme  as^ec  les  trois  axes, 

Dans  ce  probleme  et  dans  les  suivants ,  nous  supposerons 
les  axes  rectangul aires. 

Soient 

X  =  az  -^  p^     X  =^  bz  -^  q 

les  equations  de  la  droite  donn^e. 

Comme  cette  ligne  ne  rencontre  pas  gen^ralement  les 
axes ,  les  angles  dont  il  s'agit  sont  ceux  que  forment  avec 
ces  m^mes  axes  une  droite  OD  {fig*  178),  men^e  par  Tori* 
gine  parallilement  a  la  droite  primitive. 

Les  equatiotis  de  OD  sont  ( n°  332) 

X  =1  ai,     y  zzz  bz* 
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Prenons  siir  cette  ligiie  une  longueur  arbitraire  OM'  =  f\ 
et  designons  par  x\y^  z'  les  coordonnees  de  rextremite  M', 
nous  aurons,  pour  determiner  leurs  valeurs ,  les  trois  ^na- 
tions 

jp'  =  az'y     y'  =  bz\     jf^  -h  y'^  4-  2'*  —  r' ; 

nous  en  tirerons  * 

,  r  br  ,  ar 

a  =     .  =?      y'  =    ,  =  >      x'z=:  -. 

Vfl'-h^'-M  v^M-^M-T  Vfl'-+-^»-+-i 

Cela  pose ,  si  nous  achevons  le  parallelipipMe  determine 

par  les  trois  coordonnees  du  point  M',  et  si  nous  designons 

par  a,  /3,  7  les  angles  cherches  M'OX,  M'OY,  M'OZ,  nous 

obtiendrons,  par  les  triangles  rectangles  M'OA,  M'OBj 

M'OC,  les  relations 

OA        x' 

cos  a  =   rr^-.  ==  —  y 

OM'        r 
«        OB        X 

OC         z' 

et,  en  y  mettant  les  valeurs  des  coordonnees  trouvees  ci- 

dessus ,  il  viendra 

a 
cos  a  = 


(fi)  (  cos6=:     ■  r? 

I 

cos  7  =  » 

335,  Nous  ferons  observer  : 

1°.  Que  ces  cosinus^conti^nnent  un  radical  susceptible 
de  recevoir  le  double  signe  ±5  mais  on  devra  toujours  Taf- 
fecter  du  m^me  signe  dans  les  trois  cosinus ,  ce  qui  ne  four- 
nira  que  deux  systemes  de  valeurs  repondant  aux  deux 
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angles  supplementaires  formes  par  la  partie  OD,  et  par  son 
prolongement  OE  auec  les  demi-axes  posrtifs,  car  c'est 
aiusi  qu'on  doil  mesurer  les  angles  d'une  droite  avec  les 
axes  coordonnes. 

a^.  Que  ce  radical  pris  posilii^ement  se  rapportera  tou- 
jours  aux  trqis  angles  que  forme  avee  les  axes  la  partie  OD, 
qui  est  au-dessus  du  plan  XY,  ou  qui  fait  un  angle  aigu 
avee  OZ,  puisque  alors,  dans  les  formules  (rf),  la  valeur  de 
cosy  etant  positive,  Tangle  y  doit  6tre  aigu.  U  est  clair  que, 
suivi^nt  les  signes  de  a  el  de  £,  les  deux  autres  angles  a  et  |3 
seront  aigus  ou  obtus. 

.  336.  En  ajoutant  les  equations  (<i),  apris  les  avoir elevees 
au  carre ,  on  obtient  la  relation 

cos'  a  -f-  cos'  p  -i-  cos'  7=1, 

trouvee  precedemment  (n*^  314). 

337.  Probleme  V.  —  Troui^er  tangle  dt  deux  droites 
dont  on  connaW les  equations. 
Soient 

X  -ziz  az  -h  Py 

et 

X  =z  a!  z  -\-  p'y 

les  equations  des  deux  droites. 

Ces  lignes  ne  se  rencontrant  pas  en  general ,  nous  leur 
menerons  par  un  m^me  point,  I'origine  des  coordonnees, 
par  exemple ,  des  parallMes  OD  et  OD',  dont  les  equations 
seroiit  (n**  333) 

y=bz, 
et 

Y^b'z, 
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Prenons  sur  cesdroiles  OM'=  OM"=  i  (fig-  178) ,  joi- 
gnons  M'  et  M",  et  representons  par  V  Tangle  cherche 
DOiy  5  nous  aurons ,  d'apres  un  theorime  connu , 


M'M'  =0M'  -f-OM"  —  2 OM' X  OM"  cos  V. 

Mais  si  Ton  designe  par  x\y'^  z  et  par  x",  y" ^  z"  les 
coordonnees  des  deux  points  M'  et  M",  I'equalion  de- 
viendra 

(:r'— A-'')»  H- (jr'— y')»-h  (z^  — y  )»=  I +1 -.  2  cos  V 

:=  2  —  2  COS  V ; 

et  en  developpant  les  carres,  elle  se  reduira  a 

{c)  cos  V  =  jf' a^'  H-  y'r*" 4-  »' «", 

puisqu'on  a 

Done  maintenant ,  tout  revient  a  determiner  le%  valeurs  de 

Or,  le  point- (a:',  y',  z^)  etant  sur  la  premiere  parallile 
OD ,  on  a  les  relations 

auxquelles  on  joint  Tequation 
On  oblient  sans  peine 


b 


«' 


V^n*  4-  ^'  4-  I 


V^a'4-  ^'4-1 
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On  trouve  de  m^me 


sf^^b'^^  I 
b' 


V^fl'»-h^"-»-i' 


z" 


sja'-"  4-  A'»  4-  I 
Portant  ces  valeurs  dans  Tequation  (c) ,  il  vient 

(/)  cosV  =    ■  _   ,  ==.. 

VV-T^M-i  V«'* -f- 6'' + 1 

Les  valeurs  de  z^  et  de  2"  ayant  ete  prises  positivement, 
il  en  r^sulte  que  cette  formule  donne  Tangle  forme  par  les 
parties  sup^rieures  des  parallMes  aux  droites  proposees, 
lequel  sera  aigu  ou  obtus,  selon  le  signe  du  numerateur 

Si  Ton  fi^ait  bespin  de  calculer  le  $inus  de  Tangle  V,  on 
emploierait  la  relation 

sin  V  =  v^i  —  cos'V, 
qui  conduirait  ici  h  Texpression 

sm  V  =  -^-^ ^  '       ^         '- . 

^fl«  -h  ^»  4-  I  V^fl'^-h  b'^  -H  I 

338.  Si  Ton  veut  que  les  droites  soient  perpendicul aires, 
il  faut  et  il  suflSt  que  cos  V=  o,  ce  qui  entraine  la  re- 
lation 

[g)  aa' 4- J^' 4- I  =r  o. 

Cette  condition  ne  porte  pas  avec  elle  la  consequence  que 
les  droites  se  coupent ,  elle  exprime  seulement  que  les  pa- 
ralleles  a  ces  lignes  forment  un  angle  droit.  C'est  ce  qu'on 
doit  entendre  quand  on  dit  que  deux  droites  dans  Fespace 
sont  perpendiculaires  entre  elles. 
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Nous  ajouteroDs  que  la  condition  (g),  rapportee  aux 
droites  OD  et  OIV,  laisse  la  seconde  en  partie  ind^terminee, 
lors  m^me  que  la  premiere  est  compl^tement  fix^e  par  les 
yaleurs  de  a  et  de  6 ,  puisqu'on  n'a  ici  qu'une  relation  entre 
a'  et  ft' 5  et  il  en  doit  ^tre  ainsi,  parce  que,  dans  I'espace,  il 
^xiste  uiie  infinite  de  droites  menses  par  le  m6me  O  per- 
pendiculairemeut  sur  OD.  II  resulte  de  la  que,  quand  une 
perpendiculaire  doit  ^tre  abaissee  sur  une  droite  donn^e,  il 
faut  joindre  a  la  condition  pr^cedente  celle  qui  exprime 
que  deux  droites  se  coupent. 

Si  les  droites  sont  parallMes ,  on  doit  avoir 

V  =  O     OQ      =  i8o®, 

d'ou 

cos  V  =r:  rt  I ; 
done 

±  Va'-h  ^*-+-i  \^fl"-l-  ^"-M  =  aa'-hbb'-h  i. 
En  elevant  au  carre  et  transposani,  on  trouve 

(fl'  —  a)'  4-  (*'  —  by  -+-  (fl^'  -  bay  =  o. 

Les  quantit^s  a,  h^a\  V  etant  reelles,  aucun  des  carres 
qui  composent  T  equation  ne  peut  ^tre  n^gatif ;  il  faut  done 
qu'on  ait  a  la  fois 

«'=/!,     Vz=^b,     ab'z=ba\ 

Ces  conditions ,  dont  la  dernifere  est  une  consequence  des 
deux  autres,  sont  en  effet  celles  qui  expriment  que  des 
droites  sont  paralleles. 

339.  Lorsqu'on  fait  coincider  la  ligne  Oiy  successivement 
avec  chacun  des  axes^  la  formule  generale  [f)  doit  donner 
les  cosinus  des  atigles  a,  |3,  y,  formes  par  OD  avec  les  irois 
axes.  Les  equations  de  I'axe  des  x  sont 


i 
I 
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et  celles  de  la  ligne  Oiy  peuvent  s'ecrire  sous  la  forme 


I  b' 


done ,  pour  exprimer  qu  elle  se  confond  avec  Taxe  des  x,  il 

faul  poser 

1  h' 


-7  =  0,      -7  =  0. 
a  a 


Mais  si  Tou  ecrit  (ce  qui  est  permis ) 


COS  V  = 


les  hypotheses  ci-dessus  conduiront  a 


cos  a  =r 


On  retr6uve  avec  ia  m^e  facilite  les  valeurs  de  cos  j3  et 
cosy,  semblables  a  celles  du  probleme  IV,  qui  n'est  alors 
qu'un  cas  parti culier  du  suivant. 

L'angle  que  font  entre  elles  les  deux  droiles  OD  et  OD' 
peut  6cre  exprime  en  fonction  de  ceux  que  ces  droites 
forment  avec  les  axes.  En  effet,  soient  toujours  [fig*  178) 
a,  jS,  y  les  angles  de  la  premiere  droite  avec  les  axes  des  a:, 
des  y  et  des  z,  et  a',  |3',  y'  les  angles  de  la  seconder  on 
parviendra ,  comme  au  n^  338,  a  la  relation 

cos  V  =  x'  x"  +  y  y  -h  z'  z" ; 

inais  puisque  OM'  =  OM''=  i ,  on  aura 

x'  =  cos  a ,     j'  =  cos  p ,     z'  =  cos  7 , 
x"-=z  cos  a',     y"=.  cos  p',     z"=L  cos  7', 

ct  5  par  suite , 

cos  Y  =  cos  «  cos  rf!  -f-  cos  p  cos  p'  +  cos  7  cos  7'. 
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340.  On  pourrait,  a  Taide  des  propositions  pr^c^dentes, 
resoudre  le  probleme  suivant : 

u4baisser  d'un  point  donne,  dans  Vespace,  une  perpen- 
diculaire  sur  une  donnee ,  et  trouv^er  la  longueur  de  la 
perpendiculaire, 

£n  effet,  soient 

les  Equations  de  la  droite  doan^e.  Si  Ton  nomme  x',  y',  z' 
ies  coordonnees  du  point ,  on  a  pour  la  droite  cherchfe  deux 
eqaations  de  la  forme 

a'  etb'  ^tant  les  seules  constantes  a  determiner. 

Or,  puisque  les  deux  droites  doivent  etre  perpendicu- 
laires,  on  a  cette  premiere  relation 

d'ailleurs,  pour  qu'elles  se  coupent,  il  faut  qu'on  ait 
(n«333) 

ou ,  en  mettant  a  la  place  de  ^'  et  de  p'  leurs  valeurs  y* —  hz'^ 
x' —  az\ 

{^j,' ^  az' —  p)  [b  —  b')  —  (/'—  bz'^q){a  —  a')  =  o. 

Cette  equation ,  combinee  avec 

flfl'H-  bb'  -+-1  =  0, 

donneraitles  valeurs  de  a'  et  b'^  qui  conduiraient  finalement 
aux  equations  de  la  droite  cherchee. 

Mais  ces  calculs ,  et  ceux  relatifs  a  la  seconde  partie  de  la 
question,  ne  laisseraient  pas  que  d'etre  compliques.  Nous 
verrons  bient6t  une  solution  plus  simple  du  probleme  pro.^ 
pose. 
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GHAPITRE  QUATRIEME 

DU  PLAN. 


341.  Pour  trouver  Fequation  du  plan^  nous  regarde- 
rous  cette  surface  comme  Ze  lieu  des  dii^erses  positions  que 
prendune  droite  mobile ,  assujettie  h  glisser  sur  une  droite 
fixe,  en  restant  parallele  ii  une  direction  donnee.  La  me- 
thode  que  nous  alloiis  employer  pourra  s'appliquer  a  U 
recherche  des  equations  des  surfaces  courbes. 

Soient  done 

(i)  x=:az-^py 

(2)  y=ibz-^-q 

les  equations  de  la  droite  fixe  qu'on  nomme  directrices  re- 
presentons  la  ligne  a  laquelle  la  generatrice  doit  elre  con- 
stamment  parallele ,  par 


xz=^a' Zy      yz=,  W z\ 


les  equations  de  cette  generatrice  seront  de  la  forme 

(3)  x:=za'z-^p\ 

(4)-  y=b'z  +  q', 

a'  et  y  etant  des  constantes  donuees  et  invariables^  mais 
p*  et  q*  variant  d'une  position  de  la  droite  mobile  a  une  au- 
tre. Pour  que  cette  droite  rencontre  la  directrice ,  il  faut 
qu'on  ait  entre  leurs  coefficients  (n^  333)  la  relation 

(5)  {^-p)[h  -  b')-{q'-  q)<,a~  a')  =  0. 

Cela  pose,  en  donnant  successivement  a  p*  des  valeurs  ar- 
bitraires,  et  en  prenant  les  valeurs  correspondantes  de  ^', 
pour  les  subslituer  les  unes  et  les  autres  dans  (3)  et  (4)>  on 
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obtiendrait  des  equations  qui  coiiviendraieiit  a  une  suite 
de  positions  parliculi^res  de  la  generatrice;  mais  si,  au  lieu 
de  fixer  ainsi  les  yaleurs  de  p'  et  q\  on  ^limine  ces  deux 
quantites  entre  les  equations  (3),  (4)9  (S)  qui  doivent  exis- 
ter  simultanement,  V  equation  finale  en  {x^y,  z)  convien^ 
dra  alors  a  toutes  les  positions  de  la  directrices  puisqu'elle 
ne  renfermera  plus  de  traces  des  quantites  p^  el  q'  dont  les 
yaleurs  particuliires  pouvaient  seulesdistinguer  une  g^ne- 
ratrice  d'une  autre.  Le  r^sultat  de  Felimination  sera  done 
Tequation  de  la  surjace  plane.  Or,  en  substituant  dans  ( 5 ) 
les  valeurs  de  p'  et  q'  tireesde  (3)  et  (4)9  on  trouve 

(or  — fl'z— /;)  [b  —  ft')  — (j— ^'z—  q){a  —  fl')  =  o, 

ou  bien 

(6)  (^— y)a:+(tf'— ij)j-t-(a^'— W)«+/?(A'— ft)4-^(fl— «')=^- 

L^ equation  du  plan  est  done  du  premier  degre.  EUe  ren- 
ferme  generalement  les  trois  variables,  c'est-a-dire  qu'elle 
est  de  la  forme 

Ax  -h  Br  4-  Cz  -h  D  =  o. 

342.  R^ciproquement ,  toute  equation  du  premier  degre 
telle  que 

(P)  Aj: -|-B7-hCz  +  D=:o, 

appartient  a  une  surface  plane.  Pour  le  demontrer,  cher- 
chons  d'abord  la  trace  de  la  surface ,  quelle  qu'elle  soit ,  sur 
un  des  plans  coordonues ,  XZ  par  exemple  [fig^  179)  7  nous 
ferons  alors 

et  nous  aurons  une  droite  AC  representee  par 

(7)  J=o     et     Aar -f- Cz-f- D  =0. 

Cela  pose ,  coupons  la  surface  inconnue  par  divers  plans 
paralleles  a  XY,  tels  que 


a,       z  :=  OL  s 


•  • 


n 
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les  sections  seront  representees  par  les  equations  simul- 
tanees 

lz=:of,      et     Aj:  H- Bj-+-Ca -f- D=:  o, 
(8)  I  2  =  a'     et     Aj:.H-B7-f-Ca'-4-D=r  o. 


qui  prouvent  que  ces  diverses  sections  sont  des  droites 
tontes  paralleles  entre  elles;  nous  ajoutons  que  chacune  a 
un  point  commiin  auec  la  trace  AC ;  car  si ,  d'apres  la  re- 
gie dun°  333,  on  combine  les  equations  (7)  et  (8)  pour  en 
eliminer  j*  et  ^ ,  on  arrive  aux  deux  equations 

Aar-f-Ca-|-D  =  o,      Ajr-hCa-|-D  =  o, 

quidonnentnecessairementpourorla  m^me  valeur.  Comme 
il  en  serai t  evidemment  de  in^me  en  rcmpla9ant  a  para', 
a",  etc.,  il  en  resulte  que  la  surface  (P)  est  le  lieu  d^une 
infinite  de  droites  paralleles,  qui  s'appuient  tontes  sur  une 
droite  fixe  AC  5  done  cetle  surface  est  un  plan, 

343.  Lorsque  Tequation  d'un  plan 

Aj:4-Bj-hCj4-D  =  o 

est  donuee ,  il  est  evident  que  sa  trace  sur  le  plan  XY  est 
determinee  par  le  systeme  d'equations 

z=:o,       Aj:  H- B^ -h  D  =  o, 

et  que  les  autres  traces  sont  representees  par  des  systemes 

semblables. 

Reniarque.  — L'equation  (P)  pent  n'avoir  pas  tous  ses 

termes :  alors  le  plan  qu'elle  determine  prend  une  position 

particuliere  par  rapport  aux  axes. 

Soit 

D=:o; 

Tequation  (P)  devient 

Aa:-h  B^-l-  Cz  =  o. 
Le  plan  passe  par  Torigine^  car  cotte  equation  est  satisfaite 
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par  les  valeurs 

a?  =  o,     j  =  o,      3  =  0. 

On  salt  (n°  323)  qu'une  equation  de  la  forme 

Bj -+- C3-H-I>=o,     ou     C3-|-D  =  o, 

represente  un  plan  parall^Ie  a  un  ou  a  deux  des  axes  coor- 
donnes. 

344.  Nous  devons  faire  remarquer  que  Tequation  (P) 
pouvant  toujours  6lre  divisee  par  Ic coefficient  de  I'un  de 
ses  termes ,  il  n'y  a  reellement  que  trois  indeterminees  dont 
on  puisse  disposer  pour  assujettir  le  plan  a  des  conditions 
donnees.  Toutefois,  nous  ajouterons  qu'il  convient  en  ge- 
neral de  conserver  a  Tequation  du  plan  la  forme  symelrique 
que  nous  lui  avons  donnee  pour  qu^elle  reponde  k  tous  Ics 
cas  particuliers.  En  effet,  si  on  la  divise  par  C,  et  qu'on 
derive  alors 

cette  derniere  forme  ne  convient  plus  aux  plans  parallelos 
a  I'axe  des  z, 

Lorsqu'un  plan  rencontre  les  trois  axes,*  son  equation 
prend  une  forme  elegante,  si  Ton  y  fait  entrer  les  distances 
OA,  OB,  OC  {Jig,  179)  de  Torigine  aux  trois  points  d'in- 
tersection  de  ces  axes  avec  le  plan.  Ces  distances  s'obtien- 
nent  aisement  au  moyen  de  Tequation  (P).  Pour  I'intersec- 
tion  avec  I'axe  des  x  par  exemple,  on  doit  avoir 

j=o,       z=ro; 
ce  qui  donne 


OA  =  —  ?^. 
A 


On  trouve  de  meme 


0B=:  —  ^,      0C=:— ~ 
B  C 
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En  d&ignant  ces  distances  a^b^  c^  on. aura 

D        ,  D  D 

dou 

A  = >     B  = 7-)*    C  = • 

a  o  c 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  Fequalion  (P) ,  il  vient 

X        Y        z 

--1-^1-+--  =  I. 
a       b       c 

345.  Probleme  I. — Fmre  passer  un  plan  par  trois  points 

donnis, 

Designons  par  jc',  j',  z';  x",y\  z"-,  oc"\y'\  z"'-,  les  coor- 
donnees  des  irois  points  •,  Tequation  generale 

devra  ^tre  verifiee  en  y  rempla^ant  les  variables  par  les 
coordonn^es  de  chaque  point,  ce  qui  conduira  aux  relations 

(2)  Aa:'-f-B/-i-C2'-f-D  =  o,       . 

(3)  Ax"4-B/'  +  C«"-+-D  =  o, 

(4)  Kx"'-Jt-  B/"-f-  €^"'-4-  D  =  o. 

A     n     r* 
En  prenant  pour  inconnues  les  rapports  n'  n'  d'^^ 

trouve 

D  =  Ji/y'z"'—  xfz"y"+  z'  x^' x"  -^  y  x''  :^-{-  y  z''  x'"--  zyx'% 

B  =  —  x'z'"'ir  ^2"—  2^'^"+  x"z"'—  z"x"'+  z'x'\ 

c  =  -  ^y-^  ^f-  x"y'^yx"^yx'"-^yx'\ 

34f6.  II  est  clair  que  si  Ton  assignait  seulement  un  point 
par  lequel  le  plan  dut  passer,  on  n'aurait  que  la  relation  ( 2 ) 
qui  servirait  alors  a  eliminer  la  constante  D  5  et  Tequation 
du  plan  prendrait  la  forme 

A(r-^')'4-B(r-y)-hC(z-^3')  =  Q, 
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dans  laquelle  il  ne  resterait  veritablement  que  deux  in- 
connues. 

347.  Probleme  II. — Par  un  point  donne,  mener  un  plan 
parallele  a  un  plan  donne. 
Soient 

(1)  Aj:-f-Bj-|-Cs-hD  =  o 
requalion  d'uu  plan  donne,  et 

(2)  A'ar-h  B'r4-C'2-f-D'  =  o 

cellc  d'un  plan  parallele. 

Les  traces  des  deux  plans  sur  chacun  des  plans  coor- 

donnes  doivent  ^tre  parallMes.  Les  equations  de  ces  traces 

sont  : 

Aa:-fCz-l-D  =  o, 

A'j:  -h  Cz  4-  D'=  o , 

sur  le  plan  des  xz  5 

Bj-f-Cz-h  D=:o, 

B'r -f-C'z-+- D'rr:  O, 

sur  le  plan  des  j  z. 

Pour  que  les  deux  premieres  soient  parall^les  et  que  les 
deux  dernieres  le  soient  aussi ,  il  faut  qu'on  ait 

A'  _  A       B'  _  5 

cy  ~~  c '    c/  ~  c ' 

ou  bion 

A'  _  B'  _  C 

A  ""  B  ~  (T' 

Lorsque  les  plans  rencontrent  Taxe  des  z^  ces  conditions 
suffisent  pour  qu'ils  soient  parall^les  5  car  les  traces  du  pre- 
mier plan  se  coupent  sur  Faxe  des  z^  et  sont  paralleles  a 
relies  du  second  plan ,  lesquelles  se  coupent  egalement  sur 
cet  axe.  Or,  deux  angles  dont  les  c6tes  sont  paralleles  ont 
toujours  leurs  plans  paralleles. 

Si  les  deux  plans  sont  paralleles  a  Taxe  des  z,  ce  qui  re- 

32 
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vient  a  supposer  C  =  o  et  C=  o,  la  seule  condition  a  rem- 
plir,  c*est  que  les  traces  sur  le  plan  des  xy  soient  paralleles, 
cc  qui  conduit  a 

A'      A  A'      B' 

B'=B     ^"     A=B- 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  pour  que  deux  -plans  soient 
parallkles^  ilfaut  et  il  snffit  que  les  coefficients  des  varia- 
bles dans  les  equations  de  ces  plans  soient  proportionnels. 

En  supposant  que  ces  conditions  soient  remplies ,  si  Toix 
pose 

on  a 

k'-kf,     B'=B/,     C'=C/; 

par  suite,  quand  on  porlc  ces  valeurs  dans  Tequatton  (2) 
et  qu'on  divise  par  f^ 

A  ar  4- B  j^ -h  C  3  +  D"  =  o , 

D' 
I)^'  etant  egal  a  y 

Cette  demi^re  equation  represente  tous  les  plans  paral- 
lels k  celui  de  Fequation  (i),  et  elle  ne  diilere  de  celle-ci 
que  par  le  terme  constant  W, 

Mais  si  le  plan  parallele  passe  par  un  point  dont  les  coor- 
donnees  soient  x',  j',  z'^  on  doit  avoir 

Ax' -f- B/ -I- Ca' 4- D"=  o; 

et,  en  ^liminant  W  entre  cette  ^uation  et  la  precedente, 
on  obtient  pour  le  plan  cherche 

A  (or  —  j:')  +  B  (r  — /)  4-  C («  —  c')  =  o. 

Quand  le  point  donn^  est  I'origine,  il  faut  faire  x^=zo, 
y^=  o,  z'=  o  5  ce  qui  donne  pour  le  plan  parallele, 

Ax-hB/-|-Ca=:"o. 
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348,  Probleme  hi.  —  Faire  passer  un  plan  par  un 
point  et  par  une  droitc  donnes, 

Soient  x',  7^',  z'  les  coordonn^es  du  point,  et 

les  equations  dc  la  droite  donnee  \  {'equation  du  plan  sera 
de  la  forme 

(n)  A.SF -+- B^H-Cz -h  D=  o. 

La  condition  de  passer  par  le  point  donne  est  cxprlmee 
par 

(3)  Ax'+B/-hC3'-hD  =  o. 

Celle  de  contenir  la  droite  exige  qu'en  portant  dans  Fequa- 
tion  du  plan  les  valeurs  de  a:  et  de  y  tirees  des  equations  de 
la  droite,  Tequation  resullante  soit  verifiee,  quelle  que  soit 
la  coordonnee  z.  Or,  en  substituant,  on  trouvc 

(Art4-B^-|-C)z-|-A/7-f-B<7-f-D=ro; 

et  pour  que  ceite  egalite  ait  lieu,  independamment  de  totito 
hypolhese  faite  sur  z ,  il  faut  poser 

(4)  A«4-B^-+-C  =  o, 

(5)  '  A/?-+-B7H-D=  o. 

Les  conditions  du  problime  sont  done  renfermees  dans  les 
equations  (3),  (4)j  (5). 

L'elimination  de  D  entre  (3)  et  (5)  donne 

A(x'  — ^)4-B(/~7)-|-Cz'==o; 

et  en  combinant  cctte  equation  avec  I'equation  (4),  ou 
trouve  aisement 

A^ [y-bz'^q)Q 


B=r 


[x'—az'—  p)  C         ^ 
^i^'  —  p)  —  «(y— 7)  ' 

32. 
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Hiais,  en  retranchant  I'^ualion  (3)  de  Tequation  (2),  il 
vient 

A  ( x  -  ;c' )  4-  B  {7  —  /)  4-  C  (2  -^  z')  =  o. 

Rempla9ant  A  et  B  par  leurs  valeurs ,  on  arrive  a  Tequation 

qui  est  celle  du  plan  cherch^. 

Remarque,  —  Ajoutons  les  equations  (4)  et  (5)  5  apris 
avoir  multiplie  la  premiere  par  r,  nous  aurons 

A  (fla -+-/?)  -I- B  (^»z4-  7)  -h  Cz -I- D  =  o. 

Cette  derniere  equation,  soustraite  de  Tequation  (i),  con- 
duit a 

A  (x  —  az  — p)  -f-  B  (j  —  bz  —  y)  =  o. 

En  representant  par  h  le  rapport  indetermine  -  ?  on 
obtient 

X  —  az  -^  p  -^^  k  [y  —  hz  —  q)  z=z  o 

pour  Fequation  de  tons  les  plans  passant  par  la  mcme  droite. 
On  voit,  en  effet,  que  cette  equation  est  satisfaite,  quel  que 
soit  z,  quand  on  y  fait 

x  =  «z-|-/?     el    jrz=ibz-{^q, 

349.  Probleme  IV.  —  Connaissant  les  equations  de 
deux  plans,  troui^er  les  projections  de  leur  intersection. 

On  a  vu  (n°  320)  que  les  variables  x  et  y  ont  les  memes 
valeurs  pour  chaquc  point  d'une  ligne  de  I'espace  que  pour 
la  projection  de  ce  point  sur  le  plan  des  xj^  par  conse- 
quent, si  les  equations  de  deux  plans  sont 

(i)  Aj:-+- Bj-hCz-hD=r  o, 

(2)  A'x  -f-  B>  4-  Cz  -+■  D'=:  o, 

on  aura  la  projection  de  leur  intersection  sur  le  plan  coor- 
donno  que  nous  venons  de  nommer,  en  eliminant  z  enlre 
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les  ^uations  (i)  et  (q).  Le  calculdonne 

( AC  —  CA')  ^  +  (BC  —  CB')  ^ -h  DC  —  CD'  =  o. 

On  trouverait  de  la  m^me  maniire  les  projections  sur  tes 
deux  autres  plans  coordonnes. 

Les  equations  des  projections  sont  impossibles  si  Ton  a 

A  _B  _C^ 
A'^B'^^C^' 

mais  alors  les  plans  sont  paralleles  (n^  347). 

SSO.ProblemeY. —  Trouver  V  intersection  d'une  droite 
et  d'un  plan  dont  on  connatt  les^guations. 

Soient 
(i)  Ax-hB^-h  C3H-D  =  o 

Tequation  du  plan  donne , 

(a)  j*=«+/». 

\  y=  bz  '\rq 

celles  de  la  droite  donnee ;  on  obtiendra  le  point  d'intersec- 
tion  demande  en  cherchant  les  valeurs  de  j:,  /,  z^  qui  sa- 
tisfont  aux  &|uations  (i)  et  (2).  En  effectuant  les  calculs, 

on  trouve 

—  A  />  4-  B  7  -4-  D 
*~  ~  Art4-B^  4-C' 

_       ^(A^g  +  By  4-D) 
**^~"      Afl  +  B^-hC     "^^'^ 

-  _  ^(A>-^Bi7-hD)         ^ 
*^~"  Art-hB^>-f-C  '^' 

Ces  valeurs  sont  infinies  quand  Aa  4-  B6  -i-  C  est  nul  et 
que  A;?  H-  B^  -f-  D  ne  Test  pas.  II  en  resulte  que  la  condi- 
tion de  parallelisme  du  plan  (i)  et  de  la  droite  (2)  est 

Aa-|-B6H~C  =  o. 

Si  Ton  a ,  en  m6me  temps , 

A/? -hB^-h  D=:o, 
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les  valeurs  de  x^  y^  z  sont  indeterminees ;  c'est,  en  efFet, 
ce  qui  doit  arriver,  puisqu'alors  la  droite  est  tout  endere 
dans  le  plan  (n^  348). 

351 .  Probleme  VI.  —  Connaissant  les  coordonnees  de 
deux  points,  irou^er  leur  distance. 

Soient  x^  y^  z^  et  a:',  ^',  z*  les  coordonnees  des  deux 
points  M  et  M'  ( j^g.  1 80}  dont  on  demande  la  distance  MM'. 
Par  chacun  de  ces  points ,  menous  trois  plans  paralleles  a 
ceux  des  coordonnees  :  nous  formons  ainsi  un  parallelipi- 
pide  qui  a  pour  c6tes  contigus  les  diff(£rences  x  —  x'^ 
J — y\  z  —  z'  des  cocftdonn^es  des  points  M  et  M'. 

Cela  pose ,  si  les  coordonnees  sont  rectangles ,  le  parall^S- 
lipipede  Test  aussi  \  et  en  d^signant  par  d  la  diagonale  MM^, 
on  trouve 

^»=  [x  —  x'j'-f-  (y  -yy  ^-  (z  -  zj. 

Dans  le  cas  ou  il  s'agit  de  la  distance  du  point  M  a  I'ori- 
gine  O,  il  suffit  d'exprimer  que  le  point  M'  se  confond  avec 
ce  dernier  point  5  en  posant 

j/  =  o,     /  =  o,     z'  =  o, 
il  en  resulle 

352.  Supposons  maintenant  les  coordonnees  obliques. 
Nous  designerons  par  a,  (3,  y  les  angles  AM'C,  EM'C, 
EM'A-,  par  a^b^c  les  aretes  contigues  M'C,  M'A,  M'E; 
et  par  cJ,  cJ',  d"  les  diagonales  MM',  CF  et  BE.  La  figure 
M'CMF  etant  un  parallelogramme ,  la  somme  des  carres 
des  c6t(^s  est  egale  a  la  somme  des  carres  des  diagonales  *,  ou 
a  done 

Orle  triangle  AM'F  donnant 


M'F  =  />»»+  t'-h  s/v'ccosv, 
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il  en  resulte 

(i)  ^*-|- ^*=2fl'-h2ft'-h2c'-^4*^<^<>S7• 

On  trouverait  de  la  m^me  maniire 

et 

(3)  tr'+r«  =  2a»-+-2  5'-f-ac»— 4tfccosp. 

Si  l^on  ajoute  les  equations  (i)  et  ( 2),  et  qu'on  en  relranche 
Tequation  (3),  il  vient 

^»  =  fl»  -f.  ^'  -I-  c'-}-  2  iiA  cos  a  -f-  2  ac  cos  p  -I-  2  6c  cos  7. 

Rempla9ant  a,  4,  c  parleurs  valeurs  (x  —  ar'),  (j^ — j''), 
{z  —  z')^  on  obtient  la  formule  demandee 

^«=:(j:^x74-(r— /)»■+-{«  — 2')'+ 2  (x  —  y)(.r-/)cosa 
4-2  (jr  —  jp')(«  —  z'jcosp-l-a  (^ — 7')  {z  —  zf)  cos  7. 

li  est  visible  qu^en  faisant,  dans  ceite  foirmule, 

a  =  9oS     p  =  9oo,    7  =  9^S 

on  determine  celle  qui  convient  aux  coordonnees  recian- 
gulaires. 

353.  Probleme  VU.  —  D*nn  point  donne  abaisser  une 
perpendiculaire  sur  un  plan ;  troui^er  lepied  et  la  grandeur 
de  la  perpendiculaire  (coordonnees  rectangulaires ) . 

Pour  qu'une  droite  soit  perpendiculaire  a  un  plan,  il  faut 
et  il  sufSt,  en  general,  que  les  projections  de  cette  droile 
soient  perpendiculaires  aux  traces  du  plan.  Cela  pose,  re- 
presentons  par  x',  j',  z'  les  coordonnees  du  point  donne ^ 
et  le  plan  par  T^quation 

(1).  A.r  4-  B^  -f-  C«  -h  D  =  o. 

Les  equations  de  la  perpendiculaire  seront  de  Ja  forme 

a  ci  b  ^tant  deux  inconnues.  Les  traces  du  plan  donne  sur 
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les  plans  des  xz  et  des  jz  ont  pour  equations 

AjtH-  Cz-f-D  =  o,       B/-f-Ca-4-D=o. 

Mais  ces  traces  doivent  fetre  perpendiculaires  aux  projec- 
tions de  la  droite  cherch^  ^  done 

A  ,       B 

Ces  valeurs  portees  dans  Ics  equations  (2)  donnent,  pour  la 
perpendiculaire , 

(3)       .  x-^=|(z-z'),    j.-./  =  ?(^-z'). 

On  trouverait  les  coordonnees  du  pied  de  cetle  perpendi- 
culaire, en  resolvant  les  Equations  (i)  et  (3)  par  rapport  a 
x^  y^  z\  ensulte,  pour  avoir  la  longueur  de  la  droite,  il 
suffirait  de  remplacer  ces  coordonnees  par  leurs  valeurs  dans 
la  formule 

(4 )  *  =  v'(*-'')'-H{r-/)'+(^-2')'- 

Pour  plus  de  simplicite,  on  calcule  immediatement  les 
diflfi^rences  x  —  x',  y  — y\  z  —  -2'.  On  est  conduit  alors  a 
ecrire  Fequation  du  plan  sous  la  forme 

A  (x  —  jc')  -H  B(j  — y )+  C(z— 2')  -f-  Aa?'-f.  B/-^  Cz^'-f- D  =  o, 

ou  mieux ,  en  posant 

Aa;'-+-  By  4-  Cs'-f-  D  :=  D', 
SOUS  celle-ci , 

A  (a:  —  x')  4-  B  { J  — y )  -h  C  (z  —  z')  H-  D'  =3  o. 

En  mettant  a  la  place  de  j:  —  x*  et  de  y — y^  leurs  valeurs 
lirees  des  equations  ( 3 ) ,  on  trouve 

—  CD' 


z  — z' 


A='-HB-'-hC' 
et  5  par  suite , 

—  AD'  ,  —  BD' 


A'-hB-^-f-C      -"        -"         A='-hB''4-C» 
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Si  Ton  desigue  la  perpendiculaire  par  P,  la  formule  (4) 
donnera 

P  = .  =    ou     P  = ,  — 

±  VA»-4-  B*  -4-  C»  ±  VA^-4-  B'  4-  O 

La  valeur  de  P  devant  etre  essentiellement^o^iftVe,  on  pren- 
dra  pour  le  radical  le  signe  dont  le  numerateur  se  trouvera 
aflTecte. 

Lorsque  le  point  donne  est  Forigine,  on  pose 

jf'  =  0,      y'znOy      z'rro, 

et  il  vient 

D 


Pr= 


±  V^A' H- B' -h  C> ' 

formule  a  laquelle  s' applique  necessairejnent  Tobservation 
relative  au  signe. 

Premiere  remarque,  —  II  convient  d'observer  que  la  dis- 
tance  d^un  point  h  un  plan  est  une  fonction  rationnelle 
entiere  et  du  premier  degre  des  coordonnees  de  ce  point, 
quels  que  soient ,  d^ailleurs ,  les  angles  que  font  entre  eux 
les  axes  des  coordonnees. 

En  effet,  soient  [fig-  i8i)  ABC  un  plan  rapporte  aux 
trois  axes  quelconques  OX ,  OY,  OZ  •,  MP  la  perpendicu- 
laire abaiss^e  d'un  point  M  sur  ABC;  MDE  une  parallele 
a  I'axe  des  z ,  renconirant  les  plans  ABC ,  XOY  aux  points 
D  et  E.  Nommons  y  I'angle  MDP  que  le  plan  donne  forme 
avec  Faxe  des  z ;  x'^  y',  z'  les  coordonnees  du  point  M  •,  P  la 
perpendiculaire  MP,  et  designons  par 

AxH-Bj-|-Cz-+-D  =  o 

Tdquation  du  plan  ABC. 

Le  triangle  rectangle  MPD  donnera 

(i)  PczrMDXsiny. 

D'ailleurs , 

MD  =  ±  ( ME  —  DE)  =  ±:  (z'—  DE). 

Or,  le  point  D  appartenant  au  plan  ABC,  on  a,  entre  les 


I 


498  CHAPITRE    QUATRIEME. 

coordonnees  de  ce  point ,  la  relation 

AvF  4-  Br  4-  D 
A^-f-B7-hCz-f-D=:o,      d'ou      z  =  —        t-^7-^1^ 

Mais  z  =  DE,  ct  les  coordonnees  x^  y  Am  point  D  soiit 
respectiveraent  egales  a  x\  y^ \  done 


^^            Ay+  By+  D 
DE  = ^  -> 


par  suite, 


(3)  P  =  ±:  (Ax'-h  Bj'-h  Cz'-H  D)  X 


sin  7 


Cetle  demiere  egalite  demontre  le  principe  enonce. 
L'cquation  (3)  donne 

Ay4-B/+Cz'-f-D  =  ±PX  -T^  =  PX^, 

SHI  7 

en  posant 

sm  7 

La  valeur  absoluc  du  coefficient  A  est  independante  de  la 
position  du  point  (x',  y\  z')  dans  I'espace. 

De  la  nous  coocluons  que  toute  fonction  entihre  du  pre- 
mier degre  des  coordonnees  x'y  y' ,  z'  d^un  point  de  Ves- 
pace,  exprime  le  produit  d'un  coefficient  numeriquek,  par 
fa  distance  P  du  point  considere,  it  un  plan  dont  V equation 
s'ohtient  en  egalant  a  zero  lafonclion  proposee, 

Seconde  reniarque. — Soient  u,  ^  deux  fonctions  en- 
tieres  et  du  premier  degre,  des  coordonnees  x^  y^  z  d'un 
point  de  Tespace,  etf{u,  p')  une  fonction  quelconque  de  u 
et  i^ :  Fequation 

represeniera  un  cylindre  dont  les  generatrices  seront  paral- 
liles  a  I'intersection  des  deux  plans  u  =  0,  i-'  =  o. 

Designons  par  p,  p'  les  distances  d'un  point  de  la  sur- 
face f(u^  v*)^=o  aux  deux  plans  «  =  o,    f^=o,    nous 
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aurons  [premU^re  retnarqiie) 

a  -=  p,k y      V  :=.  p'  k'  \ 

ct  Tequalion 

prenant  la  forme 

f{pk,p'k')  =  o, 

ue  renfermera  pins  que  deux  variables  p,  p'. 

Cela  pose,  prenons  pour  axe  des  z  rintersection  OZ 
{fig-  182)  des  deux  plans  u  =  o,  v  =  o,  et  pour  axe  des  x 
et  des  y  les  interseclions  OX ,  OY  de  ces  deux  plans  et  d'un 
troisi^me  perpendiculaire  a  OZ  en  un  point  quelconque  de 
cette  droile.  Le  plan  YOX  sera  perpendiculaire  aux  deux 
plans  ZOX,  ZOY,  el  Tangle  rectiligne  XOY  sera  la  mesure 
du  diedre  forme  par  ZOX  el  ZOY.  Si  d'un  point  quelcon- 
que  M  de  la  surface  consid^r^e,  on  abaisse  sur  ZOX,  ZOY 
les  perpendiculaires  MP,  MP',  le  plan  de  ces  deux  perpen- 
diculaires  coupera  ZOX  el  ZOY,  suivant  des  droltcs  PD, 
P'E  respectivement  parallel cs  a  OX,  OY,  ct  en  menant 
MD,  ME  paralliles  a  OY,  OX ,  on  aura 

MP  =  MD.sin.MDP, 
MP'=ME.sin.MEP', 

ou ,  en  nommani  a  Tangle  YOX  des  deux  plans  11  =  0,1^=0, 
el  x^  y  les  coordonnees  ME,  MD  de  M, 

/?=:j^.sina, 
p'  z=z  X .  sin  a ; 
par  suite,  Tequation 

deviendra 

(1)  /(/./- sin  a,  j:/' sin  a)  =  o, 

el  comme  elle  ne  conlient  que  les  deux  coordonnees  y  el  x, 
elle  represenle  une  surface  cylindrique  dont  les  generatrices 
sont  paralleles  a  OZ.  La  trace  de  ce  cylindre  sur  le  plan  YOX 
est  determince  par  Tequation  (i). 
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3S4.  PnoBLEME  VIII.  —  Mener,  par  un  point  donne, 
unplan  perpendicidaire  aune  droite  donnee  (coordonnees 
rectangulaires). 

Soient  x\  j' ^  z'  les  coordonnees  du  point  doiine,  et 

X  =  az  -{-  p  y     jr  z=z  bz  -\-  q 

les  equations  de  la  droite;  le  plan  demande  passant  par  le 
point  (x',  y  ^  -z'),  son  equation  sera  de  la  forme 

A  ( ^  —  ^ ' )  H- B  ( J  -  / ) -I- C  ( 2  —  z' )  =  o ; 

et,  comme  il  doit  etre  perpendiculaire  a  la  droite  donnee, 
on  a 

A  B 

Fequation  du  plan  cherche  est  done 

a[x  —  X*)  4-  ^(^— y)  -f-  (2  —  z')  =  o. 

355.  PftOBLEME  IX.  —  Mener,  par  un  point  donne,  une 
perpendiculaire  a  une  droite  donnee^  determiner  le  pied 
et  la  grandeur  de  cette  perpendiculaire  (coordonnees  rec- 
tangulaires). 

Soient  or',  y'^  z'  les  coordonnees  du  point  donne,  el 

(ij  x=zaz-^py     jr  =1  Oz -^  q 

les  equations  de  la  droite.  Si  par  le  point  on  fait  passer 
deux  plans,  Tun  perpendiculaire  a  la  droite  donnee,  I'au- 
ire  contenant  cette  droite,  il  est  visible  que  leur  intersec- 
tion sera  la  perpendiculaire  deniandee;  les  equations  de  ces 
plans,  prises  ensemble,  peuvent  done  etre  regardees  comme 
celles  de  cette  perpendiculaire.  D'apr^s  les  n°*  354  et  348, 
ces  equations  sont 

(2)  ^a{x-  x')-hb{x^y)^{z-^z')z=o, 

(y^  tz^^  ^)  (^  _  .^)  _  (x'- «.'-  ;,)  (y  -  /) 
-h[b\x'^p)'-a{y^q)](z^z^)  =  o. 


(3) 
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On  aura  evidemmcnt  le  pied  de  la  perpendiculaire  en  r^ 
solvant  les  equations  (i)  el  (2)  par  rapport  a  j:,j^,  z.  Pour 
trouver  sa  grandeur,  on  ecrira  de  la  maniire  suivante  les 
equations  de  la  droite  donn^  : 

..  I  j:  —  J?'  =  fl  (z  —  z')  4-  /?  —  ^' 4-  az'y 

(jr  — r'=  biz  —  z')  -H  q  ^y^bz'. 

Cela  pose,  si  Ton  substitue  dans  Tequation  (2)  ces  va- 
leurs  de  a:  —  x'  et  de  j^  —  y'^  il  vient 

(a'-h  6'4-  0  (z  —  z')  4-  fl  (/?  —  x'-f-  az') 
4-  ^(7  — /'-f-^2')  ~  o, 

d'ou 

en  posant ,  pour  simplifier, 

H  =  «  (x'  -  /.)  H-  ^  (/  ^  *7 )  +  3'. 
Les  equations  (4)  donnent  ensuite 

X  JT  = > 

J  —  7  = 


-^y 


«»4-  6' 4-  I 

Done,  en  designant  par  P  la  distance  cherchee,  on  aura, 
en  rempla9ant  H , 

y  ^        f/      v^       //  ^j_^  ^»4-i 

Si  Ton  voulait  connaitre  les  projections  de  la  perpendi- 
culaire, on  les  deduirait  aisementdes. equations  (a)  et  (3). 
Mais  on  les  determine  aussi  en  observant  que  I'on  connait 
deux  points  de  cette  ligne,  savoir :  le  point  donne  et  le  pied 
dc  la  perpendiculaire. 
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356.  Probleme  X. — Connaissant  V equation  d'un  plan, 
trouyer  les  angles  quil  fait  avec  les  plans  coordonnes 
( coordonnecs  rectangulaires ) . 

Soil 

Aa:  -4-  Bj  -h  C«  -h  D  =  o 

requation  du  plan.  Designotis  par  ce ,  S ,  y  les  angles  qu'Il 
forme  avec  ceux  des  jz ,  des  xz  et  des  ocy.  La  perpendi- 
culaire  abaissee  de  rorigine  sur  le  plan,  et  qui  a  pour 
equations 

A  B 

fail  evidemment  les  angles  a ,  6 ,  y,  avec  les  axes  des  x,  des 
y  et  des  ^ ;  on  a  done 

A 

cos  a  =r  ■  , 

VA'-h  B»-4-  O 

B 

cos  p  = 


v/am-b» 
c 


cos  7  =  - 


Va»  -f-  B' 

On  doit  avoir,  comrae  pour  la  droite, 

cos'  a  -4-  cos*  p  -h  cos*  7  =  i . 

Cette  relation  est  d'ailleurs  verifiee  par  les  valeurs  prece- 
dentes. 

337.  Probleme  XI. — Determiner  V angle  de  deux  plans 
(coordonnees  rectangulaires) . 
Soient 

A^4-B7  4-Cz-i-D  =  o, 

A'a -hB'/-f-C'sH-D'=o 

les  equations  des  deux  plans  donnes ,  et  V  Tangle  qu'iJs  font 
enlre  eux.  Get  angle  est  celui  des  deux  perpendiculaires 
abaissees  de  rorigine  sur  les  plans.  Or  c.es  dernieres  ont 


5o3 

f 

pour  equations 
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A 

B 

A' 

B' 

el  en  faisant  usage  de  la  formule  qui  donne  Tangle  de  deux 
droites,  il  vient,  pour  Tangle  des  plans, 

AA'  H-  BB'  H-  CC' 


cosV  = 


\(A»-f-  B^  4-  C  v^A'^  H-  B"  4-  C'» 


Pour  que  Ics  plans  soient  perpendiculaires  enlre  eux,  il 
faut  qu*on  ait 

cos  V  =  o , 
c'est-J-dire 

AA'+BB'-4-CC'=:o. 

Pour  exprimer  que  les  plans  sont  parallel es,  on  pose 

cos  V  =  I , 
ce  qui  donne 

A  A'  4-  BB'  4-  CC  =  s/X'  -h  B'  4-  C»  y^A'^  +  B"-f- C^ ; 

d'ou  Ton  deduit  facilement 

A  _  B  _  C 

A'  ~"  B'  ~"  a' 

358.  Probleme  XI.  —  Trouver  V angle  d'une  droiie  et 
(Vun  plan  (coordonnees  rectangulaires). 

L'angle  cherche  est  le  complement  de  celui  que  fait  avec 

la  droite  donnee  une  perpendiculaire  menee  au  plan ,  d'un 

point  quelconque  de  Fespace. 

Soient 

Ax4-Br-hC3-hD=:o 

IVquation  du  plan, 

X  -r::  nz  '\'  />,       f  rr  6z  +  7 
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celles  de  la  droite-,  si  la  perpendiculaire  est  abaissee  de 
rorigine ,  ses  Equations  seront 

A  B 

C  '    ^      c 

Done ,  en  designant  par  Y  Tangle  cherche ,  la  formule  rela- 
tive a  Tangle  de  deux  droites  donnera 

sm  V  =    .  ■  * 

V A»  -+-  B'  -4-  C  V«*-^  ^'  -H  « 

Quand  la  droite  donn^e  est  parallele  au  plan ,  on  a 

siDV=:o     ou     Art -f- BA-+-C  =  o  : 

c'est  la  condition  connue. 

Lorsque  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan,  on  a 

$inV=  i; 
alors  on  retrouve 

A  =  rtC,     B=^C. 
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CHAPITRE  ClNQUltME- 

•TRANSFORMATION  DES  COORDONN^iES  RECTILIGNES. 


3^9.  Formules  pour  passer  a  des  axei  parallhles.  — 
Siipposons  d'abord  que  les  nouveaux  axes  soient  parall^les 
aux  anciens ,  et  qu'ils  aient  la  mSine  direction .  En  designant 
{fig*  1 83)  parx,y,  z  lescoordoiinees  d'un  point  quelconque 
M,  relalivement  aui  axe*  primitifs',  par  x\y\  z*  celles  du 
m^me  point,  relalivement  ailx  nbuveaux  axes*,  si  I'on  ap^ 
pelle  a^h^c  les  coordonnees  de  la  nouvelle  origine  rappor- 
tee  an  premier  syst^me,  on  aura  risiblement 

Chaqiie  coordonnee  dolt  6tre  prise  avpc  le  signe  qui  con-^ 
vient  a  sa  position i 

360.  Formates  generates  pour  changer  ta  direction  des 
axes.  —  Soient  [fig*  i84)  OX,  OY,  OZ  trois  axes  quel- 
conques;  OX',  OY',  OZ'  Irois  autres  axes;  x^y^  z  les  coor- 
donnees d'un  point  quelconque  M  rapporte  aux  premiers  i 
x',  y\  z*  celles  du  mfeme  point  relalivement  aux  dernieffe  \ 
on  aura ,  dans  le  cas  de  la  figure, 

jp  =  OQ,     r  =  PQ,        ;i  =  PM, 
*'=0Q',     /rrP'Q",      a'=P'M. 

Par  1  origine  commune  O ,  menons  au  plan  des  yz  une 
perpendiculaire  indefinie  ON ,  puis  prbjetons  sur  celte  nor- 
male  les  deux  lignes  brisees  x  -^-y  -+-  ^  et  x'^-y'H--^'.  Les 
coordonnees j^  et  z  etant  perpendicul aires  a  ON,  leurs  pro- 
jections suf  celte  droite  sontnulles,  de  sorte  que  la  projec- 
tion de  la  premiere  ligne  brisee  se  reduil  a  xcos  (N,  a:); 
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celle  de  la  seconde  ligne  brisee  est 

x' cos (N,x')-i-y  cos  (N, /)-+-«' cos (N,z')     (512). 

Or  ces  deux  Iignes  etant  terminees  aux  memes  cxtremites, 
leurs  projections  sont  egales;  done 

j:cos(N,  j:)  =  a/cos(N,  x'.)-\-y  cos(N,y)  -h  z'cos(N,  «'). 

Cette  formule  donne  la  valeur  de  x  en  fonction  de  a:',  y', 
z^  et  des  angles  qui  fixent  la  position  des  nouveaux  axes  par 
rapport  aux  anciens.  On  trouvera  de  m^me  les  valeurs  de 
j^  et  de  z ,  en  projetanl  les  Iignes  brisees  x  4-y  -\-  z  el 
x'-f- j-'-f-z'  sur  deux  perpendiculaires  ON'  et  ON''  menees 
respectivement  aux  plans  de»  xz  et  des  xy*  On  aura  ainsi 
les  trois  formules 

IX cos  (N,  jr)  =  y  cos (N,  j/)  -hy  cos  (N,  r')  -h  2! cos  (N,  z') , 
/cos(N',j)  =  a/cos(N',x')4-/cos(NV)-hz'cos(N',3'), 
z  cos (N", z)  =  ,7/  cos (N^a/)  -h/ cos( N",/)-H  z' cos (N", ^'). 

Ces  formules  sont  peu  employees,  parce  qu'il  arrive  ra- 
rement  que  I'oh  ait  a  changer  des  axes  obliques  en  d'autres 
axes  obliques. 

361.  Quand  les  axes  primitifs  sont  rectangul aires,  les 
trois  perpendiculaires  ON,  ON',  ON"  coincident  avec  ces 
Axes,  de  sortc  que  les  formules  qui  scrvent  a  passer  d'un 
syst&me  de  coordonnees  rectangulaires  a  un  systcme  de 
coordonn^es  obliques ,.  sont 

'^   x  =  x  to&{x\  x)  4- j'cos(^',  a:)  -+-  z' CGs{z'yx) 

=  ax'-h  f>y-h  cz', 
^   =  x" cos{x'y  x)  -h y  cos(yy  jr)  -h  z'  cos(z'yjr) 

z  ==^'cos(j^',  z)  -t-y  €05(7%  3)  -h  2'cos(z',  z) 
=  a"x'-^  h"y^  c"z'. 

Les  neuf  constantes  qui  entrent  dans  ces  equations  ne 
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peuvent  pas  toutes  recevoir  des  valeurs  arbitraires.  En  effet, 
a ,  a',  a"  par  exemple ,  designaiU  les  cosinus  des  angles  que 
forme  une  meme  droite  OX'  avec  trois  axes  rectangulaires 
OX,  OY,  OZ,  doivent  6tre  soumis  a  la  condition  (n°  336); 
il  en  est  de  m^me  pour  t,  i',  i''  et  pour  e,  c\  c"'^  par  con- 
s^uent,  il  faut  toujours  joindre  aux  formules  (2)  les  trois 
relations  suivantes  : 

c»  -4-  ^'»  +  r"»  =  f  ; 

ce  qui  ne  laisse  que  six  constantes  doat  on  puisse  disposer 
arbitrairement. 

362.  Si  Ton  veut  passer  d'un  systeme  {Taxes  rectangU' 
laires  a  un  autre  systeme  (Taxes  rectangulaires ,  on  se  ser^ 
vira  des  formules  (t^)  du  num^ro  precedent;  mai«  il  faudra 
exprimer  que  les  nouyeaux  axes  sont  perpendiculaires 
entre  eux.  Pour  cela,  on  ^galera  a  zero  les  expressions  de 
005(4/,  7'),     cos  (x\  2'),     co%{jr\  z') 

en  fonction  des  cosinus  a,  &,  c  (n^  339).  En  joignant  ces 
nouvelles  equations  de  condition  aux  trois  qu'on  a  ^leja,  il 
y  en  aura  six  en  tout,  savoir  : 

(3)  I  ^'-4-^'»4-^"^=i, 


^'■4-c'»-+-<^"*=i, 


(4)  \  tfc4-«V4-«"c"  =  o, 

de  sorte  que ,  dans  le  cas  actuel  ^  il  ne  reste  plus  que  trois 
constantes  arbitraires. 

363.  Dans  le  cas  de  deux  systemes  rectangulaires  ^  on  a 
quelquefois besoin  de  resoudre  les  formules  (2)  par  rapport 
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a  j:',  y'^  z'\  il  suffit,  pour  cela,  de  les  ajoutar :  i^  apres 
avoir  multiplie  la  premiere  par  a,  la  deuxieme  par  a'  et  la 
iroisieme  par  a"  \  7?  apr^^les  avoir  multiplies  respective- 
ment  par  i,  b\  h"  5  3**  par  c ,  c',  c".  Ces  operations  donnent^ 
en  ayant  egard  aux  relations'  (3)  et  (4)  5  les  formules 

Ix'  =  fljT  -h  edjr  -\-  a'*  Zy 

On  obtiendrait  directement  ces  formules,  en  regardant 
x'j  y  z'  comme  les  coordonnees  primitives,  et  en  proje- 
lant  alors  x^  y^  z  successivement  sur  les  trois  axes  OX', 
OY',  OZ'.  Sous  ce  point  de  vue,  on  reconnait  qu'il  doit 
existcr  entre  les  constantes  les  six  relations 

Ia^  +  ft*  -f-  c*  =  I, 

Iaa''\-  bb'-\-cc'=zO^ 
aa''-ifbb"^c<f':=zo, 
flV-f-ft'ft''+cV'=o, 

qu'il  faut  regarder  comme  enticement  equivalentes  aux 
relations  (3)  et  (4)  |[  car  alors  les  unes  el  les  autres  ne  font 
'  qu'exprimer,  dans  un  ordre  different,  que  les  angles  XOY, 
XOZ,  YOZ  et  X'OY',  X'OZ^  Y'OZ^  sont  tons  droits. 

364.  Formules  d'Euler. —  Le  changement  des  axes  rec- 
fangulaires  en  d'autres  axes  reetangulaires ,  est  celui  dont 
Temploi  est  le  plus  frequent.  Les  formules  qui  conviennent 
a  ce  cas,  et  que  nous  avons  donnees  (n^^  361  et  362) ,  ^ont 
simples  et  sym^triques;  mais  elles  ont  Tinconvenient  de 
contenir  ne2(/ constantes  a,  i,  c,  a',  A',  etc.,  qui  setrou- 
vent  liees  par  six  Equations  de  condition ,  entre  lesquelles 
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r^ljminatioa  s'effectue  peniblement  pour  r^duirc  a  trois 
donneeSi  comme  cela  doit  arriver^  la  deterroination  des 
nouveaux  axes  relativement  aux  anciens.  Nous  allons  faire 
voir  qu'on  peat,  en  effex,  exprimer  les  neuf  constautes  =en 
fonctioD  de  trois  autres  seulement. 

Soient  OX,  OY,  OZ  les  anciens  axes  rectangulaires , 
OX',  OY',  OZ'  les  nouveaux  {fig.  i85)-,  de  plus,  soit  OD 
rintersectiou  des  deux  plans  XY  et  X' Y'.  Nous  designerons 
par  (f  Tangle  DOX ,  par  ^  Tangle  DOX',  et  par  0  Tangle  des 
plans  XYetX'Y'. 

Cela  pose,  concevons  que  le  poiniO  soit  le  centre  d^une 
sphere  rencontrant  en  A,  B,  C,  A',  D  les  lignes  OX,  OY, 
OZ,'0X',  OD^  et  formons  les  triangles  spheriques  DA  A', 
DA'B,  DA'C.  Les  cosinus  des  c6l^s  AA',  BA',  CA'  sont  res- 
pectivement  egaux  a  a,  a',  a^^  d'ailleurs,  en  supposant  les 
arcs  el  les  angles  evalues  en  degres ,  on  a 

DA  =  7,     DB  =  90«— (j»,     DA'  =  ^Ii,     DC  =  90% 
A'DB=:0,     A'DA=i8o"— e,     A'r>C  =  90«— 9. 

On  ti'ouve  done,  par  la  formule  fondamentale  de  la  trigo- 
uometrie  spherique , 

a  =  cos  f  cos  ^  —  sin  7  sin  >p  cos  9 , 
a'  =  sib  f  cos  ^p  +  cos^  sin  ^ji  cos  0, 
a^zzz  sin\|f  sinO. 

II  est  visible  que  les  valeurs  dei,  b\  b"  se  deduisent  des 
pr^cedentes,  en  changeant  ^  en  90**+ tp,  puisqualors  la 
iigne  OX'  va  se  placer  sur  OY'  5  on  obtient  ainsi  . 

b  z=i  —  cos  f  sin  >p  —  siD  f  cos>p  cos  0, 
A'  =  —  sin  7  sin  \|^  +  cos  y  cosip  cos  0 , 
^"  =  cos^}»  sin  0. 

Eniin,  pour  avoir  les  valeurs  de  c,  c',  c",  on  remplacO) 
dans  les  valeurs  de  a,  a',  a",  0  par  go^-h  0  et  i|/  par  90^5 
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en  effet ,  par  ce  changement ,  le  plan  X'OD  devient  Z'OD, 
et  la  ligne  OX'  devient  OZ^  On  trouve  ainsi 

c  =  sin  f  sin  0, 
c'  =  —  cos  7  sin  9 , 

c"  =.  cos  0. 

En  substi  tuant  ces  v  aleurs  dans  les  formules  ( 2 )  da  n^  362, 
il  vient 

x  =  x'(cosf  cos^  —  sin  <p  sin 4' cos  0) 

—  y  (cos ^  sin 4*  +  sin  cp  cos ^  cos  0)  +  z' sin  7  sin  8, 

(8)     ^  ^^^(siny  costJ/ -hcoscpsinij;  COS0) 

—  ^  (sin  y  sin  \[;  —  cos  y  cos  ^  cos  0)  —  2'  cos  «p  sin  9, 
z=:  a/  sin  i(*  sin  9  -h  j'  cos  -^  sin  0  -4-  z'  cos  0. 

Telles  sent  les  formules  d'Euler. 

365.  Maniere  d'obtenir  V  intersection  d'une  surf  ace  par 
un  plan, —  Pour  avoir  rinlersection  d'une  surface  par  Fun 
des  plans  coordonnes ,  le  plan  des  xy  par  exemple ,  il  suffit 
de  faire  <z  =  o  dans  requation  de  la  surface.  Proposons- 
nous  maintenant  de  delerminer  I'intersection  de  la  surface 

(a)  ¥{j:,x,z)  =  o 

par  un  plan  quelconque.  L'id^e  qui  se  presente  naturelle- 
ment ,  d'apres  ce  qui  vient  d'etre  dit,  c'est  de  rapporter  cette 
intersection  a  deux  axes  traces  dans  le  plan  coupant.  Pour 
y  parvenir,  supposons  les  axes  rectangulaires  ^  depla9ons 
aussi  I'origine,  en  ajoutant  aux  valeurs  (2)  les  coordonnees 
f^g^h  (n°  359),  et  portons  cnsuitc  ces  valeurs  dans  I'equa- 
tion  (a).  La  surface  sera  rapporlee  aux  nouveaux  axes;  et 
en  faisant  ^'  =  o  dans  Tequation lesultante,  on  aura  Tinter- 
section  de  la  surface  par  le  plan  des  x^y%  qu'on  pent  sup- 
poser  etre  le  plan  doune. 

Mais  on  pent  faire  s'  =  o  dans  les  formules  avant  la  sub- 
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stitudon  ^  et  si ,  en  outre,  on  prend  Taxe  des  x'  parallele  au 
plan  XY,  en  posant  ^  =  o,  on  aura 

IxT=zf-\-x'  COS  f  —  y  sin  q>  cos  0 , 
jr  =  gr  4,  a;'  sin  f  -i- j'cos(p  cos  9, 
z  =  /*  -4-  y  sin  0. 

En  mcttant  ces  valeurs  dans  Tequation 

F(x,  /,2)  =  o, 

on  obtiendra  rintersection  demandee,  rapportee  a  deux  axes 
rectangulaires  situes  dans  le  plan  coupant. 

On  peut  trouver  directement  les  formules  (9)  en  operant 
de  la  maniere  suivante  :  Soit  M  {jig*  186)  un  point  quel- 
conique  pris  dans  le  plan  Y'OX',  dont  la  trace  sur  le  plan 
XY  est  OX'  \  et  soient  les  coordonnees 

OQ=:x,     PQ  =  r,     PM  =  5,     0P'=*',     VVi^y\ 

Joignons  P'.P,  et  menons  P'Q'  parallele  a  OY,  et  P'G  pa- 
rallile  a  OX ;  Tangle  GPP'  est  egal  a  XOX',  et  Tangle  MP'P 
represenie  Tinclinaison  du  plan  YOX'  sur  le  plan  YOX, 
Cela  pose ,  si  nous  faisons 

MP'P  =  e    et    XOX'  =  <p, 

les  triangles  rectangles  MPP',  PP'G,  OP'Q'  donneront 

MP  =  /  sin  0,       PP'  =  ^'  cos  0 ,       GP'  =  PF  sin  tf , 
PG  =  PP'  cos  <j> ,    OQ'  =  x'  cos  ^ ,      P'  Q'  =  a'  sin  <j>. 

Commeona 

X  =  OQ'—GP',     y  =  P'Q'-+-  GP,     z  =  MP, 

si  Ton  remplace  ces  lignes  par  leurs  valeurs,  et  si  Ton 

ajoutc  les  constantesy,  ^,  /i,  on  retrouvera  les  formules  (9). 

Remarque.  — Dans  le  probleme  du  n?  365,  lorsque  le 

plan  secant  est  donne  par  son  equation ,  on  commence  par 
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calculer  les  angles  (feiO,  ce  qui  est  facile;  car,  si 

Ax -4- B^ -H  Cz -f- D  r=  o 

est  requation  du  plan,  en  faisant  z=:  o,  on  aura,  pou|* 
pelle  de  sa  trace  sur  XY, 

Ax  -H  B/  +  D  =  o ,     d'o6     taqg  y  =  —  — - , 

B 

et ,  par  les  formules  du  n^  356 , 

C 


CQSO  =: 


V^A'-hB'-hC 

Si  le  plan  secant  etait  perpendiculaire  au  plan  XY,  I'an^ 
^le  9  serait  droit,  et  les  formules  (9)  deviendraicnt 

Les  formules  qui  servent  a  rapporter  une  surface  a  de 
nouveaux  axes  etant  lineaires ,  il  en  resulte  que  le  degre 
d'une  equation  algebrique  a  trois  variables  ne  change  point 
par  la  transformation  des  coordonnees.  Cette  remarque 
conduit  a  classer  les  surfaces  algebriques  d^apr^s  le  degr^ 
de  leur  equation.  Ainsi  une  surface  sera  du  premier,  du 
deuxieme ,  etc.,  degre,  suivant  que  Tequation  qui  la  re- 
pr^sentera  sera  elle-m&me  du  premier,  du  deuxieme,  etc., 
degre.  On  dit  aussi ,  surface  du  premier,  du  deuxieme ,  etc. , 
ordre. 

366.  Une  surface  du  degre  m  ne  peut  pas  elre  cQupee 
par  un  plan  suii^ant  une  ligfie  d'ordre  superieur  am.  — 
En  effet,  si  Ton  prend  le  plan  seci^nt  pour  celui  des  xy 
par  exemple,  ot\  obtiendra  requation  de  F intersection  en 
faisant  z  =  o  dans  celle  de  la  surface  rapportee  aux  nour 
yeaux  axes.  Le  degre  de  Tintersection  sera  done  en  general 
egal  a  m.  II  pourra  etre  moindre  que  m  dans  quelques  cas 
particuliers ,  car  Thyppth^se  z  =  o  peut  faire  disparaitre 
tous  les  termes  du  degre  m.  II  est  meme  possible  que  toua 
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les  iqrmes  de  Tequaiion  disparaissent :  alors  le  plan  z=zo 
faitpartiede  la  surface  consid^ree ,  et  I'^uation  de  cetle 
demiire  se  decompose  en  facteurs. 

367.  Une  surface  du  degri  m  ne  peut  etre  rencontree 
par  une  droite  en  plus  de  m  points, — En  eifet,  si  Ton  prend 
la  droite  donn^e  pour  axe  des  x ,  et  si  Ton  fait  alors y  =  o , 
z  =  o  dans  Tequation  de  la  surface ,  on  aura  une  equation 
qui  sera  au  plus  du  degre  m ,  et  qui  donnera ,  pour  valeurs 
de  X ,  les  distances  de  Torigine  aux  difiercnts  points  d^n- 
tersection  de  la  surface  avec  la  droite  \  done  la  proposition 
enoncee  est  vraie. 

II  peut  arriver  que  les  hypotheses  ^  =  o,  z  =  o  veri-.* 
iient  r^uation,  independamment  de  toute  valeur  attri- 
buee  a  x;  dans  ce  cas,  la  droite  est  tout  enti^re  sur  la  sur-p 
face. 
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CHAPITRE   SIXIEME. 

SURFACES  DU  SECOND  DEGRE. 


ELLES  SE  DIVISENT  EN  DEUX  CLASSES  :  LES  UNES  OUT  UN 
CENTRE,  LES  AUTRES  n'eN  ONT  PAS.  COORDONN^ES  DU 
CENTRE. 

368.  On  nomine  centre  (Tune  surface  un  point  tel, 
que  toute  secante  passant  par  ce  point  a  ses  points  de 
rencontre  avee  la  surface  a  eg^le  distance  deux  <i  deux  du 
premier, 

II  resulte  de  cette  definition  que  si  Vorigine  des  coor- 
donnees  est  placee  an  centre  d'une  surface  quelconque , 
V equation  de  cette  surface  ne  doit  pas  changer  en  y  rem- 
placant  x ,  y,  z  par  —  x ,  —  y,  —  z.  —  En  eifet ,  consid^- 
rons  une  secante  menee  arbitrairement  par  le  centre  O 
(fig*  187) ,  elle  coupera  la  surface  en  des  points  qui  seront 
deux  a  deux  equidistants  du  point  O,  Soient  M  et  M'  deux 
de  ces  points^  menons  les  coordonnees  MP,  M'P'  paralleles 
a  TaxeOZ;  PQ,  P'Q'  paralleles  a  Taxe  OY5  puis  joignons 
OP  et  OF.  Les  trois  points  P,  O ,  P'  seront  en  Hgne  droite; 
par  suite,  les  triangles  MOP,  M'OP'  seront  egaux.  Cela 
prouve  d'abord  que  les  coordonnees  z  des  points  M  et  M'  son  t 
egales  et  de  signea  concraires ,  puisque  OP  et  OP'  sont  ^gales. 
Les  triangles  POQ,  P'OQ'  sont  egaux,  il  en  resulte  que  les 
coordonnees  j:  et  ;^  du  point  M  sont  egales  et  de  signes 
contraires  a  celles  du  point  M'.  On  voit  alors  que ,  s'il  y  a 
sur  la  surface  un  point  dont  les  coordonnees  soient  x\y\  z\ 
il  se  trouve  necessairement  sur  cette  surface  un  second 
point  dont  les  coordonnees  sont  —  jc',  — y\  —  z'»  Par  con- 
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s^uent,  Tequation  de  la  surface  ne  doit  pas  changer  en  y 
rempla^ant  x^y^z  par  —  x^  — y,  —  z. 

R^ciproqiiement ,  si  f  equation  de  la  surface  n'est  pas 
dlterecy  lorsquon  y  change  x,  y,  z  en  — x,  — y,  — z, 
Vorigine  des  coordonnees  est  un  centre  de  la  surface,  — 
En  effet,  les  coordonnees  d'un  point  quelconque  M  de  la 
surfsice  etant,  par  exemple,  x',  y',  z\  il  existe  un  second 
point  M'  qui  a  pour  coordonnees  — x'^  — y\  — z^  \  me- 
nons  MP,  M'P'  paralleles  a  OZ5  PQ,  P'Q'  parables  a 
OY,  ct  tragons  les  droites  OP,  OP',  OM,  CM',  11  est  vi- 
sible que  les  triangles  PQO,  P'Q'O  sont  egaux^  d'ou  I'on 
coDclut  que  OP=OP'et  que  POP'  est  une  ligne  droite. 
Alors  les  triangles  MOP,  M'OP'  etant  aussi  egaux,  il  en' 
resulte  que  OM  =  OM'  et  que  MOM'  est  une  ligne  droite. 
Done  Foriginc  est  un  centre. 

Ainsi ,  pour  que  Vorigine  des  coordonnees  soil  le  centre 
d*une  surface  algcbrique  ou  Iranscendanle ,  il  faul  et  il 
sujffit  que  F equation  de  cette  surface  ne  soit  pas  alteree, 
lorsqu^ony  remplace  x ,  y,  z  par  —  x,  —  y,  —  z. 

Quand  Tequation  proposee  est  algebrique,  la  condition 
que  nous  venons  d'enoncer  revient  a  celle-ci :  Pour  que 
Vorigine  des  coordonnees  soit  le  centre  d'une  surface  alge- 
brique y  ilfaut  et  il  sujffit  que  les  termes  de  P equation  soient 
tons  de/legre  pair,  ou  tons  d<i  degre  impair  par  rapport 
aux  "vanables,  Dans  le  second  cas,  il  ne  doit  pas  exister  de 
terme  in  dependant. 

Remarque*  —  L' equation  est,  bien  entendu,  preparee 
de  maniere  que  Tun  de  ses  membres  soit  nul ,  et  que  I'autre 
membre  soit  une  fonction  entiere  des  coordonnees. 

369.  11  resulte  de  ce  qui  precede,  que  le  centre  d'une 
surface  algebrique  de  degre  impair  est  situe  sur  la  surface^ 
puisqu'en  y  transportant  Torigine,  I'equation  de  la  surface 
n'ayant  plus  de  terme   independant  des  variables ,  cette 
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equation  sera  verifiee  par  les  coordonnees  du  centre 

x  =  o,     /  =  o,     z=:o. 

Le  centre  d^une  surface  de  degr^  pair  peut  ^tre  situe  ou 
non  situe  sur  la  surface. 

370.  Maintenant,  soit 

Tequation  d'une  surface  algebrique  rapporlee  a  des  axes 
quelconques.  Pour  reconnaitre  si  elle  admet  un  centre, 
il  faut  transporter  les  axes  parall&lement  k  eux-m^mes 
en  un  point  indetermine  (a:',  y\  z^) ,  en  mettant  dans 
F(a:,y,  ^)=o,  x-{'X\  y-hj'^  z-^z'  a  la  place  de 
x^jy  z\  ensuite ,  ^galer  a  zero  les  coefficients  de  tous  les 
termes  ou  la  somme  des  exposants  n'est  pas  de  m^me  parite 
que  le  degre  de  T^uation ,  et  voir  si  Ton  peut  satisfaire  a 
ces  conditions  par  des  valeurs  reelles  et  finies  des  coordon- 
nees jc',  y' ^  z'^  qui  alors  donneront  la  nouvelle  origine 
pour  le  centre  demande. 

371.  Appliquons  ces  principes  aux  surfaces  du  second 
degre  qui  sont  toutes  comprises  dans  T equation  generate 

^^^  (  4-2Cx+2C'7-h2C"2;-+-E=  o. 

Si  Ton  transporte  les  axes  parallelement  a  eux-m6mes ,  en 
remplagant  x  par  x-\-x\  y  par  y-^y^t  ^  par  ^  ■+"  -^S  1'^^ 
quation  propos^e  deviendra 

I       Ax*-f-AV-+- A"z^-|-2B/a-h2B'j:z-}-2B"arj 

en  faisant,  pour  abreger, 

C,  =Ax'-|-B'z'4-B"/-HC, 
C,  =  Ay  -f-  B  z'  -}-  B"  jr'-f-  C, 
C,  =  A"z'+  B/  -}-  B'x' -h  C", 
E,  =  Ax'»4-  Ay  +  AV-h  2  B>-'  s'  4-  2  B'x'  z' 
2  B" xy  -+■  2  G;c'  +  2  C'/  -h  2  Q"  z'  -h  K. 
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Pour  que  la  nouvelle  origine  soil  un  centre,  i\  faut  el  il 
suffit  (370)  que  Ton  ait 

ce  qui  conduit  aux  Equations 

Ay  +B'a'-f.BV-+-C  =o, 
(3)  {Ay +Bz'+B''y-f-C'=:o, 

A"«'-hBy-f-B'x'  4-C''=:o. 

Ces  equations,  qui  determinent  les  coordonnees  du  centre , 
s'obtiennent  ^videmment  en  egalant  a  zero  les  derivees  du 
premier  membre  de  I'^uation  (i) ,  prises  par  rapport  a  x, 
4  /  et  a  js  ,  et  en  rempla9ant  ces  variables  par  x\j\  z'.  En 
r^solvant  les  ^nations  (3) ,  on  a  des  valeurs  de  la  forme 


X--, 

,      N" 

dans  l«squelles 

D  =  AB'  +  A'  B'^  +  A"  B"'  —  AA'A^'  —  2  BB'  B", 
N  =  C  ( A'A"  -  B»)  4-  C  (BB'  —  B"A")  -h  C"  (BB"  —  B'A'), 
N'  =  C ( AA"  —  B'»)  +  ^(B'  B"  —  BA)  4-  C  (BB'  —  B"A" ), 
N"==  C"  (AA"  —  B''»)  -h  C  (BB"  —  B' A')  4-  C'(B'B"— BA), 

II  peut  se  presenter  trois  cas  : 

1**.  Si  le  denominaleur  D  est  different  de  zero,  les  Ta- 
leurs  de  x',  y',  ^' sont  reelles  et  finies;  par  consequent, 
la  surface  representee  par  Fequation  (i)  admet  un  centre 
unique^ 

a^.  Si  le  d^nominateur  D  est  nul ,  et  que  les  trois  nume- 
rateurs  ne  soient  pas  nuls  h  la  fois,  Tune  au  moins  des 
coordonnees  du  centre  est  infinie;  alors  la  surface  repre- 
sentee par  requalion  (i)  n'a  pas  de  centra ^ 

3**.  Si  le  denominateur  D  et  les  trois  numerateurs  N, 
N',  N"  sont  nuls  en  m^me  temps,  les  valeurs  de  x\  jr\  z' 
se  presentent  sous  la  forme  f ;  par  suite,  les  equations  (3) 
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se  reduisent  a  deux  equations  distinclcs,  ou  meme  a  une 
seule,  et  alors  la  surface  admet  une  infinite  fie  centres, 

372.  Lorsque  le  syslime  (3)  se  reduira  a  deux  equa- 
tions distinctes,  ce  qui  arrivera  si  les  valeursde  ,r'  et  y'y 
tirees  des  deux  pi^mieres  par  cxemple,  verifient  la  troi- 
sieme,  quel  que  soit  z'^  on  en  conclura  qu'il  existe  une 
infinite  de  centres,  situes  tons  sur  la  droite  AB  [fig*  i88) 
representee  par  I'ensemble  de  ces  deux  memcs  premieres 
equations;  et,  dans  ce  cas,  la  surface  sera  necessairement 
un  cylindre  a  base  eWptique  ou  hyperboUque. 

En  efTet ,  soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface  re- 
presentee par  Fequation  (i).  Joignons  le  point  M  aux  diffe- 
rents  points  G,  G^  etc.,  de  AB,  et  prolongeons  les  lignes 
en  ,N ,  N',  etc.,  de  maniere  que 

MG  =  GN,     MG'  =  G'  N', . . . ; 

les  points  N,  N',  etc.,  seront  sur  une  droite  parallele  a 
AB,  et  cette  droite  sera  visiblement  lout  entiere  sur  la  sur- 
face dont  il  s'agit.  En  joignant  de  m^me  un  point  quel- 
conque N  de  NN^'  aux  differents  points  G,  G',  etc.,  de  AB  et 
en  prolongeant  ces  lignes  de  quantites  egales,  les  points 
M,  M',  etc.,  ainsi  determines,  appartiendront  a  une  seconde 
droite  parallMe  a  AB  et  qui  sera  tout  entiere  sur  la  sur- 
face. II  resulte  de  la  que  tout  plan  mene  par  AB  coupe  la  sur- 
face (i)  sulvant  deux  droites  paralleles  a  AB  et  qui  en  sont 
equidistantes.  La  surface  que  nous  considerons  est  done  un 
cylindre  dont  les  generatrices  sont  paralleles  a  AB.  Nous 
ajoutons  que  la  base  de  ce  cylindre  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole;  car  si  Ton  mene  par  un  point  quelconque  G  de 
la  ligne  AB  un  plan  qui  ne  la  contienne  pas,  ce  plan  cou- 
pera  la  surface  suivant  une  courbe  du  second  degre  qui  aura 
visiblement  le  point  G  pour  centre. 

373.  Qiiand  les  equations  (3)  se  reduiront  a  une  seule, 
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ce  qu'on  reconnaitra  en  voyant  si  la  valeiir  de  x\  tirte  de  la 
premiere  par  exemple,  verifie  les  deux  autres,  quels  que 
soient  y'  et  2',  on  en  conclura  qu'il  existe  une  infinite  de 
centres  situes  tous  dans  le  plan  P  determine  par  la  pre- 
miere equation  5  et  alors  la  surface  representee  par  Fequa- 
tion  (i)  sera  formee  de  deux  plans  paralleles  a  P.  En  effet, 
soit  M  (fig-  189)  un  point  quelconque  de  la  surface  (i), 
joignons  ce  point  aux  diflerents  points  G,  G',  G'',  etc.,  du 
plan  P,  et  prolongeons  les  droiies  MG,  MG',  MG",  etc.,  de 
longueurs  egales  GN,  G'N\  G"N^',  etc.;  les  points  N,  N', 
IS"^  etc.,  seront  dans  un  plan  S  parall^le  a  P.  et  ce  plan 
fera  partie  de  la  surface  (i).  En  joignant  de  m^me  un  point 
quelconque Ndu plan  S  aux  differents  points  G,  G',  G",  etc., 
du  plan  P,  et  en  prolongcaut  de  quantites  egales  les  droitcs 
NG,  NG',  NG'',  etc.,  les  points  M,  M',  M",  etc.,  ainsi  ob- 
tenus,  seront  sur  un  second  plan  S'  parallMe  au  plan  P, 
et  qui  fera  partie  de  la  surface  que  represente  Tequation  (i). 
Nous  disons  de  plus  que  cette  surface  n'a  aucun  point  situ^ 
hors  des  plans  S  et  S' ;  car,  s'il  en  existait  un,  en  menant 
par  ce  point  une  droite  coupant  les  plans  S  et  S',  cette 
droite  rencontrerait  la  surface  en  trois  points,  sans  y  ^tre 
contenue  tout  enti&re,  ce  qui  est  impossible.  II  est  done 
prouve  que  r^quation  (1)  represente  deux  plans  paralleles  a 
.celui  qui  contient  les  centres,  et  a  des  distances  egales  de 
ce  dernier. 

Des  plans  diametraux. 

374.  On  nomme  plan  diametral  d'une  surface  un  plan 
qui  passe  par  les  milieux  d'une  suite  de  cordes  paralleles  a 
une  meme  direction.  Nous  allons.  faire  voir  que,  dans  une 
surface  du  second  degre ,  il  existe  un  plan  diametral  pour 
cbaque  systime  de  cordes  paralleles  •,  nous  exposerons  en 
mftme  temps  la  marche  a  suivre  pour  trouver  son  equa- 
tion. 


't- 
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Soit 

-4- 2  C  4? -+- 2  C  J  4- 2  C"  z -h  E  =  o , 

on,  pour  simplifier, 

(i)  F{x,y,z)=io 

r^quation  d'une  surface  du  second  degre.  Supposons  que 

Solent  les  equations  d'une  droite,  menee  par  Torigine^ 
parall^lement  aux  cordes  que  nous  considerons.  Si  Ton 
designe  par  x',  j^',  «'  les  coordonnees  du  milieu  de  cette 
corde,  et  si  Ton  transporte  les  axes  parallelement  a  eux-> 
m^mes,  de  mani^re  que  Fongine  soit  en  ce  point  milieu, 
r^uation  de  la  surface  dcviendra 

(2)  F  (a?  +  jt',  y-h  y\  Z'^z')=  o, 

et  celles  de  la  corde  dont  il  s^agit,  seront 

(3)  xr^mz^     y:=Lnz. 

En  eljminant  x  et  j^enire  les  equations  (2)  et  (3),  1  equa- 
tion du  second  degre  en  z 

(4)  ^  F(m2-4-a:',  /I2H- J*',  «-h2')  =  o, 

a  laquelle  on  parvient,  aura  pour  racines  les  coordonnees  z 
des  points  d' intersection  de  la  surface  et  de  la  corde,  et 
comme  ces  coordonnees  sont  egales  et  de  signes  contraires^ 
Fequation  (4)  ne  doit  pas  contenir  la  premiere  puissance  de 
z.  Alors  en  egalant  i  zero  le  coefficient  du  terme  du  premier 
degre  dans  cette  equation ,  on  obtiendra  une  equation  en 
x*^y^  z'y  m^  n  qui  sera  celle  du  lieu  geometrique  des  mi- 
lieux des  cordes  paralliles  a  la  direction  donnee.  En  faisant 
le  calcul,  qui  ne  pr^sente  aucune  difficulte,  on  trouve  que 
cette  equation  est 

(A/w  4- B'-h  B"/i)  ar'+ (A'/H- B -h  B" //i) 7' 
-+-(A'^-|-B/?4-B'm}z'-hC/«  ^-C'/H-C  =  0, 
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ou ,  en  otant  les  accents  ^ 

I       {Am  H-  B'  -f-  B"/i)  a:  -+-  ( A'/i  -f-  B  -+-  B"  m)y 
\  +(A"4-B/i-+-B'/y<)z4-C//2-+-C'/i-hC"=o. 

Les  variables  x,  y^  z  etant  a  la  premiere  puissance ,  cetle 
derniere  equation  represente  un  plan ,  comme  on  Tavait  dit 
en  commenfant. 

Nous  devons  faire  remarquer  que  le  coeflScient  de  a:  est  la 
derivee  relative  a  cetle  variable  des  termes  du  second  degre 
qui  en t rent  dans  (i),  derivee  ou  Ton  remplacerait  a:,  y,  z 
par  m ,  /}  et  I .  Une  composition  semblable  a  lieu  pour  les 
coefficients  de  y  et  de  z. 

375.  L'equation  du  plan  diametral  peut  etre  ecrite  de  la 
maniere  suivante  : 

I(A  a:  4- B'z  +  BV -I- C  )/» 
-f-(A'7  4-Bz  H-B"x-+.C')« 
4-  (A"z-f-  B  J  -+-  B'  X  -f-  C")  =  o. 

Sous  ceite  forme  on  voit  qu'elle  est  satisfaitc,  quels  que 
soient  111  et  n ,  quand  on  a  en  m^me  temps 

IA  X  4-  B'2  -h  B'>  -h  C  =  o, 
A>  -I-  B  z  -+-  B"x  -+-  C'=  o, 
K"z  -f-  Bj  -h  B'x  +  C'=  o . 

Or,  ces  dernieres  equations  etant  celles  qui  determinent  les 
coordonnees  du  centre ,  il  en  resulte  que ,  dans  les  surfaces 
douees  d'un  centre ,  tous  les  plans  diametraux  passent  par 
ce  point.  II  est  facile  de  prouver  que ,  reciproquement,  tout 
plan  qui  passe  par  le  centre  est  un  plan  diametral. 

Dans  les  surfaces  depourvues  de  centre,  les  equations  (7) 
repr^sentent  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  point  situe  a 
Tinfini.  Lorsque  deux  de  ces  plans  se  rencontrent,  leur 'in- 
tersection est  parall^le  au  troisieme  \  par  suite ,  ils  sont  pa- 
ralleles  a  une  m6me  droitc :  autrement ,  ils  sont  paralleles  a 
un  meme  plan. 

34 
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Dans  le  premier  cas,  si  Ton  designe  par  D  la  droite  a  la- 
quelle  les  plans  (7)  sont  paralliles,  tous  les  plans  diame- 
traux  seront  paralleles  a  cette  droite. 

Eneffet,  les  valeurs  de  x,  j^,  is,  qui  satisfont  a  Tequa- 
tion  (6)  et  a  deux  quelconques  des  equations  (7),  sont  infi- 
nies,  puisque  s'il  n'en  etail  pas  ainsi,  les  equations  (7) 
admettraient  des  valeurs  finies  pour  x^  y^  z.h%  plan  (6) 
est  done  parallele  a  la  droite  D  representee  par  deux  des 
Equations  (7). 

Si  les  plans  (7)  sont  paralliles ,  tous  les  plans  (6)  le  sont 
aussi  •,  car  les  coefficients  des  variables  x^  y^  z  sont  propor- 
tionnels  dans  les  equations  (6)  et  (7). 

Remarque,  —  Dans  une  surface  quelconque 

F(ar,j,z)  =  o, 

si  Ton  imagine  une  suite  de  cordes  toutes  paralUles  a  une 
m^me  direction,  et  qu'on  prenne  les  milieux  de  ces  lignes, 
le  lieu  geometrique  de  ces  points  formera  ce  qu'on  appelle 
une  surface  diametrale,  Elle  aurait  plusieurs  nappes,  si 
chacune  des  droites  paralleles  avait  plus  de  deux  points 
communs  avec  la  surface  proposee;  et  comme  le  nombre  de 
ces  points  egale,  en  general,  le  degre  m  de  Tequation 

F(x,j,a)=ro, 

leurs  combinaisons  deux  a  deux  deterraineront  sur  une 

meme  droile  ind^finie,  — cordes  differenies,  dont 

les  milieux  sont  en  meme  nombre.  Par  consequent,  le  degre 
de  la  surface  diametrale  aura  generalement  pour  valeur 
m  (m  — i) 
2 
Pour  les  surfaces  du  second  ordre ,  ou  m  =  2 ,  les  sur- 
aces  diam^trales  ne  peuvent  ^tre  que  des  plans.  Cette  con- 
sequence s'accorde  d'ailleurs  avec  ce  qui  precede. 
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Des  plans  principaux. 

376.  On  uomme  plaji  principal  na  plau  diametral  qui 
i3St  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parlies 
egales^  celles-ci  sont  appelees  cordes  principales.  Nous 
allons  d^montrer  que,  dans  toute  surface  du  second  degre, 
il  cxiste  au  moins  un  plan  principal. 

Soil 

(  -h  2B"x/4-  2Cjr-f-2C>-1-  2C"2-hE=rO 

Tequation  d'une  surface  du  second  degre,  rapporlee  par 
hypotliese  a  des  axes  rectangulaires. 
Soient 

(2)  j"  =  ""' 

\y  =  ,iz 

les  equations  d'unc  droiti*  quelconque.  On  sail  que  le  plan 
diametral  correspondant  a  pour  equation 

I        (A/?i  +  B'-f-B"/i)j:-H(A'/i-f-B  +  B"w)j 
I  +  (A"+ B// -f  B'/w)z  4- C/;i  4- C'« -h  C"=:  o. 

Les  conditions  de  perpendlcularite  de  la  droile  (2 )  et  du 
plan  (3)  sont  (353) 

A"-|-  B/H-  B'/7i  ~  '"'        A"H-B/i-hB'/K  ~"  "' 
ou 

(4)  I 

^^^  ^  A"-|-B;2-+-B'/« 

design  ant  par  s  la  valeur  commune  de  c^s  rapports,  011 

obti^nt 

/  (A— ;y)OT4-B"/i4"B'=o, 

(5)  |B"/w-f-(A'— j)rt4-B  =  o, 

{  B'w-i-Bn-4-(A"  — tf)  =  o. 

34. 
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L'^limination  de  m  el  de  n  entre  ces  trois  equations  con- 
chiit  a 

(,  — A)(5  — A')(J  — A")  — B»(f  — A)— B'«(*--A'} 

—  B"»(f  —  A'')  —  2  BB'B*'=  o; 
ou  bien ,  en  developpant , 

/  ,3_  (A-f-A'+A'O  *'-h  (AA'— B'^'-f-  AA"~B'»-f-  A'A"-B»f» 
I  -h  ( AB'-h  A'  B'»4-  A"  B'^'—  AA'  A"—  2  BB'  B")  =  o. 
Celte  Equation  etant  du  troisieme  degr^,  admettra  toujours 
une  racine  r^elle,  a  laquelle  corre^pondront  des  valeurs 
r^elles  de  m  el  de  n^  qu'on  saura  tirer  de  deux  quelconques 
des  equations  (5).  Par  consequent,  dans  toute  surface  du 
second  degre ,  il  existe  au  moins  uii  plan  principal.  L' Equa- 
tion de  ce  plan  est 

s ( mx H-/?)^-f-z)-f-C/w  -f-C'/i  -f-C"=  o, 

puisque  ctacun  des  rapports  (4)  ^  pour  valeur  s. 

L'exislence  d'un  plan  principal  se  trouve  ainsi  demontree 
pour  tons  les  cas.  Toutefois,  la  proposition  comporte  des 
developpements  qui  se  deduiront  aisement  des  considera- 
tions qui  vont  suivre.  Nous  devons  faire  remarquer  imme- 
diatement  que  le  plan  principal  qui  vient  d'etre  obtenu  peut 
elre  situe  a  une  distance  infinie  de  Torigine  des  coordon- 
nees;  mais  ce  cas  n'a  lieu  que  pour  les  surfaces  depourvues 
de  centre ,  tous  les  plans  diam^traux  passant  par  ce  dernier 
point  dans  les  autres  surfaces. 

SIMPLIFICATIOMS  DE  l'^QUATION   GiW^RALE  DES  SURFACES  DU 
SECOND  DEGR^  PAR  LA  TRANSFORMATION  DES  COORDONN^ES. 

Surfaces  donees  d'un  centre. 

377.  Une  surface  du  second  degre  douee  d'un  centre, 
quand  on  la  rapporte  a  trois  axes  rectangulaires ,  est  repre- 
sentee par  une  equation  de  la  forme  - 

I        Ax'-f- A'/'-}- A"z»-^2B7z-h2B'A-z-f-2B"a:jr 
^ -I- 2Cjc -I- 2C'jr-i- zC"a -h  E  =  o. 
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On  fait  d^abord  disparaitre  les  lermes  du  premier  degre , 
en  transposanl  les  axes  parallelement  a  eux-m^mes  au 
centre  de  la  surface  ou  a  Tun  de  ses  centres ,  si  elle  en  a  une 
infinite.  Les  termes  du  second  degre  ne  sont  pas  alteres , 
mais  le  terme  independant  change  de  valeur  ;  on  a  alors  une 
jB^uation  de  la  forme 

A  j:'  -f-  A' j'  4-  A"  z»  -|-  2  B  ^'a  -h  2  B'  Jtz  -f  2  B"  xy 
-f-  2Ca:-f-  2C'v4-  2C"z  -f-  E,  =  0. 

Nous  efiectuerons  une  seconde  simplification  en  prenant 
trois  nouveaux  axes  rectangulaires  ayant  m^me  origine  que 
les  precedents,  et  tels,  que  le  nouveau  planXY  coincide  avec 
le  plan  principal  dont  nous  avons  reconnu  Texistence  (376). 
U  est  visible  que  la  nouvelle  equation  de  la  surface  doit  ^tre 
telle,  que  les  deux  valeurs  de  z,  que  Ton  en  deduit,  soient 
egales  etde  signes  contraires ;  d^ou  il  resulte  que  cette  Equa- 
tion ne  contiendra  pas  les  rectangles  xz  eiyz,  Enfin,  on 
debarrassera  Fequation  du  troisieme  rectangle  xy^  si  Poti 
fait  toumer  les  axes  des  x  et  des  j  dans  leur  plan,  en  les  lais- 
sant  rectangulaires ,  par  les  formules  connues 


X 

—  X' 

COSOt) 

—  x 

sinu, 

X 

—  x' 

sin  o> 

-^y 

COSb), 

qui 

conduiront 

a 

tang 

2w  = 

2B' 

'/ 

A 

T7' 

Cette  valeur  etant  r^elle  et  toujours  admissible ,  on  en  con- 
clut  que  I'equation  de  la  surface  dont  il  s'agit  peut  ^tre 
ramen^e  a  la  forme 

(3)  Pa:»4-  PV+  P"«'=  H, 

x^  j^  z  etant  des  coordonnees  rectangulaires.  Cette  equa- 
tion comprend  toutes  les  surfaces  qui  ont  un  centre  ou  une 
infinite  de  centres. 

378.  On  peut  reconnaitre  qu'il  existe  une  infinite  de  sysr^ 
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teiues  d'axes  obliques  pour  lesquels  1' equation  d'une  surface 
k  centre  conserve  la  forme 

En  effet ,  si  Ton  prend  irois  axes  quelconques  passant  par 
le  centre  de  la  surface,  I'equation  ne  contiendra  pas  de 
termes  du  premier  degre;  de  plus,  si  Ton  fait  coincider 
Faxe  des  z  avec  la  direction  des  cordes  que  le  plan  XY  di- 
yise  en  parties  ^gales ,  il  est  clair  que  les  rectangles  xz  etyz 
disparaitront.  Enfin ,  on  fera  evanouir  le  dernier  rectan- 
gle xy,  par  un  deplacement  convenable  des  axes  des  x  et 
des  y  dans  leur  plan.  Quand  I'equation  d'une  surface  a 
centre  est  ainsi  r^uite,  les  irois  plans  coordonnes  formenl 
un  systeme  de  plans  diametvaux  conjugues y  le  plan  qui 
eontient  deux  quelconques  des  axes  divise  en  deux  parties 
egales  les  cordes  paralleles  au  troisieme  axe,  puisque  cha- 
que  hypothese  faite  sur  x  el  y  par  exemple ,  donne  pour  z 
deux  valeurs  egales  et  de  signes  contraires. 

Surfaces  depowvucs  de  centre. 
379.  Reprenons  I  equation  gencrale 

et  supposons  qu  elle  represente  une  surface  depourvuc  de 
centre,  rapportee  a  des  axes  rectangulaires. 

On  sait  que  tous  les  plans  diametraux  sont  paralleles  a 
une  m^me  droite  ou  sont  paralleles  entre  eux,  ce  dernier 
cas  etant  compris  dans  le  premier.  Or,  si  Ton  prend  pour 
axe  des  x  la  direction  de  la  droite  a  laquelle  sont  paralleles 
les  plans  diametraux  de  la  surface  dont  il  s'agit,  I'equation 
de  cette  surface  ne  contiendra  ni  le  carre  ,r',  ni  les  rectan- 
gles xy  et  xz.  En  effet,  si  Ton  egale  a  zero  les  derivees  du 
premier  membre  de  I'equation  proposee  par  rapport  k  x^^y 


SURFACES    DU    SECOND    DEGR^.  SlJ 

el  z  ^  on  obtiendra 

iA  j:  H-  B'  8  +  B'>  -^  C  =  o, 
A'jrH-  Bz  H-  B"j;  -f-  C  =  o, 
A"z  4-  B7  4-  B'a:  -h  C"  =  o. 

Ces  Equations  devant  representer  trois  plans  pa  ratifies  a 
Taxe  des  a:,  chacune  d'elles  ne  peut  renfermer  que  les  varia- 
bles yelz'^  il  faut  alors  que  Ton  ait 

A  =  0,       B'rrso,       B'=rO. 

L' equation  de  la  surface  est  ainsi  ramenee  a  la  forme 

(3)  A'j'H-  A"z' -f-  2  B jz  4-  2 C x  4-  2  C>  -f-  2  C" 2S  -f-  E  =r  o. 

On  peut  ensuite  faire  disparaitre  le  rectangle  ^jk,  en  de- 
placant  dans  leur  plan  les  axes  des  y  et  des  z ,  ces  axes  res- 
tant  perpendiculaires.  Apres  cette  transformation,  Tequa- 
tion  de  la  surface  prend  la  forme 

(4)  A'7'4-A"z'4-2Cx4-  2C'7  4-  2C"z4-E  =  o. 

Enfin,  si  Ton  transporte  les  axes  paraUMement  a  eux- 
m^mes  en  un  point  choisi  convenablement,  op^ratioqi  facile 
a  executer,  on  fera  disparaitre  a  la  fois  les  termes  du  pre- 
mier degre  en  j^  et  z ,  et  le  terme  ind^pendant  des  varia^ 
bles.  L'equation  qui  nous  occupe  prendra  done,  en  defini- 
tive ,  la  forme 

P'7'4-P^5'=Qx. 

Cette  equation  simple,  dans  laquelle  jCj-j',  z  designent  des 
coordonnees  rectangulaires ,  renferme  touies  les  surfaces 
depourvues  de  centre. 

380.  La  forme  precedente  n*a  pas  lieu  seulemi^nt  pour 
des  axes  rectangulaires;  elle  existe  aussi  pour  une  infinite 
de  systemes  d'axes  obliques.  En  efTet,  si  Ton  prend  I'axe 
des  X  parallele  aux  plans  diametraux ,  quels  que  soient  les 
deux  autres  axes,  I'equalion  de  la  surface  ne  renfermer* 
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pas  les  termcs  en  a:*,  en  xy  et  en  xz.  Coinme  dans  le  cas 
des  coordonnees  rectangulaires ,  on  fera  disparaitre  le  rec- 
tangle yz  en  depla9ant  convenablement  dans  leur  plan  les 
axes  des  y  et  des  z.  Enfin,  on  iransportera  les  nouveaux 
axes  parallelement  a  eux-m^mes  pour  faire  evanouir  les 
termes  du  premier  degre  en  y  et  z  avec  le  terme  indepen- 
dant.  La  proposition  enone^e  se  trouve  ainsi  etablie. 

iQUATIOWS  LES  PLUS  SIMPLES  DE  l'sLLIPSOIDE  ,  DES  HYPER-*- 
BOLO'lDES  A  13NE  ET  A  DEUX  NAPPES,  DES  PARABOLOIDES 
ELLIPTIQUE  et  HYPERBOLIQUE  ,  DES  cdNES  ET  DES  CYLIKDRES. 
DU  SECOND  DEGR£. 

Discussion  des  surfaces  douees  d'un  centre. 

381 .  Les  surfaces  de  cette  classe  sont  toutes  renferm^es, 
comme  on  I'a  vu,  dans  Tequation 

(i)  P;r»+P'^»-f.P"z'=r  H, 

les  coordonnees  x  ^  y^  z  etant  rectangulaires*  EUes  pre- 
senteut  plusieurs  genres  distincts  que  nous  nous  proposons 
d'examiner.  Nous  supposerons  d'abord  qu'aucun  des  quatre 
coefficients  ne  soit  egal  a  zero ,  et  nous  regarderons  H  comme 
positif ,  ce  qui  est  permis  puisqu'on  peut  changer  les  signes 
de  tous  les  termes  de  1' equation. 

Ellipso'ide, —  Lorsque  P,  P',  P''  ont  le  meme  signe,  la 
surface  representee  par  Tequation  (i)  se  nomme  ellipso'ide. 
Si  ces  coefficients  sont  negatifs,  Tequation  (i)  n'admettant 
aucune  solution  reelle,  on  dit  qn'elle  represente  un  ellip- 
so'ide  imaginaire,  Supposons  done  P,  P',  P"  positifs.  Pour 
obtenir  les  points  ou  la  surface  rencontre  les  axes  coordon- 
nes,  on  egale  k  zero  deux  des  variables  x^  y^  z,  et  Ton 
obtient 

'==^\/l-  ^•=^v^-  •=*\/? 
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Posons 

et  remplafons  dans  (i)  P,  P',  P''  par  leurs  valeurs  lirees  de 
ces  relations  -,  nous  aurons ,  pour  I'equalion  de  la  surface , 

/    V  x*      r'      z' 

Les  distances  0A=  a,  OB  =  i,  OC  =  c  (fig*  igo)  sont 
les  demi-axes  de  la  surface;  par  consequent,  les  axes  sont 
AA'=  2 a,  BB'=  2  b,  CC=  ic.  Les  extremiies  A ,  A',  B,  B', 
C,  C  de  ces  derniires  lignes  sont  les  sommets  de  Tellipsoide. 

En  faisant  z  =  o  dans  Tequation  (a),  pour  avoir  la  sec- 
lion  de  la  surface  par  le  plan  des  jcy,  on  obtient 

equation  d'une  ellipse  ayant  pour  axes  2  a  et  2  b,  Les 
deux  autres  plans  coordonnes  coupent  aussi  la  surface  sui- 
vant  des  ellipses.  Ces  trois  courbes  sont  dites  sections  prin- 
cipales.  U  est  evident  que  les  plans  coupants  sont  des  plans 
principaux. 

382.  Les  sections  parall^les  au  plan  XY  sont  donnees  par 
deux  equations  de  la  forme 


rt'        b 


1 


et  Ton  voit  que  ce  sont  toujours  des  ellipses  semblables, 
puisque  leurs  axes,  qui  ont  pour  valeurs  2a  i/ i ^? 

f      /        ^'  ^ 

2  »  w  I ^)  conservent  entre  eux  un  rapport  constant  ^9 

quel  que  soit  /i.  Ces  ellipses  devenant  imagin aires  quand 
A  ]>  c^  il  en  resulte  que  la  surface  ne  s'elend  ni  au-dessu» 
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du  point  C,  ni  au-dessous  du  point  C.  On  arriverait  aux 
m&mes  consequences  pour  les  sections  parall^les  au  plan  XZ 
ou  au  plan  YZ.  L'ellipsoide  est  done  une  surface  fermec 
dans  tons  les  sens. 

383.  Lorsqu^on  suppose  egaux  deux  des  axes  de  Tellip- 
soide,  c'est-a-dire  quand  on  ecrit  a=ib  par  excmple,  I'equa- 
iion  (2)  devient 

<;^ 

alors  toutcs  les  sections  paralleles  au  plan  XY  sont  des  ccr- 
cles  qui  ont  leurs  centres  sur  I'axe  OZ ,  el  qui  sont  definis 
par  deux  equations  simultanees  lelles  que 


//,     ^^-f.j'=«' ^i~~j 


Ainsi  la  surface  est  de  revolution  autour  de  Taxe  OZ.  II 
est  visible  qu'on  pent  la  regarder  corame  engendree  par 
I'ellipse  CAC  tournant  autour  de  son  axe  CC  On  pent  dire 
aussi  qu'elle  est  produile  par  un  cercle  de  rayon  variable, 
dont  le  plan  reste  pa  rail  el  e  au  plan  X  Y,  et  dont  le  centre  se 
mcut  sur  Taxe  des  z. 

384.  Eniin ,  si  Ton  suppose  egaux  les  trois  axes  2a,  26, 
2  c,  I'equation  de  la  surface  se  reduit  a 

x'  +  j^^  -|-  z'  =  «% 

equation  qui  exprime  que  la  distance  dun  point  quelcon- 
que  de  la  surface  a  I'origine  est  constamment  egale  a  a.  II 
en  resulle  que  la  sphere  est  un  cas  particulier  de  I'ellip- 
soide. 

385,  Hjperboloide  a  une  nappe.  —  Lorsque  Tun  des 
coefficients  P,  P',  P'' est  negatif ,  et  que  les  deux  autres  sont 
positifs,  la  surface  representee  par  Tequalion  (i)  est  ce  qu'on 
appelle  un  h/yperholoidc  a  une  nappe,  Supposons  que  P  el 
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P   soient  positifs,  et  que  P"  soil  n^gatif ;  on  aura  I'^quation 

En  operant  comme  precedemment ,  les  points  ou  la  sur- 
face coupe  les  axes  sont  donnes  par  les  relations 


Posant 


Tequalion  de  la  surface  devient 

Si  Ton  prend  OA  =  OA'  =  a  (Jig*  191)  sur  Taxe  des  a:, 
OB  =  OB'  =  t  sur  Taxe  des  r ,  OC  =  OC=c  sur  I'axe 
des  2,  les  quatre  points  A,  A',  B,  B'  apparliendront  a  la 
surface 5  les  droites  AA',  BB',  CC^  sont  les  lorfgueurs  des 
axes  de  rhyperboloide.  Les  deux  premieres  qui  rencon- 
trent  la  surface  se  nomment  axes  reels ^  la  troisieme  est 
dile  axe  imaginaire.  Les  extremites  des  axes  reels  sont  les 
sommets  de  la  surface.  Chaque  plan  coordonne  est  un  plan 
principal  de  la  surface ,  et  coupe  cette  derniere  suivant  une 
courbe  appelee  section  pri/icipale.  La  section  determinee 
par  le  plan  des  xy  est  une  ellipse  ayant  pour  equation 

les  deux  autres  sections  principales  sont  des  hyperboles 
representees  dans  leurs  plans  par  les  equations 

386.  Les  sections  parallcles  au  plan  XY  sent  deCnics  par 
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les  equations  simullanees 


ces  couibes  sont  des  ellipses  toujours  semblables ,  puisque 
les  deux  axes  qui  s^obtiennent  en  posant  success! vemei it 
jr=o,  z  =  o,  conservenl  entre  eux  le  m^me  rapport, 
quel  que  soil  A.  Les  dimensions  de  ces  ellipses  augraenteut 
indefinimenl  avec  la  valeur  numerique  de  A  5  alors  la  plus 
petite  est  celle  qui  correspond  a  z  =  o  :  on  la  nommc 
ellipse  de  gorge ^  c'est  la  courbe  ABA'B'. 

387.  II  resulte  de  ce  qui  precede  que  la  surface  que  nous 
consid^rons  s^etend  a  I'infini,  et  n'est  formee  que  d'une 
seule  nappe  continue. 

388.  Lorsque  les  deux  axes  reels  2  a  et  2  fe  sont  egaux , 
Thyperboloide  est  de  revolution  autour  de  I'axe  imaginaire. 
Eneffet,  les  sections  determinees  par  des  plans  perpendi- 
culaires  a  cet  axe  sont  des  cercles  dont  il  contient  les  cen- 
tres. On  irouve  Tequation  de  la  meridienne  dans  le  plan  XZ 
en  faisant  j=^o  dans  Tequation  de  la  surface.  On  obtient 
Thyperbole 


=  I. 


389.  Hjperboloide  h  deux  nappes,  —  Lorsque  deux  des 
coefficients  P,  P',  P"  sont  negatifs,  et  que  le  troisieme  est 
positif,  la  surface  representee  par  Tequation  (i)  s^appelle 
hjperboloide  a  deux  nappes.  Nous  prendrons  P  positif^ 
P'  et  V"  n^gatifs.  La  surface  rencontre  les  axes  coordonnes 
aux  distances 


Posant 

'--h\/_p« 

1/"         n.        1/     "             hJ       ..        i, 

/    H              1^— 
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requatiou  de  la  surface  devient 

«)         s-?-:4=- 

Si  1*011  prend  OA  =  0A'=  a  {fig.  192)  sur  Taxe  des  x, 
OB  =  OB'  =  t  sur  Faxe  des  j,  OC  =OC  =  c  sur  Faxe 
des  z ,  les  points  A  ct  A'  appartiendront  a  la  surface ;  les 
droites  AA',  BB',  CC  sont  appel^es  les  longueurs  des  axes 
de  Fhyperboloide.  D'apres  les  valeurs  (a),  il  est  evident  que 
le  premier  est  le  seul  qui  rencontre  la  surface :  il  est  dit 
Vaxe  reel^  les  deux  autres  sont  les  axes  imaginaires ,  La 
surface  n'a  que  deux  sommets,  qui  sont  les  extremit^s  A  et 
A'  de  Faxe  reel.  Les  plans  coordonnes  sont  des  plans  prin- 
cipaux.  Les  plans  XZ  et  XY  rencontrent  la  surface  suivant 
des  hyperboles  qu'on  nomine  sections  piincipales.  On  au- 
rait  encore  des  hyperboles  si  les  plans  coupants  etaient  pa- 
r allies  a  ceux  que  nous  vcnons  de  designer.  Pour  des  plans 
secants  paralleles  a  YZ,  ou  perpendiculaires  a  Faxe  reel  OX, 
on  a 

y»       z'        h^ 
o^       c'        a^ 

ces  sections  sont  des  ellipses  semblables  entre  elles,  et 
qui  croissent  indefiniment  avec  la  valeur  absolue  de  h  ]  mais 
elles  deviennent  imaginaires  quand  A*  <^  a',  c'est-a-dire 
dans  Fintervalle  des  deux  sommets  reels  A  et  A'. 

390.  II  resulte  de  la  que  la  surface  dont  il  s'agit  est  com- 
posee  de  deux  nappes ^  indeOnies  chacune  dans  un  sens, 
mais  s^parees  par  un  intervalle  ou  il  n'existe  aucun  point 
de  cette  surface. 

Quand  les  deux  axes  imaginaires  2  c  et  26  sont  egaux, 
Fhyperboloide  est  de  revolution  autour  de  Faxe  reel ,  car  les 
sections  obtenues  pour  des  plans  x=  h  perpendiculaires  a 
cet  axe ,  sont  des  cercles  dont  il  contient  les  centres.  L'equa- 
lion  de  la  meridienne  dans  le  plan  XZ  s'obtient  en  faisant 
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j^=:  o  dans  requation  de  la  surface^  on  trouve  alors 


c'est  rhyperboloide  (AE,  AT). 

391 .  Cones  du  second  degre,  —  Pour  completer  la  dis- 
cussion des  surfaces  qui  ont  un  centre  unique,  nous  allous 
considerer  les  cas  particuliers  ou  il  y  a  des  termes  nuls  dans 
Tequalion  (i).  Soit  H  =  o  5  aucun  des  coefficients  P,  P',  P^' 
n*etaut  nul,  Tequation  (i)  se  reduit  a 

(i)  Px»-i-  P'7'-+-  P"z*  =  o. 

Si  P,  P',  P"  sont  de  m^me  signe,  I'equation  ne  peut  etre 
verifiee  par  d'autres  valeurs  reelles  que  :r  =  o,  j^  =  o, 
z  =  o\  done,  dans  ce  cas,  la  surface  se  reduit  a  un  point 
qui  est  rorigine  des  coordonnees.  On  a  une  variete  de  Tellip- 
soide.  Si  I'un  des  coefficients  P,  P',  P'^  est  de  signe  con- 
Iraire  aux  deux  autres,  Tequation  dont  il  s'agit  representera 
un  cdne  du  second  degre.  En  effet ,  soient 

( 2 )  X  :=:  mzy      y  -=  nz 

les  equations  d'une  droite  passant  par  I'origine^  en  elimi- 
nant  x^  y^  z  enlre  les  equations  (i)  et  ( 2),  on  obtient 

(3)  P/7i^-+-P'/i'4-P"  =  o. 

Quand  cette  equation  est  satisfaite,  la  droite  (2)  est  sur  la 
surface  (i)  •,  de  plus,  si  Ton  fait  varier  m  et  n  de  maniere 
que  la  meme  equation  ne  cessc  pas  d'avoir  lieu,  la  droite  (2) 
tournera  autour  de  I'origine  et  engendrera  la  surface.  On 
voit  par  la  que  I'equation  (i)  represente  un  cone  du  second 
degre,  surface  que  I'on  doit  regarder  comme  une  variete  de 
I'hyperboloide  a  une  nappe  ou  de  Thyperboloide  a  deux 
nappes.  11  est  permis  de  dire  que  c'est  un  hyperboloide  a 
une  nappe  dont  Tellipse  de  gorge  se  reduit  a  un  point ,  ou 
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un  liyperboloide  a  deux  nappes  dont  Faxe  reel  so  reduit  a 
zero. 

392.  Cylindre  elliptique  et  hjperbolique.  —  Supposons 
maintenant  que  I'un  des  coefficients,  P"  par  exemple,  soit 
nul  dans  I'equation 

Px'-hPy4-P''2'=  H;. 

nous  aurons  alors 

Px»  -f-  P'jr*  =  11. 

Cetle  equation,  ne  renfermant  que  deux  variables  x  ely^ 
epresente  (322)  un  cylindre  parallele  a  Taxe  des  z,  et 
donl  la  base  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  selon  que  P 
et  P'  sont  de  m^mc  signe  ou  de  signes  contraires.  Si  I'el- 
lipse  se  reduit  a  un  point,  la  surface  sc  reduit  a  Faxe  des  z, 
Dans  le  cas  ou  I'hyperbole  degenere  en  deux  droites  qui  se 
coupent,  la  surface  est  composee  dc  deux  plans  qui  se  ren- 
contrent. 

393.  Lorsqu'on  a  en  meme  teaips  P'  =  o,  P''  ==  o,  Te- 
quation  de  la  surface  devient 

Px'  =  H. 

Cette  derniere  represente  un  systeme  de  deux  plans  paral- 
leles,  qui  se  reduisent  a  un  seul  si  H  est  nul. 

Discussion  des  surfaces  depomvues  de  centre. 

394.  Les  surfaces  depourvucs  de  centre  sont  toutes  com- 
prises, comnie  on  Ta  vu.  dans  Fequaiion 

(i)  P'j'+P"z'  =  Qx, 

X,  _y,  z  designant  des  coordonnees  rectangulaires ,  et  le 
coefficient  Q  etant  different  de  zero.  Nous  supposerons  P' 
ci  P''  differents  de  zero.  On  pourra  rendre  P'  posilif,  s'il 
ne  Test  pas,  en  changeant  les  signes  de  tons  les  termes. 
Ensuile,  on  regardera  Q  commepositif*,  car  s'il  est  negatif, 
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il  suffira  de  changer  le  sens  dcs  x  positifs ,  ce  qui  se  fait  eu 
remplacant  x  par  —  x.  Puisque  P'  et  Q  peuvent  toujours 
etre  regardes  comme  positifs,  nous  n'aurons  a  examiner  que 
le  cas  ou  P"  est  positif,  et  celui  ou  il  est  uegatif. 

395.  Parabolo'ide  elliptique,  —  Lorsque  les  trois  coeffi- 
cients P',  P"  et  Q  sont  positifs,  la  surface  que  represente 
r equation  (i)  est  nommee  parabolo'ide  eWptique.  Cettc 
surface  ne  coupe  evidemment  les  axes  qu'a  I'origine  des 
coordonn^es*,  les  plans  XY  et  XZ  sont  des  plans  principaux; 
Faxe  des  x  est  dit  Yaxe  du  paraboloide.  Les  deux  paraboles 
AOA',  BOB'  {fig'  193),  determinees  par  les  deux  plans 
principaux,  sont  des  sections  principales ^  elles  ont  pour 
equations : 

z  =  o     et    y^:=z—x^ 

r  =  o    e.     .  =  %.. 

Si  Ton  d^signe  par  *ip  et  ip*  les  parametres  de  ces  para- 
boles, on  a 

portant  dans  Tequation  (i)  les  valeurs  de  P'  et  P'^,  lirees 
de  CCS  relations,  elle  prendra  la  forme 

(2)  —  +  -r=3  2X. 

P  P 

Les  sections  paralleles  au  plan  YZ,  ou  perpeudiculaires  a 
I'axe  OX,  sont  des  ellipses  representees  par 

(3)  x  =  /«     et     ~-h-7  =  2A: 

P        P 

on  voit  que  ce  sont  toujours  des  ellipses,  telles  que  ABA'B', 
semblables  entre  elles,  puisque  leurs  axes,  qui  s'obtiennent 
en  posant  successivement  2  =  o,  ;^  =  o  dans  requalion  (3), 
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conservent  un  rapport  ind^^pendant  de  h.  Ces  ellipses  aug- 
mentent  indefiniment  avee  h ,  tant  que  cette  qaamite  est 
positive;  mais  elles  deviendraient  imaginaires  si  h  etait 
negatif.  II  resulte  de  la  que  le  paraboloi'de  elliptique  est 
une  surface  compost  d'uiie  nappe  qui  s'etend  a  Finfini 
dans  un  seul  sens. 

Lorsque  p  ^=p\  les  ellipses  (3)  deviennent  des  cercles^ 
dont  les  centres  sont  situ^s  sur  Faxe  OX,  et  dont  les  plans 
sent  perpendiculaires  a  cette  droite;  par  consequent,  lepa- 
raboloide  est  de  revolution,  et  pent  6tre  engendr^  par  Tune 
des  demi-paraboles  OA  ou  OB. 

396.  Paraboloide  hyperholique^  —  Les  coefficients  P'  et 
Q  ^tant  positifs,  si  P''  est  negatif,  la  surface  que  repr^sente 
r^uation  ( i )  se  nomme  paraboloide  Ityperbolique.  Cette 
surface ,  comme  la  prec^dente ,  ne  coupe  les  axes  qu'a  Tori- 
gine;  les  plans  XY  et  XZ  sont  des  plans  principaux; 
les  paraboles  AOA^  BOB'  {fig^  194)  &ont  appel^es  sections 
ptincipales.  Elles  out  pour  ^nations  : 

Q 
Q 

r  =  0      «^       »'  =  — -7/  =  — V  -"^f 

la  seconde  ayant  un  parametre  negatif  toume  sa  concavity 
vers  les  x  n^atifs.  Quand  on  introduit  les  paramitres  de 
ces  courbes  dans  Tdquation  du  paraboloi'de,  elle  devient 

p     p 

Les  plans  parallMes  a  YZ  coupent  cette  surface  suivant  des 
hyperboles  representees  par 

(5)  xz=h     et r=:ih, 

^  P       P 

Leurs  axes,  qu'on   determine  en  posant  successivement 

35 
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2=^0,  /  =  o,  dans  T^uation  (5),  conservent  entrc  eux  on 
rapport  ind^pendant  de  h :  ainsi ,  toutes  ces  hyperboles 
sont  semblables,  et  elles  s'agrandissent  indefiniment  avec  la 
Taleur  absolue  de  h ;  mai^  leur  position  change  avec  le  signe 
de  cette  qnantit^.  En  effet^  pour  une  valeiir  positire  h = OO', 
Fequation  (5)  montre  que  I'hyperbole  (FDH,  F'lVH'f) 
a  son  axe  rfel  O'D  dirig^  parallMement  a  OY,  et  son 
axe  imaginaire  O'S  vertical,  tandis  que  pour  une  va- 
leurn^ative  A  =  00'',  I'equation  (5)  donne  une  hyper- 
bole (IKL,  I'K'L')  dont  Taxe  r^el  0"K  est  vertical,  et 
dontPaxe  imaginaire  0"N  est  parallile  a  OY.  0 

Quand  on  pose  h=zo  dans  (5),  on  reconnait  que  le  plan 
YZ  coupe  le  paraboloi'de  suivant  deux  droites 


J?  =  o, 


=±.V/E, 


qui  sout  les  asymptotes  communes  k  toutes  les  hyperboles 
pr^c^entes  projet^es  sur  ce  plan  YZ. 

On  conclut  de  ce  qui  precede  que  le  paraboloi'de  hyper- 
bolique  est  une  surface  compos^e  d'une  seule  nappe  conti- 
nue, qui  s'etend  a  Tinfini  vers  les  x  positifs  et  vers  les  x 
n^gatifs,  mais  dont  la  courbure  presente  une  forme  opposee 
dans  ces  deux  regions. 

397.  Chacun  des  deux  paraboloides  pent  ^tre  engendi^ 
par  une  des  deux  paraboles  principales,  BOB'  (fig*  igi 
et  194)  par  exemple,  qui  se  mouvrait  parallilement  k  elle- 
m^me ,  et  de  maniire  que  son  sommet  glissat  constanunent 
s^ur  Tautre  parabote  principale  AOA'. 

Considerons  le  paraboloide  elliptique  ou  ees  deux  courbes* 
ont  pour  equations 

AOA' zz=o     et    x^==:iipxj 

BOB' J^  =  o     et     a'  =  a/?' a:. 

Lorsque  la  geniratrice  BOB'  {fig*  198 )  sera  venue  dans 
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tme  position  quelconque  D£,  son  sommet  D,  dont  nous  re* 
presenterons  les  coordonnees  parO(y=y,  (yD=^,  se  pro- 
jettera  en  CV  sur  le  plan  XZ  \  et  comnie  la  courbe  mobile  est 
dans  un  plan  parallile  k  ce  deroier,  elle  conservera  en  pro-< 
jection  le  mtoie  parametre  ap';  ses  equations  scront  alors 

D'ailleurs,  le  sommet  D  etani  toujours  sur  la  directrice 
AOA',  il  faudra  que  ses  coordonn^s  x  =  yjy=i^zz=zo 
satisfassent  aux  Equations  de  cette  derniere  courbe  ]  ce  qui 
donnera  la  relation 

{g)  $'=^py, 

Les  quantites  y  eii  variant  d'une  position  k  Tautre  de  la 
g^n^ratrice ,  il  en  resulte  que  si  I'on  limine  yetd  entre  les 
equations  (/)  et(g)j  I'equation  qu'on  obtiendra  sera  celle 
de  la  surface  engendr^e^  II  sufBt  de  porter  dans  [g)  les  va- 
leurs  de  5  et  de  y  tiroes  des  equations  (/');  on  trouve 
alors 

•^  '^         up'  p      /?' 

La  surface  determim^e  est  done  reellement  un  paraboloidcf 

elliptique. 

On  opire  d'une  maniere  setnblable  pour  le  paraboloide 

hyperbolique  ^  en  partant  des  deux  paraboles  principales 

qui  out  pour  ^nations 

AOA%     «  =  o,    jf'=:a/wr, 
BOB%     r  =  <>>     «»  =  —  ip'  X. 

398.  Cylindre  paraholique.  —  Supposons  que  I'un  des 
coefficients  P  ou  V"  soit  nul  dans  I'equation 

P'j^2_^P"z»~Qj:. 

Soit, par  exemple,  F'=  o;  I'equation  se  r^uit  a 

[a)  P'j^^Qa-, 

35. 
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qui  represente  un  cjlindre  parallele  a  Faxe  des  z ,  et  doitt 
la  trace  sur  le  plan  XY  est  une  parabole ;  la  surface  dont  il 
s'agit  est  done  un  cyUndre  parabolique. 

L'hypothese  P'=  o,  P''=  o  donne  j;  =  o,  qui  repre- 
sente le  plan  YZ.  La  surface  u'appartient  plus  au  second 
degre. 

Remarque  importante,  —  Les  surfaces  du  second  ordre 
pen  vent  ctre  distribuees  en  cinq  genres ,  savoir ;  rellipsoide, 
Thyperbololde  k  une  nappe ,  lliyperboloi'de  a  deux  nappes,' 
le  paraboloiJe  elliptique  et  le  paraboloi'de  hyperbolique* 

Tbutefois,  la  classification  n^est  complete  qu'autant  que 
Ton  rattacbe  a  ces  surfaces ,  comme  cas  particuliers ,  les 
cdnes  et  les  cylindres.  Nous  ajouterons  qu'une  equation  du 
second  degre  peut  aussi  donner  deux  plans  qui  se  coupent, 
deux  plans  paralUles,  un  plan  unique  ^  une  droite,  un 
point,  et  pent  m^e  offrir  des  cas  d'impossibilite. 

Nature  des  sections  planes  des  surfaces  du  second 

degre, 

399.  On  a  vu  (n^  367)  que  tome  section  plane  d'une 
surface  du  second  degr^  est  one  couriye  du  second  degre^ 
Nous  nous  proposons  de  determiner  de  quel  genre  sont  les 
courbes  du  second  ordre,  que  Von  oblient  en  coupant  par 
des  plans  les  difiE^rentes  surfaces  que  nous  avons  examinees 
prec^emment. 

Demontrons  d'abord  que  la  projection  d'une  courbe  du 
second  degre  sur  un  plan  est  une  courbe  du  second  degr^ 
de  m^me  espice.  Soient  CMD  (Jig.  ipS)  la  courbe  dontil 
s'agit,  B.S  son  plan,  RS^le  plan  de  projection.  Prenons 
dans  le  premier  et  dans  le  second  plan  Tintersection  KX 
pour  axe  des  x  \  puis  choisissons  pour  axe  des  j^,  d'une  part 
OY,  perpendiculaire  en  un  point  quelconque  de  RX  dans  le 
plan  de  la  courbe,  de  Tautre  OY',  projection  de  OY  sur  RS'. 
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II  est  visible  qa'un  poiot  arbitraire  M  ayant  pour  coor*- 
donnees  OP  et  PM ,  sa  projection  M'  sera  d^termiiiee  par 
OP  et  PM'^  les  deux  points  auront  la  m^me  abscisse,  et 
comme  Tordonn^e  M'P  =  MPcosa,  a  etant  Tangle  des 
plans  RS  etHS',  il  en  resulte  que,  pour  passer  de  I'^quatioA 
de  la  projection  a  celle  de  la  courbe,  il  suffit  de  mettre 
j^cos  a  a  la  place  de  y  dans  la  premiere.  On  voit  alors  que 
-si  I'equation  de  la  projection  est  generalement 

celle  de  la  courbe  sera 

A  cos'  ajr^  -|-  B  cos  a  jcf  4-  Cx^  H- .  , .  =  o. 

Qr^  B»  —  4  AC  el  (B*-r  4  AC)  cos'  a  sont  des  quantites  de 
m&Qie  signe*,  done  la  courbe  et  sa  projection  sont  de  m&me 
espfece. 

On  conclut  de  ce  qui  vient  d'etre  dit,  que,  pour  con- 
nattre  la  nature  d'une  courbe  du  second  degr^  dans  l^espace, 
il  suffit  de  savoir  quelle  est  la  nature  de  sa  projection  sur 
un  des  plans  coordonnes. 

400.  Maintenant ,  occupons-nous  des  differents  genres 
de  sections  planes  des  surfaces  du  second  degre. 
ElUpsoide.      Prenons  Tequation 

(i)  Px'+Fjr2  4-P''«'=H, 

et  coupons  la  surface  par  le  plan 

{2)  «  =  wjr  +  «j4-^, 

LMlimination  de  z  entre  les  equations  (1)  et  (2)  conduit  a 

(3)     (P+  P"/w')x'4-(P'-+-P"«')r»-4-2P"/w/i^j+...  =  o, 

resultat  dans  lequel  la  condition  B'  —  4  AC  <[  o  se  trouve 
remplie ,  puisque 

B»—  4AC  =  —  4(PP'  ^-  P'P"  /w=-f-  PP"/?'). 

L'equation  (3)  est  done  celle  d^une  ellipse.  Par  conse* 
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quent,  toutes  les  sections  planes  de  I'ellipso'ide  sont  des 
ellipses . 

Hyperbolo'ide  a  une  nappe.  —  On  passe  de  rdlipsoide  a 
Fkyperboloide  a  une  nappe,  en  cbangeant,  dans  ce  qui  pr^ 
cede,  P^  en  — P'.  Ici  riutersection  de  rhyperboloide 

Par»+P'j'— ?*'«*=  H 
et  du  plan 

z  =  mx  -\-  ny  -{-  ky 

peut  ^tre  une  ellipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole ;  car 
on  a,  en  faisant  le  cbangement  indique, 

B»— 4AC=--4{PP'— P'P''iw'—  PP"/i') 
=  4(P'P''//i'-f-PP"/»'— PP'), 

quantity  qui  est  positive,  nuUe  ou  n^g^tive,  suivant  les 
valeurs  de  m  et  de  n. 

Hyperboloide  a  deux  nappes,  —  Pour  passer  du  cas  pre-* 
cedent  a  celui  de  rhyperboloide  a  deux  nappes ,  il  suffit  de 
changer  partout  P  en  —  P.  L'equation  de  }a  surface  est 

Px»— PV— P"«'=H. 

La  nature  de  son  intersection  par  le  plan 

z  :=r  mx  -\-  ny  -h  k 

depeudra  des  signes  de  la  quantity  B'  —  4  AC  ^  or,  on  a 
B»—  4  AC  =  4 (PP' -h  PP'/f>—  FP"  w»), 

quantite  qui  peut  fetre  negative,  nuUe  ou  positive.  Done 
rhyperboloide  k  deux  nappes  donne  pour  sections  toutes  It^s 
courbcs  du  second  ordre, 

Paraboloide  elliptiqiie,  —  L'equation  du  paraboloide 
elliptique  est-- 

P         P 

La  projection  sur  le  plan  XY  de  rinterseclion  de  cette  sur-? 
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face  par  le  plan 

z  =  mx  -\-  ny  -\-  ky 
a  pour  equation 

{p' -h pn^) y  "{- pm^ x^ -{-  ipmnxY-\-. .  .  =  o. 

Comme  le  binome  caracteristique 

B»— 4AC  =  — 4/?//w% 

il  en  resulle  que  les  sections  faites  dans  la  surface  sont  tou* 
jours  des  ellipses  ou  des  paraboles;  d^ailleurs,  ce  dernier 
cas  n'arrive  que  quand  m  =  o ,  c'est-a-dire  quand  le  plan 
secant  est  parallele  a  Taxe  du  parabolo'ide. 

Paraholoide  hyperboligue,  — On  passe  du  paraboloide 
elliptique  au  paraboloide  hyperbolique ,  en  cbangeant  p'  en 
—  //.  Si  Ton  combine  Tequalion 

p     p' 

de  la  surface  que  nous  considerons,  avec  celle  du  plan 

z  s=  mx  +  «/  -h  A- , 
il  viendra ,  pour  la  projection  de  la  section , 
( « )  [p'  —  /'^O/'  —  /^'"' ^'  —  '^P '"'*  xy  -{-.,,•=  o. 

Ici  la  quantite  B*  —  4  AC  =  ^pp*  n^  -^  pp' tii?  \  done 
toutes  les  sections  planes  du  paraboloide  byperbolique  sont 
des  hyperboles  ou  des  paraboles,  et  ce  dernier  cas  arrive 
seulement  quand  /n=:o,  c^est-a-dire  quand  le  plan  secant 
est  parallele  a  Taxe  de  la  surface.  Toutefois,  parmi  les  hy- 
perboles, il  faut  comprendre  le  systeme  de  deux  droites,  et 
parmi  les  paraboles ,  le  cas  d'une  seule  droijle. 

Du  c6nc  asymptote^d'un  hyperbolo'ide , 
401 .  On  a  vu  que  Tequalion 

dans  laquellc  H  est  positif,  represente  un  hyperboloide  a 
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une  ou  a  deux  nappes,  suivant  que  parmi  les  coefficients 
P,  P',  P'',  il  s'en  Irouve  tin  ou  deux  n^gatifs.  Dans  ces 
deux  cas,  Ti^quation 

(i)  Pa:»-hPy-f-P"3'  =  0 

represeute  un  c6ne  dont  le  sommet  est  a  I'origine  {*).  Car, 
toute  droite  AM  {Jig»  19^)9  menee  de  I'origine  a  un  point 
M  dont  les  coordonnees  o^jS^y  v^rifient  Tequalion  (i),  est 
enlierement  situee  sur  la  surface  representee  par  cette 
Equation.  En  effet,  prenons  sur  AM  un  point  quelconque 
M^,  et  nommons  r  le  rapport  des  distances  AM^,  AM.  Les 
coordonnees  de  M'  seront  eyidemment  ar^Sr^  yr\  Or,lpar 
hypothese, 

Pa^  H-  P'6'  H-  P"7'  =  o  ;     done     r'  (Pa*  -h  P'<5»  4-  P'^vO  =  o, 

et,  par  cous^uent,  les  coordonnees  de  M'  satisfont  a  Tequa- 
tion  (i). 

402.  Actuellement,  supposons  que  Ton  m^ue  par  Tori- 
gine  A,  un  plan  qui  coupe  le  c6ne  P  jc*  -4-  P'y'  -+■  P''  z*  =  o, 
suivant  deux  generatrices  AX',  AT'  (Jig*  iy6)  5  Tintersec- 
tion  de  ce  plan  et  de  I'hyperboloide  Pa:*  +  P'j*+P''^*  =H 
sera  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  les  deux  genera- 
trices AX',  AY'. 

En  effet,  si  I'on  cherche  Tequation  de  I'intersection  du 
cone  et  du  plan  Y'AX',  en  prenant  pour  axes  de  coordon- 
nees les  generatrices  AX',  AY',  les  formules  de  transfor- 
mation devront  reduire  le  lrin6me  Px*  -h  P'^'  -hP"«*  a  la 
forme  ij^'j';  puisque  Fintersection  dont  il  s'agit  etant 
formee  des  deux  axes  AX',  AY'  doit  avoir  pour  equation 
ijc';''=o,  X   representant  un  coefficient  invariable.    II 


{*)  Si  les  trois   coefiicients  P,  P',  P''  ayaient  le  m^me  sigoe,  Tequa- 
lion  (i)  n'admettrait  que  la  solution 

jf  3=  0,     jr  =  0,      -C  =;  0. 


J 
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s'ensuit  que  rintersection  de  rhyperboloi'de 

et  du  plan  Y'AX',  rapportee  aux  monies  axes  AX',  AY',  sera 
determin^e  par  requation  \x'y'  =  H,  qui  represente  une 
hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  les  axes  de  coordonn^es 
JiJIL ,  A  X  • 

Observons  que  le  m^me  raisonnement  s*applique  sans 
aucune  modification  aux  hyperboloi'des  representes  par 
TequatioD  plus  generate 

c'est-a-dire  qu'on  demon trera  comme  precedemment  que 
Fequation  bomog^ne 

kx"  -f-  A'^-'  -h  A"z»  -r  aBjz  -t-  2 16! xz  -+-  2  B"jry  =  o 

est  celle  d^un  c6ne  donl  le  sommet  est  a  Torigine,  et  qui  a 
pour  g^^ratrices  les  asymptotes  des  hyperboles  determi- 
nes en  coupant  Fhyperboloide  par  des  plans  passant  par 
son  centre.  Cette  propriete  a  fait  donner  au  c6ne  dont  il 
s'agit  le  nom  de  cone  asymptote. 

II  resulte  evidemment  de  la  m^me  propriete  que  la  sur- 
face du  c6ne  asymptote  s*approche  indefiniment  de  celle  de 
Fhyperboloide,  sans  que  ces  deux  surfaces  puissent  avoir 
un  seul  point  commun.  Le  c6ne  est  entiirement  compris 
dans  Tinterieur  de  Thyperboloide  a  une  nappe;  et,  au  con- 
traire,  il  enveloppe  IHiyperboloide  a  deux  nappes.  D'ou 
il  faut  conclure  qu^un  plan  tangent  au  c6ne  asymptote 
coupe  necessairement  le  premier  hyperboloide ,  tandis  qu'il 
ne  pent  avoir  aucun  point  commun  avec  le  second. 

403.  L* intersection  d/un  hyperboloide  a  une  nappe  et 
d*un  plan  tangent  an  cdne  qiiilui  est  asymptote,  sejorme 
de  deux  droites  paralleles  h  la  generatrice  de  contact  du 
cone,  et  equidistantes  de  cette  generatrice* 
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Pour  le  demontt'er,  d^signons  par  Y'AX.'  (fig*  196)  le 
plan  tangent  au  c6ne  suivant  la  generatrice  AY'^  et  pre- 
nons  AY'  pour  axe  des  r,  et  pour  axe  des  x  une  droite 
quelconque  AX'  menee  par  le  centre  A  de  la  surface  dans 
le  plan  tangent.  L'^quation  de  Tintersection  du  c6ne 
Px*  +  P'y'  -+-  P^z*  =  o,  et  du  plan  Y'AX',  deviendra ,  par 
les  formulcs  de  transformation ,  Xx''  =  o ,  puisque  tous  les 
points  communs  a  ces  deux  surfaces  appartiennent  k  Faxe 
des  y^  AY'.  Par  suite,  Tintersection  de  I'hyperboloide 
Px*-4-  P'j*  -h  P"z*  =  H  et  du  plan  Y'AX',  rapportfe  aux 
m&mes  axes  AY',  AX',  sera  donnee  par  T^uation  Xx"=H, 
qui  representera  deux  droites  paralleles  a  I'axe  AY'  et  si- 
tu^es  de  difTerents  c6tes  de  cet  axe  a  des  distances  egales. 

D'apr&s  cela ,  on  voit  qu^a  chacune  des  generatrices  du 
c6ne,  correspondent  deux  generatrices  rectilignes  de  I'hy- 
perboloide a  une  nappe,  paralleles  a  celle  du  c6ne. 

404.  Les  sections  faites  par  un  mdme  plan  dans  un 
hyperboloide.  et  son  c6ne  asymptote  sont  des  courbes  du 
m^me  genre. 
En  eflfet,  soient 

P:c'-|-P'7'-f-P''3'=H, 
Paf'-|-P>'-|-P"a'  =  o, 

les  equations  d'un  hyperboloide  et  du  c6ne  asymptote.  En 
coupant  ces  deux  surfaces  par  Ic  plan 

z  =  /If  X  4-  /?/  -h  A" , 

les  equations  des  projections  sur  le  plan  XY  ne  diflereront 
que  par  le  terme  ind^pcndant  des  variables.  H  en  resulte 
alors  que  ces  courbea  sont  du  mfeme  genre. 


i 


SURFACES   DU    SECOND    DE6R1&.  547 


9 


SECTIONS  KECTILIGNES  D£  L  HYPERBOLOIDE  A  UNE  NAPPE.  — 
ON  PEUT,  SUR  iA  SURFACE  DE  l' HYPERBOLOIDE  A  UNE 
NAPPE ,  TRACER  DEUX  DROITES  PAR  CHACUN  DE  CES  POINTS , 
d'oU  RlSSULTENT  DEUX  SYSTEMES  DE  GENERATRICES  REC- 
TILIGNES  DE  L^HYPERBOLOIDE.  —  DEUX  DROITES  PRISES  DANS 
UN  MEME  SYSTEME  NE  SE  RENCONTRENT  PAS,  ET  DEUX 
DROITES   DE    SYSTEMES    DIFFErENTS    SE    RENCONTRENT   TOU- 

JOURS.    TOUTES    LES    DROITES     SITUEeS   SUR    l'hYPERBO- 

LO'lDE  EtANT     TRANSPORTEeS   AU    CENTRE,   PARALLELEMENT 
A  ELLES-M^MES,   s'apPLIQUENT    EXACTEMENT  SUR    LE  CONE 

ASYMPTOTE. TROIS  DROITES  d'uN  K^ME  SYSTEME  NE  SONT 

JAMAIS  PARALLELES  A  UN  MEME   PLAN. l'hyPERBOLOIDE  A 

UNE  NAPPE  PEUT  iTRE  ENGENDRE  PAR  UNE  DROITE  QUI  SE 
MEUT  EN  s'aPPUYANT  SUR  TROIS  DROITES  FIXES,  NON  PA- 
RAUELE$  A  UN  MSME  PLAN^  ET  rEcIPROQUEMENT,  LORS- 
QU'UNB  DROITS  GLISSE  SUR  TROIS  DROITES  FIXES,  NON 
PARALLELES  A  UN  MEHE  PLAN,  ELLE  ENGENDRE  UN  HY- 
PERBOLOIDE A  UNE  NAPPE. 

405.  $oU 

X'        r'        z' 

requation  d'un  hyperboloide  a  une  nappe  5  on  pent  Fecrire 
de  cette  maniere  : 


?5 


^'-'-a'' 


D  est  visible  que  cette  derniere  equation  peut  &tre  regardee 
comme  resultant  de  1  'eli  mination  de  7  en  tre  les  deux  equa  tions 

ou  de  Telimination  de  d  entre  le3  deux  equations 
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Eu  consideranl  y  eti  comme  deux  quantiles  susceptibles 
de  recevoir  toutes  les  valcurs  possibles ,  les  equations  ( 2)  et 

(3)  represenleront  deux  syst^mes  de  droites  toutes  situees 
sur  J'hyperboloide, 

Remarque.  —  La  methode  precedente  suppose  qu*on  a 
ramen^  Fequation  de  Thyperbolol'de  a  la  forme  (1).  Nous 
allons  en  exposer  une  autre  qu'on  pourrait  appliquer  a 
Fequalion  non  simplitiee. 

Soil 

Fequatiou  d'un  plan  quelconque  parall^le  a  Taxe  des  z  ^  en 
eliminant  j  entre  (i)  et  [g) ,  on  obtient 

(4)  ^—  ^,^,  ' 

Equation  qui  represente  la  projection  sur  le  plan  XZ  de 
Tintersection  de  I'hyperboloide  et  du  plan.  Pour  que  cette 
intersection  se  r^uise  a  deux  droites ,  il  faut  que  les  va- 
leurs  de  z  soient  du  premier  degr^  en  x  :  le  second  membre 
doit  done  6tre  un  carre,  ce  qui  exige  qu'on  ait  entre  les  in- 
determinees  a  et  iS ,  la  relation 

d'ou  Ton  d^uit  

le  radical  emportant  avec  lui  le  double  signe  db.  De  cette 
maniire,  Fequation  (4)  donne  elTectivement  deux  valeurs 
du  premier  degr^,  et  en  les  joignant,  chacuue  a  son  tour, 
a  r^uation  [g) ,  il  vient 

^ ab ' 

jr  =  ax  -^  ^b^  4-  a*a% 

—  c  (x  Jb^  +  a^o?  -{-  a^oLj 

z  = 1— I 

tiv  ^ 
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Ces  deux  systemes  d^equations ,  dans  lesquels  a  est  iudeter- 
mine,  correspondent  slux  deux  systemes  de  droites  conte- 
nues  sur  la  surface. 

II  est  visible  qu'on  reproduirait  I'equation  de  I'hyperbo- 
loide ,  en  ^liminant  a  entre  les  deux  equations  de  Tun  des 
systemes. 

Pour  appliquer  les  r^sultats  a  I'ellipsoide  ou  a  Thyper- 

boloide  a  deux  nappes ,  il  suffit  de  changer  c  enc  V —  1 9  ou 

b  en  b  y —  i  ^  mais  alors  les  resultats  sont  imaginaires^ 
done  ces  deux  surfaces  n'admettent  aucune  g^n^ratrice  rec- 
tiligne ,  ce  qui  d'ailleurs  est  evident. 

406.   Deux  droites  d'uri  nidme  systeme  ne  spnt  pas  dans 
un  m^me  plan. 
Soient 

X       z /         x\       y       z I  /         x\ 

If       c       '\         fl/'      b       c       7\         «/' 

les  equations  d'unedroite  du  systeme  (y).  En  ajoutant  ces 
^nations ,  apr&s  avoir  multiplie  Tune  d'elles  par  une  in- 
determin^e  k  (n^348),  on  aura  Tequation  generate  des 
plans  qui  passent  par  la  droile  dont  il  s'agit,  savoir : 

L'elimination  de  y  el  dez  entre  celte  equation  et  les  Equa- 
tions 

X      z        ,  [        x\       Y      z       \    (       x\ 

d'une  seconde  droite  appartenant  au  systeme  (y)  conduit  a 

<''-')(-!)-'(?-,-)(-?)=»• 

Pour  que  la  droite  soit  tout  enti^re  dans  le  plan,  il  faut 
que  cette  demi^re  Equation  soit  verifiee,  independamment 
de  toute  hypothese  faite  sur  x^  ce  qui  exige  que  Ton  ait 
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centre  de  la  surface,  leurs  Equations  se  r^uisent  a 

y  c  X 

b  z  'a 

y  z IX 

^  c  7  /I 

Y         Z  X 

DC  a 

X z i^x^ 

b       c  ^  a 

L'elimination  de  y  enlre  les  deux  premieres  ou  de  3  entre 
les  deux  derni^res,  conduit  a 

a'        o'       c- 

On  voit  par  la  que  : 

Toutes  les  droit es  situees  sur  Thyperholoide  etant  trans-^ 
portees  au  centre  parallhlement  h  clles-memesy  s'appli- 
quent  exactement  surle  c6ne  asymptote. 

On  deduit  de  cette  propri^t^  que  : 

Trois  droites  situees  sur  Fhyperboloide  ne  sont  jamah 
paralteles  h  un  m^me  plan. 

En  effet,  s'il  en  etait  autrement,  il  j  aurait  dans  un  m^me 
plan  trois  generatrices  du  cone  asymptote. 

409.  Les  sections  planes  des  surfaces  du  second  degr^ 
^tant  des  courbes  du  second  degr^  ,  il  en  resulte  que  si ,  par 
une  des  droites  qu'on  pent  tracer  sur  rhyperboloide ,  on  fait 
passer  un  plan ,  ce  plan  cOupera  la  surface  suivant  une  se- 
conde  droite.  Les  sections  obtenues  de  cette  maniere  sont 
appelees  sections  rectilignes. 

On  donne  aussi  a  ces  droites  le  nom  de  generatrices  rec^ 
tiligneSy  parce  qu'elles  peuvent  ^ire  regardees  comme  re- 
presentant  les  di verses  positions  d'une  droite  mobile  qui, 
dans  son  mouvcment ,  engendre  la  surface.  Pour  le  prou- 
ver,  prenons  trois  generatrices  quelconques  A,  A',  A''  du 
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systeme  (y)  -,  par  chaque  point  de  A,  menons  Unedroite  B 
du  systime  (5),  laquelle  coupera  les  droites  A'  et  A'^  La 
condition  de  rencontrer  les  droites  A,  A',  A"  determine  le 
mouvement  de  la  droite  B^  cette  derni^re  ligneest  dans  le 
m&me  cas  que  si  elle  se  eonfondait  successivement  avec 
toutes  les  droites  du  second  systeme  :  done  elle  engendre  la 
surface. 

R^ciproquement,  lorsquune  droite  glisse  sur  trots  droites 
non  parallhles  h  un  meme  plan ,  elle  engendre  un  hyper^ 
boloide  h  une  nappe, 

Soienl  A,  B,  C  [fig-  197)  les  trois  droites  donnees;  par 
chacune  d'elles  menons  deux  plans  respectivement  paral- 
liles  aux  deux  autres  •,  ces  six  plans  determineront  un  paral- 
lelipip^de  dont  nous  prendrons  le  centre  pour  origine  des 
coordonnees ,  en  choisissant  pour  axes  des  parall^les  respec^ 
tivesOX,  OY,  OZ  aux  trois  droites donnees  A,  B,  C. 

Cela  pose,  en  designant  par  2  a,  a  i,  2  c  les  longueurs  des 
trois  aretes  contigues  du  parallelipipede ,  les  equations  des 
trois  directrices  seront 

(A)  1^  =  -'' 

(C)  j^  =  -"' 

La  generatrice  sera  representee  par 

(G)  1^  =  -^  +  /', 

Puisque  cette  ligne  doit  rencontrer  A ,  B ,  C ,  on  a  les 
equations  de  condition 

(1)  —  i  =  /2C   +  (7, 

(2)  az==mc-\-py 

—  a  —  p        b  —  q 

(3)  ^  = - 

36 
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II  est  visible  qu'en  eliminant  m,  n^p^  q  entre  ces  trois 
equations  et  celles  de  la  g^n^ra trice,  la  relation  entre  Xy 
y^  z^k  laquelle  on  parviendra ,  sera  F^aation  de  la  sur- 
face engendree  par  le  mouvement  de  cette  ligne  le  long  des 
trois  droites  fixes. 

L' Elimination  de  ^  et  de  ^  donne  d'abord 

/-+-^  =  /i  (z  — c), 

If  (ar4-^)  =  wi(r  —  *); 

enfin ,  si  Ton  elimine  m  et  /i  entre  ces  trois  dernieres  equa- 
tions,  on  obtient 

(jr4-«)(r-+-^)(«-f-c)  -(j:— fl)(^— ft)(«  — c)=:0, 

ou ,  en  elTectuant  Ics  calculs , 

ayz  -^  b  xz  -h  c  jcx  -^  a  be  =:  o. 

La  surface  representee  par  cette  Equation  est  du  second 
degre  ^  elle  a  pour  centre  Torigine  des  coordonnees  :  c'est 
un  hyperboloide  a  une  nappe ,  puisque  rellipsoide  et  I'hy- 
perboloi'de  a  deux  nappes  ne  peuvent  Evidemment  admettre 
de  generatrices  rectilignes. 

410.  Nous  devons  faire  remarquer  que  rhyperboloide  de 
revolution  a  une  nappe  peut  ^tre  engendre  en  faisant  tour- 
ner  autour  de  Taxe  de  revolution  une  quelconque  des  droites 
contenues  dans  la  surface.  Dans  ce  cas ,  Tellipse  de  gorge 
se  reduit  a  un  cercle,  et  le  c6ne  asymptote  est  un  c6ne 

droit. 

REciproquement :  Lorsquune  droite  tourne  autour  d'un 

axe  fixe  non  situe  ai^ec  elle  dans  un  mSme  plan,  cette 
droite  mobile  engendre  un  hyperboloide  de  re\^olution  a 
une  nappe. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  z  Taxe  de  la  surface  5  pour 
axes  des  x  et  des  y  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles, 
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siluees  dans  le  plan  decrit  par  la  plus  courte  distance  de  la 
generatrice  a  Taxe.  Supposons  que  MG  soil  la  g^n^ratrice 
dans  une  position  quekonque,  et  M  le  point  ou  cette  g^ 
neratrice  rencontre  le  plan  XY.  Representons  par  d  la  plus 
courte  distance  OM  de  la  generatrice  k  Faxe-,  par  o)  Tangle 
variable  MOX,  et  par  a,  ^^  yles  angles  formes  par  la  ge- 
neratrice avec  les  ates;  le  troisi&me  est  constant ,  les  deux 
autres  sont  variables. 

II  est  visible  que  les  coordonn^es  du  point  M  sont 

jr  =  J  cos  tt ,     ^  =  ^  sin  » ,     z  =r  o. 

Les  equations  d^une  droite  passant  par  ce  point  sont  de  la 

forme 

a:  —  i  cos  (^=:  az  J     y — ^s]n«ir=i2. 

Or  les  formules  du  n^  334  donnant 

cos  %       ,       cos  B 

£/  = >      hz=z !-, 

cos  7  cos  7 

il  en  resulte  que  les  Equations  de  la  droite  MG  pcuv(*nt 
s^ecrire  de  la  maniere  suivante : 

X  —  5  cos  «      y  —  ^  sin  w  z 


cos  oe  cos  p  cos  7 

Cela  pose ,  on  a 

cos'  a  +  cos'  p  -I-  cos'7  =  I ; 

de  plus,  les  deux  droites  MG,  OM  etant  perpendiculaires, 
et  la  seconde  faisant  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  cos  cd,  sin  a>  et  o ,  on  doit  avoir 

cos  a  cos  w  +  cos*p  sin  6)  =  o , 
d'ou 


OS  a  cos  B        l/cos' a  +  cos' B  / ^,     , 

. —  ^ L  z=  ^ ^-  =  yi  —  cos'7  =  ±sin7, 


cos 

sin  6>  cos  c» 


et 

cos  a  =  d:  sin  7  sin  «> ,     cos  ^  =  qp  sin  7  cos  ta, 
D.  o.  36* 
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Les  equations  de  la  g^n^ratrice  sont  alors 
j:  =  it  tang  7  sin  6* .  z  4- ^  cos  6) , 
j^  =  qp  tang7  cos  w . z  -h  5  sin  w. 

Pour  eliminer  le  parametre  variable  a>,  on  eleve  ces 
equations  au  carre,  et  on  les  ajoute;  il  Tiem  dans  ce  ca» 

«'-4-^* — tang'7.«*3=:^». 

Celte  Equation  eat  celle  d^un  hyperboloide  de  revolution  a 
une  nappe,  dont  les  axes  reels  sont  egaux  k  ^i^  et  dont 

I'axe  imacinaire  est • 

tang  7 

SECTIONS  RECTILIGITES  DTJ    FAR4BOLOiDE   HYPERBOLIQUE.  Oil 

PEUT,  SUR  LA  SURFACE  DU  PARABOLQIDE  HTPERBOLIQUE , 
TRACER  DEUX  DROITES  PAR  CHACUN  DE  SES  POINTS;  d'oU  RE- 
SULTS LA  GtH^RATIQN  DU  PARABOLOIDE  PAR  DEUX  SYSTEMES 

DE    DROITES.  DEUX    DROITES    d'uBT    M£ME  STSTEME   HE   SE 

RENCQIfTR^NT  PAa;  MAlS  DEUX  DROITES  DE  SYSTEMES  DIFF^- 

RENTS    SE  RENCONTRENT  T0U70URS, TOUTES  LES  DROITES 

d'uN    MEME    SYSTEME   SOJST   PARALLELES  a  UN  MEME  PLAN. 

LE    PARABOLOIDE   HYPERBOLIQUE    PEUT    ETRE    ENGENDR^ 

PAR  LE  MOUVEMENT  d'uNE  DROITE  QUI  GLISSE  SUR  TRQIS 
DROITES  FIXES  ,  PARALLELES  A  UN  MEME  PLAltf  ;  OU  BIEN  PAR 
UNE  DROITE  QUI  GLISSE  SUR  DEUX  DRQITlJS  FIXES  ,  EN  RES- 
TANT  TOUJQURS  PARALLELS  A  UK  PLAN  D0NN6.  — R^CIPRO- 
QUEMENT^  TOUTE  SURFACE  R|:SULTANT  DE  t'uN  DE  GES  DEUX 
MOPES  DE*  G^N^RATION  EST  UN  PARABOJ-OIDE  HYPERBOLIQUE,. 

411.  L' equation 

(1)  ^^4==a:r 

P        P 

du  paraboloi'de  hyperbob'que  peut  s'ecrire  sous  la  form^ 
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on  reconnait  facilement  qu'elle  pent  6tre  obieiiue  eii  elimi- 
Hant  7  entre  les  deux  equations 

(2)  y- — I — =  =  27^,    — = -> 

ou'bien  en  eliminant  d  entre  les  deux  equations 

(3)  -^  H =  ^> =  — • 

\lp         sj^  _)fp         sfjP  ^ 

Les  quautites  y  el  d  etant  regardees  comme  deux  para- 
mitres  variables,  les  equations  (2)  et  (3)  appartiennent  a 
deux  systimes  de  droites  toutes  situ^es  sur  le  paraboloide. 

412.  Deux  droites  d*un  meme  systeme  ne  sont  pas  dans 
jM/i  m^me  plan.  —  Prenons  les  equations 

y  z  Y  z  I 

sTp        sjp'  '  sTp        sIp'        7 

qui  sontcellesd'unedroitedu  sysrime  (2).  On  sait  (n"  348) 
queFequation  generate  des  plans  qui  passent  par  cette  droite 
est 

» 
L'eliminatioh  de  y  et  de  z  entre  cette  equation  et  le^ 

equations 

y        ^  I        y        ^        ^ 

fp     4?      ^       fp     <F     -t' 

d'une  seconde  droite  appartenant  au  systeme  (2),  conduit  ^ 


(7'-  7) 


.1         7 


II  faut,  pour  que  la  droite  soit  lout  entiere  dans  le  plan,  que 
oetiedemifere  equation  ait  lieu,  independamment  de  toute 
valeur  donn^e  a  x-,  ce  qui  entraine  Tegalite  y'=:  y.  Doijc 
deux  droites  du  systeme  (2)  ne  peuvent  pas  etre  dans  un 
IHl^mc  plan. 
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On  prouverait  semblablement  que  deux  droites  du  sys-^ 
time  (3)  ne  sout  jamais  dans  un  m^me  plan,  et  qu'alor^ 
elles  ne  peuvent  jamais  se  couper. 

Deux  droites  de  systhmes  differents  sont  toujours  dans 
un  m^me  plan.  —  Soient  les  deux  droites 

_^     _^  _  2 \p     _r 1-  =  I, 

sjp      sfp  '     sfp      4p'      '^ 

y        ^        js  y         ^        2^ 

Les  plans  qui  passent  par  la  droite  (a)  sont  representes  par 
r  equation 

L*elimination  de  j^  et  de  z  entre  cette  ^uation  et  celled 
de  la  droite  (3)  doune  ^»_ 


ix 


(^-7)-^(^-,')=o. 


Cette  equation  est  verifiee,  quel  que  soit  a:,  en  prenant 
k=^y3\  par  consequent,  les  drqites  dont  il  s^agit  sont  dans 
un  m&meplan. 

413.  Par  chaque  paint  du  parabolo'ide ,  on  peut  tracer 
line  droite  du  sjsteme  [i)  et  une  droite  du  systeme  (3). — 
En  eflJet,  si  Ton  de$igue  par  x\  y\  z  les  coordonnees  d'un 
point  quelconque  de  la  surface ,  on  obtiendra 

p      p 

on  pourra  done  determiner  une  valeur  de  y  et  une  valeur 
de  ^,  telles  que  Ton  ait 

y  z'    ,       y'  z!     1 


"Jp     ^         .     sfp      \Ip' 
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Les  paramitres  y  et  S  pouvant  ^Ire  ainsi  calcules,  Ics 
equations 

X  z  f  z         I 

sfp     s/p'  fp      sfF     t 


x_,J_  —  s         t L— if, 

seront  celles  de  deux  droites  trac^es  sur  la  surface,  et  passant 
par  le  point  quelconque  (x',  y\  2'). 

414.  D'apris  ce  qui  pr^cide,  les  droites  que  Ton  peut 
tracer  sur  le  parabolo'ide 


P         P 


forment  deux  syst^mes.  Or,  si  I'on  examine  les  secondes 
equations  du  premier,  on  reconnait  immediatement  que  les 
plans  projetant  sur  le  plan  des  yz  sont  tous  paralUles  en- 
tre  eux5  par  suite,  que  les  droites  dans  Tespace  se  irouvent 
toutes  paralleles  a  Tun  de  ces  plans  :  done  elles  sont  paral- 
l^les  au  plan 

_r z_  _ 

sfp    .  V? 

On  d^montrerait  de  la  m^me  maniere  que  les  droiles  du 
second  systeme  sont  toutes  parallMes  au  plan 

fp     sl? 

Maintenant,  supposons  que  A,  A',  A^' soient  trois  droites 
appartenant  au  m^me  systeme  \  elles  seront  rencon trees  par 
toutes  celles  de  TiKitre  systeme.  Or,  le  mouvement  d'une 
droite  etant  completement  determine  par  la  conditian  de 
s'appuyer  sur  trois  droites  fixes ,  il  en  resulte  que  le  para- 
boloi'de  hyperbolique  peut  i^tre  engendre  par  une  droite  qui 
gUsse  sur  trois  droites  fixes  paralleles  a  un  meme  plan. 
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Aiusi  envisagee,  cetle  surface  devient  uu  cas  particulier  de 
rhyperboloide  a  une  nappe. 

Quand  on  considere  seulement  deux  droites  A  et  A'  ap-: 
partenant  au  m^me  systeme ,  les  droites  du  second  systeme 
qui  les  rencontrent  toutes  deux  sont,  en  outre,  paralleles 
a  un  plan  fixe.  Or  le  mouvement  d'une  droite  est  comple- 
temcDt  regie  par  la  double  condition  pour  cette  droite  de 
couper  deux  droites  fixes  et  de  rester  parallele  a  un  plan 
fixe  ^  car  si  Ton  coupe  les  deux  lignes  par  une  suite  de  plans 
paralleles  au  precedent,  et  si  Ton  joint  par  des  droites  les 
points  de  section  de  chaque  plan ,  on  obtiendra  autant  de 
positions  de  la  generatrice.  On  conclut  de  ce  qui  precede 
que  le  paraboloide  hyperbolique  pout  ^tre  engendre  par 
une  droite  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes,  et  qui  reste 
parallele  a  un  plan  fixe. 

On  donne  au  plan  fixe  le  nom  de  plan  directeur;  les 
droites  fixes  sont  appelees  directrices  ^  et  les  droites  mobiles 
generatrices.  De  la  vient  qu'on  emploie  I'expression  gene-- 
ratrices  rectiligues ^  pour  designer  les  droites  qui  peuvent 
elre  tracees  sur  la  surface  du  paraboloide  hyperbolique.  On 
les  nomme  encore  sections  rectilignes,  par  la  raison  que 
deux  droites  appartenant  a  deux  systimes  differents  repr^- 
senteut  la  section  du  paraboloide  par  un  plan. 

415.  Demon trons  les  reciproques  des  propositions  qui 
yiennent  d'etre  ^tablies . 

Lorsquune  droite  glisse  sur  trois  droites  fixes  para/Idles 
h  un  mSme  plan ,  elle  engendre  un  paraboloide  hjperbo-- 

lique, 

Prenons  le  plan  XY  [fig,  198)  parall^e  aux  trois  direc- 
trices A,  A',  A",  et  la  premiire  de  ces  droites  pour  I'axe  OX^ 
dirigeons  Taxe  OY  parallelement  a  A',  et  enfin  par  le  point 
arbitraire  O,  ou  se  coupenl  ces  axes,  tra9ons-en  un  troisieme 
OZ  qui  rencontre  k  la  fois  les  trois  directrices  ;  dans  ce  cas  ^ 
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ces  lignes  auront  pour  Equations 

AouOxK  =  °'       A'('  =  °'       A"l^  =  l"' 

(z:=0,  \   z=hy  \    zzrzA, 

La  generatrice  sera  representee  par 

X  =  mz  "i-  p,     jr  z=z  nz  -h  g  9 

mais  pour  qu'elle  rencontre  les  trois  directrices,  il  faut  avoir 
les  conditions 

g  =  Oy     mh^pz=:Oy      a{mk '\- p)=z  nk -^  q. 

On  voit  aisement  qu'on  obtiendra  {'equation  de  la  sur- 
face cherch^e ,  en  ^liminant  m^n^p^  q  entre  ces  equations 
et  celles  de  la  generatrice.  Le  calcul  donne 

hyz  -+-  a  (A  —  A-)  xz  —  hhy  =  o. 

Dans  cette  equation  du  second  degre,  le  polynorae  D 
(n°371)  qui  sert  de  denominateur  aux  coordonn^es  du 
centre ,  se  trouve  evidemment  nul;  alors  la  surface  ne  pent 
^tre  qu'un  des  deux  paraboloides  ou  bien  un  cylindre.  Or,  le 
cylindre  ayant  ses  generatrices  parallMes ,  et  aucune  droite 
ne  pouvant  6tre  tracee  sur  un  parabolo'ide  elliptique ,  il  en 
resulte  que  la  surface  engendr^e  est  un  paraboloide  byper- 
bolique. 

4-16.  Lorsquune  droite  glisse  sur  deux  droites  fixes  et 
teste  parallele  a  un  plan  fixe,  elle  engendre  un  parabo- 
loide hjperbolique, 

Soient  A  et  A'  [fig*  199)  les  deux  directrices,  et  YOX  le 
plan  directeur.  Designons  par  O  et  D  les  points  de  rencon- 
tre de  ce  plan  avec  les  lignes  A  et  A'  •,  menons  par  ces  points 
la  droite  OY5  conduisons  par  OZ  ou  A  un  plan  parallile 
a  A',  lequel  coupe  le  plan  YOX  suivant  la  droite  OX ;  enlin, 
prenons  OX,  OY,  OZ  pour  axes  des  coordonnees. 

La  directrice  A'  rencontrant  I'axe  OY  et  etai>t  parall^le 
au  plan  XOZ,  ses  equations  seroni 

y  ■=:  h  y      21—  ax. 
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Goinme  la  genera  trice  rencontre  toujours  Faxe  des  z ,  et 
qu'elle  reste  parall^le  au  plan  XY,  elle  sera  represenlfe  par 
des  equations  de  la  forme      y 

Cette  ligne  rencontrant  aussi  la  droite  A',  on  a  la  condi- 
tion 

h  =  amh, 

L'elimination  de  m  et  de  A  entre  cette  equation  et  celles 
de  la  directrice^onne 

yz  =  ahx, 

Cette  equation  est  celle  d'une  surface  du  second  degre  de- 
pourvue  de  centre  \  elle  represente  un  paraboloide  hyper- 
bolique,  puisque  Fautre  paraboloide  n'a  pas  de  generatrice 
rectiligne. 


I 

■ 

\ 
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CHAPITRE  SEPTIEME. 

DE  LA  DISCUSSION  D'UNE  EQUATION  NUMltRIQUE  DU 
SECOND  DEGR^  A  TROIS  VARIABLES. 


417.  Etant  donnee  uue  equation 

du  second  degre  a  irois  variables  et  a  coefficients  nume- 
riques,  reconnaitre  de  quelle  nature  est  la  surface  que  cette 
Equation  represente  :  telle  est  la  question  que  nous  allons 
traiter. 

II  faut  d'abord  chercber  si  la  surface  a  un  centre  unique, 
ou  si  elle  en  admet  une  infinite,  ou  bien ,  enfin ,  si  elle  est 
depourvue  de  centre.  A  cet  effet,  on  egale  k  zero  les  trois 
d^rivees  du  premier  membrey(a:,  j^,  ^)  de  Tdquation  pro- 
posee ;  il  en  rdsulte  trois  equations 

du. premier  degre  a  coefficients  numeriques,  dont  la  reso- 
lution fera  savoir  lequel  des  trois  cas  a  lieu. 

§  I.  —  Surfaces  qui  ont  un  centre  unique. 

418.  Supposons  que  la  surface  ait  un  centre  unique,  et 
i3ommen9ons  par  I'examen  du  cas  particulier  ou  Tequation 
que  Ton  donne  ne  renferme  le  carre  d'aucune  des  troi^ 
coordonn^es  Jt,  y,  z-^  elle  est  alor^de  la  forme 

I  -h  2  C:c -f- 2  C> -f- 2  C"a -1- E  =  o, 

et  represente  evidemment  une  surface  iilimitee,  puisqu'on 
peut  donner  a  deux  des  trois  coordonnees  des  valeurs  aussi 
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grandcs  que  Ton  voudra ,  sans  que  la  valeur  de  la  troisieme 
variable  cesse  d'etre  reelle.  Et  comme  cette  surface  a  un 
centre ,  elle  ne  peut  6tre  que  Tun  des  deux  byperboloides  ou 
un  c6ne. 

En  transportant  les  axes  parall^Iement  a  eux-memes  au 
centre,  I'equation  proposeedeviendra 

( 2  )  2  hyz  -f-  2  B'  xz  -4-  2  B"  xj  -f-  E'  =  o. 

Si  E'  est  nul ,  la  surface  est  un  c6ne  (n°  402) . 

Si  E'  est  different  de  zero,  la  surface  sera  un  hyperbo- 
loide  a  une  ou  a  deux  nappes  ,  dont  le  cone  asymptote,  rcr 
presente  par 

2  Bfz  4-  2  B'xz  -h  2  B"  -ex*  ==  o       ( n»  402), 

a  pour  gen^ratrijces  rectilignes  les  axes  des  coordonnees. 

419.  Pour  decider  quel  est  celui  des  deux  byperboloides 
que  Tequation  (2)  represente  quand  E'  n'est  pas  nul,  on 
observera  que  les  generatrices  rectilignes  de  Fbyperboloi'de 
a  une  nappe  etant  paralleles  a  celles  du  cone  asymptote 
(n°  408),  il  faudra,  pour  que  la  surface  consideree  soit  un 
hyperboloide  a  une  nappe,  que  Ton  puisse  placer  sur  cetle 
surface  une  droite  parallele  a  Tun  des  trois  axes  de  coor- 
donnees ,  par  exemple  a  celui  des  z.  Cetle  condition  est 
d'ailleurs  sufiisante,  puisque  I'autre  byperboloide  n'a  pas 
de  genera  trice  rectiligne. 

Or,  une  parallele  a  Taxe  des  z  ayant  pour  equations 

il  faudra  ,  pour  que  cette  droite  appartienne  a  la  surface 

2  Byz  -f-  2  B'  xz  -h  2  B"  A7  4-  E'  =  o , 
que  ccite  derniere  equation  soit  vcrifiee  par 


I&QUATION    DU    SECOHD    DEGR1&    A   TROIS    VARIABLES.     565 

quelle  que  sou  la  valeur  attribuee  a  z ,  ce  qui  donne 

(3)  2B6-|-2B'a=:0, 

(4)  -     2B''  a6-f-E'  =  o; 

d'ou 


=  ±\/iFFX^'  =  ±V^ 


E' 


2  BE'  B" 

On  voit  que  a  sera  reel  ou  imaginaire,  suivant  que  BB'B^ 
et  £'  auront  le  m&me  signe  ou  des  signes  contraires.  II  sera 
done  n^essaire^  pour  que  a  soit  r^el,  que  le  nombre  des 
coefficients  B ,  B',  B^',  de  m^me  signe  que  E',  soit  impair. 
Daus  ce  cas ,  I'^quation  propos^e  representcra  un  byperbo- 
loi'de  a  une  nappe.  Si  le  nombre  des  coefficients  B,  B',  B", 
de  m^me  signe  que  E',  est  pair,  a  sera  imaginaire,  et 
Tequation  appartiendra  a  un  hjperboloide  a  deux  nappes. 

Aucun  des  trois  coefficients  B ,  B',  B",  ne  pent  ^tre  nul , 
quand  I'equation  (2)  represente  une  surface  qui  a  un  centre 
unique.  Car,  si  I'on  avait,  par  exemple,  B"=  o,  Fequa- 
tion  (2)  se  reduirait  a 

2  B/z  -h  2  B' JTZ  -f-  E'  =  o , 

et  la  surface  aurait  une  infinite  de  centres  situes  sur  la 

droilc 

Bj4-B'a:  =  o,     z  =  o; 

elle  serait  un  cylindre  hyperbolique. 

Remarqaons ,  en  terminant  cette  discussion,  que  Ton 
peut,  sans  transporter  les  axes  au  centre  de  la  surface,  re- 
connaitre  si  I'equation  (i)  appartient  a  un  hyperboloide  a 
une  nappe  on  a  un  byperbolo'ide  a  deux  nappes.  En  effet,  il 
resulte  de  ce  qui  precede  que ,  dans  le  premier  cas ,  la  sur-» 
face  doit  avoir  une  genera  trice  recti  ligne  parallele  a  I'axe 
des  z\  ce  qui  exige  que  I'^uation  (i)  soit  verifiee,  inde- 
pendamment  de  toute  valeur  attribuee  a  z,  lorsqu'on  y  rem* 
placera  jf  et  :r  par  6  et  a .  On  aura  done 
.^.  J  Bg  +  B'a-f-C"=o, 

I  2B"a6  +  2Ca  +  2C'6-+-E  =  o. 
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Lorsque  les  equations  (5)  admettront  une  solution  reelle 
et  finie,  la  surface  sera  du  genre  des  hyperboloi'des  a  une 
nappe  5  elle  pourra ,  d'ailleurs ,  se  reduire  a  un  c6ne. 

Si  les  equations  ( 5 )  n'admettent  aucune  solution  reelle 
et  (inie,  la  surface  consideree  est  un  hyperboloide  a  deux 
nappes. 

Dans  le  premier  cas ,  il  restera  a  examiner  si  la  surface 
est  ou  non  un  c6ne.  Pour  le  savoir,  on  remplacera  x,  j^,  z 
par  les  coordonn^s  du  centre  dans  1  equation  (i) ;  le  pre- 
mier membre  prendra  une  valeur  que  nous  avons  deji^  de- 
sign^ par  £',  etsuivant  que  E'  sera  nul  ou  diflerent  de 
zero,  la  surface  sera  un  c6nc  ou  un  hyperboloide  a  une 
nappe. 

420.  Actuellement ,  supposons  que  Tequation  proposee 
renferme  les  carres  des  coordonuces,  ou  du  moins  le  carre 
de  I'une  d' el  les ,  de  z  par  exemple. 

En  transportant  les  axes  des  coordonn^es  parallelemcnt 
a  eux-memes  au  centre  de  la  surface ,  Tequation  prendra  la 
forme 

J  A  a:' -h  A' j» -4- A"  z' -{- 2  Bjz -H  2  B' X3 

I  4-2B"xr-4-E'=o, 

et  le  coefficient  A''  de  2*  ne  sera  pas  nul. 

En  resolvant  Tequation  (i)  par  rapport  a  z ,  il  vient 

Br-*-B'ar 
db  7-^V^(B*  -  A'A")^*  -f.(B'»  —  AA^ja'H-  2(BB'-  A" B") x^  —  A'E'. 

Lorsque  des  valeurs  6,  a,  attributes  a  j^,  x^  rendront 
positive  la  quantite  soumise  au  radical,  I'equation  (2)  de- 
terminera  pour  z  deux  valeurs  reelles  correspondantes ,  et 
on  aura  ainsi  deux  points  de  la  surface  situes  sur  une  corde 
parallele  a  Taxe  des  z,qui  sera  divisee  en  deux  parties  egales 


Equation  du  second  degr^  a  trois  variables.    667         i 
par  le  plan  dont  P Equation  est 


K" 


Le  point  du  plan  des  xy^  qui  a  pour  coordonnees  6,  a,  sera 
done  la  projection  de  deux  points  de  la  surface  situes  sur  la 
droite  projetante  y=  6,  jc  =  a. 

Si  les  valeurs  S,  a,  donnees  a  y^  x,  annulenl  la  quantity 
placde  sous  le  radical,  1' equation  (2)  determiner  a  pour  z 

une  seule  valeur  corres^ondante , -j, •    Les  deux 

points  d'intersection  de  la  surface  et  de  la  ligne  projetante 
j^  =  6,  X  =  a,  se  reduisent  alors  k  un  seul  point  situe  sur  le 
plan  diametral 

B^-+-B'x 

et  la  droite  y  =  6,  x  =  a  devient  tangente  a  la  surface  au 
point  dont  les  coordonnees  sont 

B6-hB'a 

J  =  6,     j?  =  a,      z  = p . 

D'apr^s  cela ,  on  voit  que  T Equation 

^    ^  |-f-2(BB'— A"B")xr--A"E'=:o, 

obtenue  en  egalant  le  radical  a  zero,  represente  un  cylindre 
tangent  a  la  surface  consideree  suivant  une  ligne  situee 
dans  le  plan  diametral 

Bj-4-B'a- 


k" 


et  dont  la  projection  sur  le  plan  des  xy  est  d^terminee  par 
la  m^me  equation  (3).  II  est  clair  que  cette  conclusion 
suppose  que  Tequation  dont  il  s'agit  represente  une  courbe 
reelle. 

On  salt ,  d'ailleurs ,  qu'une  courbe  du  second  degre  est  de 
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m^me  espece  que  sa  projection  {n°399) ;  done  I'interseciion 
du  plan  diametral 


z  = 


A." 


et  de  la  surface  consideree  sera  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, suivant  que  I'equation  (3)  appartiendra  a  I'une  ou  a 
r  autre  de  ces  deux  courbes. 

Lorsque  les  valeurs  6,  a  de  y,  x,  rendent  negative  la 
quantity  placee  sous  le  radical ,  z  est  imaginaire ,  et  la 
droite  j^=  6,  x  =  a  ne  rencontre  plus  la  surface;  alors  Id 
point  du  plan  des  xy^  qui  a  6,  a  pour  coordonnees ,  n'est  la 
projection  d'aucun  point  de  la  surface,  en  prenant  pour 
lignes  projetantes  des  paralleles  a  Taxe  des  z. 

iSl.  La  courbe  d^terminee  par  Tequation  (3)  separela 
partie  du  plan  des  xy^  sur  laquelle  se  projette  la  surface 
consideree  de  celle  qui  ne  re^oit  la  projection  d'aucun 
point  de  cette  surface.  Cestce  qui  resulte  de  la  proposition 
suivante  : 

Soil  f[x^y)=^o  Pequation  d'une  courbe  du  second 
degre  *,  si  Ton  remplace  successivemeni  les  variables  x,  j 
par  les  coordonnees  a ,  6;  a',  6',  de  deux  points,  Tun  in- 
terieur,  I'autre  exterieur  a  la  courbe,  le  premier  membre 
f{x^y)  de  Tequation  prendra  des  valeurs  /^(a^S), 
y(a',  6'),  de  signes  contraires  ;  et,  lorsque  les  deux  points 
seront  Fun  et  Tautre  int^rieurs  ou  exterieurs,  les  valeurs 
dey(a,  6),/^(a',  6')  auront  le  m^me  signe. 

En  effet ,  designons  par 

y  :=:z  ax  -{-  b  ^ 

Fequation  de  la  droite  qui  unit  les  deux  points  donnes;  les 
abscisses  des  points  communs  a  cette  droite  et  a  la  courbe 
seront  determinees  par  Fequation 

y  ( X,  flx  -f-  ^  "i  =  o . 


Equation  du  secoiid  begr^  a  trois  variable^.    S6^ 

Lorsque  les  deux  points  sont,  Tun  int^rieur,  Tautre'ext^- 
rieur  h  la  courbe,  I'^ualion /'(a:,  ox -H  i)  ==  o  a  lieces-*- 
sairement  une  racine  comprise  enire  a  et  a';  donc^ 
y(a,  aa.  -+-  i),  f{(x\  aa'+  fc)  ont  des  signes  contraires. 
Si  les  points  sont  tous  dt^ux  inti^rieiirs  ou  exterieurs,  I'^qua- 
tion  f{x^  fla:  H-  4)  =  o  n'a  aucune  racine  comprise  entre  a 
et  «'^  ou  elle  en  a  deux:  par  consequent, /"(a, aa-H- A), 
y(a',  a«'-f-i)ont  lem^me  signe.  Mais 

■  /(a,  «a-h^)=/(a,6)     et    /(a',  Aa' -1- 6)  =/(i',  6'); 

la  .proposition  est  done  demontree. 

De  cette  proposition  nous  concluons  que  si  les  coordon- 
nees  d'uii  point  interieur  a  la  courbe  representee  par  Tequa- 
tion  (3)  rendent  positive  la  quantite  placee  sous  le  radical 
de  Tequation  (2)  (n^  "i^O),  il  en  sera  dememe  pour  tous  les 
autres  points  interieurs,  et  alors  les  coordonnees  de  tout 
point  exterieiir  feront  prendre  le  signe  moms  a  cette  quan- 
tity, ou  inversement.  Par  consequent,  la  courbe  dont  il 
s'agit,  separe  la  partie  du  plan  des  xy,  qui  est  recouvertfe 
par  la  projection  de  la  surface ,  de  celle  qui  ne  re9oit  la  pro^ 
jection  d'aucun  de  ses  points. 

422.  Au  moyen  des  considerations  qui  precedent ,  il  sera 
facile  de  t^econnaitre  de  quelle  nature  est  la  surface  que 
I'equation  (2)  determine. 

Plusieurscas  sont  a  distinguer :  Ti^uatibn  (3)  pisut  re- 
presenter  une  ellipse,  iine  hyperbole,  deux  droites  qui  se 
coupent  a  I'originedes  coordonnees  j  un  point  coi'ucidant 
avec  I'origine,  une  ligne  imaginaire.  Noiis  allons  successi- 
vement  exiiminer  ces  difFerentes  hypotheses. 

I®.  -Lorsque  T^qnation  (3)  est  celle  d'line  ellipse,  la 
surface  etant  couple  suivant  tine  ellipse    par  un  plan 

By-f-  m  X 
z  = — ; qui  passe  par  son  centre  (page  568)  ne 

pent  ^tre  ni  un  hyperboloide  a  deux  nappes,  ni  un  cdne; 

37 
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elle  sera  done  un  ellipsoi'de,  ou  an  hyperboloi'de  a  ane 
nappe.  Pour  reconnaltre  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu,  il 
sudfit  de  savoir  si  la  surface  que  Ton  considere  est  ou  non 
limitee. 

A  cet  effet,  on  remplacera  x  et  j,  sous  le  radical  de 
Fequation  (3),  par  les  coordonn^  du  centre  de  Tellipse  (3)* 
Si  les  valeurs  de  z  sont  reelles,  on  en  pent  conelure  que  la 
surface  est  limitee;  car,  pour  les  coordohn^s  de  tout  poini 
ext^rieur  a  Tellipse,  le  radical  devieudra  imaginaire;  par 
consequent  9  Ie»  valeurs  de  x,  j^,  et  par  suite,  celles  de  z, 
sont  limitees. 

Le  contraire  aura  lieu  lorsque  les  valeurs  de  2  corres- 
pondantes  aux  coordonnees  du  centre  seront  imaginaires. 

Le  centre  de  Pellipse  coincidant  avec  Tori^ne ,  ses  coor- 
donnees sont  nulles ;  le  radical  se  reduit  done  a  v^ — A"E' 
par  la  substitution  dont  il  s'agit :  par  consequent,  la  surface 
sera  un  ellipso'ide,  ou  un  hyperboloi'de  a  une. nappe,  suivani 
que  le  coefficient  A"  de  5*,  et  le  terme  E'  independant  des 
variables,  aurontdes  signes  contrairesou  le  m^me  signe. 

2®.  Supposonsque  Fequation  (3)  represente  une  hyperbole. 

Le  plan  ^  = -77- — 7  nieiic  par  le  centre  de  la  surface, 

la  coupera  suivant  one  hyperbole  \  done  ^  la  surface  ne  peut 
etre  que  I'un  des  hyperboloi'des.  Pour  distinguer  entre  les 
deux  hyperbolo'ides  celui  que  1' equation  (2)  representee  on 
remplacera  dans  cctte  equation,  les  variables x,y, par  les 
coordonnees  du  centre  de  1' hyperbole  (3). 

^  les  valeurs  correspoiidantes  de  z  sont  reelles ,  il  en 
faut  conelure  que  la  surface  coiivre  de  sa  projection  toute 
la  partie  du  plan  des  xy^  comprise  entre  les  deux  branches 
de  rhyperbole,  du  c^e  du  centre  de  cette  courbe :  la  fornae 
meme  de  cette  projection  montre  que  la  surface  projetee  n^a 
qu'une  scule  nappe  continue :  elle  est  done  un  hyperboloide 
a  une  nappe. 
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Si  les  valeurs  de  z  sont  imaginaires ,  la  surface  se  projettd 
entiirement  dans  rinterieur  de  Thyperbole,  du  cot^  oppos^ 
au  centre:  la  portion  du  plan  des  xy^  recouverte  de  la  pro* 
jeciion ,  se  subdivise  alors  en  deux  parties  s^parites  Tune  de 
I'autre  par  Fintervalle  des  deux  branches  de  la  courbe ;  ce 
qui  montre  que  la  surface  projetee  se  compose  elle-m^me  de 
deux  parties  separees  dans  I'espace^  elle  est,  par  conse- 
quent, un  hyperboloVde  a  deux  nappes. 

Les  coordonn^es  du  centre  de  1' hyperbole  etant  nuUes , 
les  valeurs  de  ^,  correspondantes  a  ces  coordonnees ,  sont 

Ainsi ,  la  surface  consider^e  sera  un  hyperboloide  a  une  ou 
k  deux  nappes,  suivantque  les  coefficients  A'^,  E' auront 
des  signes  contraires  ou  le  meme  signe. 

3^.  L'equation  (3)  represente  deux  droites  qui  se  ren- 
contrent  k  Torigine.  Alors,  la  surface  est  necessairement  un 

cone,  puisque  le  plan  ^  = ^^rn *^  coupe   suivant 

deux  droites  qui  passent  par  son  centre. 

4**.  Si  Tequation  (3)  est  verifiee  par  les  coordonnees  de 
Torigine,  et  setilemeut  par  ces  coprdou^nees ,  la  quantity 
plac^e  sous  le  radical  de  Fequation  (2)  conservera  le  m^me 
signe  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  j^^  elle  sera  com- 
pos^e  de  deux  carries,  precedes  chacun  du  signe  plus  ou  du 
signe  moinsi  il  suffiia  de  donner  a  x  et  j^des  valeurs  quel- 
conques,  pour  distingtier  ces  deux  cas  Tun  de  Fautre.  Dans 
le  premier,  la  valeur  de  z,  constamment  r^elle,  se  r^uit  k 
zero  avec  x  eiy.  On  a  done  une  surface  illimitee  sur  la- 
quelle  se  trouve  le  centre  meme  de  la  surface ;  c'est  dire  que 
la  surface  est  un  c6ne. 

Dans  le  second,  I'equation  (2)  n'admettant  que  la  seule 
solution  x==o,  y  =  o^  z  =  o,  represente  Forigine  des 
coordonnees. 

3,. 
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5^.  Enfin,  quand  F^qualion  (3)  n'a  aucune  sdlutioti 
reelle,  la  quaintite  soumise  au  radical  ne  peut  changer  de 
^gne:  si  elle  est  negative,  T^nation  (2)  ne  represente  rien; 
91 ,  au  coatraire «  cette  quantite  est  positive ,  Fequation  (2) 
appartiendra  a  un  hyperboloide  a  deux  nappes ,  puisque  la 
surface  quelle  determine  n-^a  aucun  point  commun  avec  un 

plan  j^  = =^—7; mene  par  son  centre. 

423.  Remarque.  -—  Si  Ton  transj^orte  les  axes  des  cOor- 
donnees  parallelement  a  eux-meines  en  un  point  quelcon- 
que  ie  Tespace ,  le  plan  des  xj  restera  parallele  a  sa  pre- 
miere position,  les  lignes  projetantes  des  difierenis  points 
de  la  surface  ne  chaugeront  pas ,  de  sorte  que  les  projections 
sur  les  plans  des  xy  seront  les  memes.  Le  centre  de  la  sur^ 
face  et  celui  de  la  courbe  obteime  en  projection  ^  sur  le  plan 
des  xy^  appartiendront  a  une  droite  parallele  a  Taxe  des  z  5 
ces  deux  points  auront  done  les  deux  coordonnees  x^  y^ 
cpn^munes.  Par  consequent,  la  discussion  precedente  sera 
encore  applicable,  avec  cette  seule  modification ,  qu^au  lieu 
de  remplacer  x^  y  par  z^ro ,  sous  le  radical  de  la  valeur 
de  z,  on  substituera  a  Jtr,  j,  les  valeurs  a,  6,  obtenues  pour 
les  coordonnees  x,  j"  du  centre  de  la  surface. 

Ainsi,  pour  discuter  Fequatiom  proposee,  il  n'est  pas  in- 
dispensable de  transporter  Forigine  au  centre  de  la  surface ; 
on  pourra  r^soudre  Cette  equation  par  rapport  a  z  (en  sup- 
posant  qiie  le  carre  de  z  entre  dans  Fequation)^  il  en  resul-^ 
tera  une  expression  de  la  forme 

(i)    z  =  wx  -h  /ij  -h  /»  ±  V^«r'  +  hxy  +  cj:»  +  </y-  -f-  ea:  -4-/ 5 

puis,  on  egalera  k  zero  la  quantity  soumise  au  radical,  ce 
qui  donnera  Fequation 

(  2  )  «rr'  -h  hxy  +  cx^  -k-dy-^^x  -}-/=  o. 

Lorsque  cette  derniere  equation  representera  une  ellipse, 
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la  surface  sera  un  ellipsoi'de  ou  un  hyperboloide ,  a  une 
nappe,  suivant  que  la  valeur  de  z  correspondaute  a  x  =  a, 
y  =  6  ,  sera  reelle  ou  imaginaire. 

Si  Fequation  (2)  appartient  a  une  hyperbole,  la  surface 
sera  un  hyperboloide  a  une  ou  a  deux  nappes ,  suivant  que 
a:  =  a ,  y  =  6  rendront  z  reelle  ou  imaginaire. 

II  se  peut  que  I'equation  (2)  represente  deux  droites  con»- 
courantes  au  point  jc  =  a ,  j^  =  6  5  dans  ce  cas ,  I'equation 
proposee  appartiendra  a  un  c6n€. 

Si  r^uation  (2)  n'admet  que  la  seule  solution  rdelle 
j:==a,  y  =  6,  I'equation  (i)  repr&entera  un  c6ne,  ou  le 
point  a:  =  a,j^=S,z==  ma  -f-nS  -f-p,  suivant  que,  en 
rempla^anl  x,  j  par  des  valeurs  a',  6',  autres  que  a ,  S ,  la 
valeur  correspondaute  de  z  sera  reelle  ou  imaginaire. 

Quand  I'Ajualion  (2)  n'admet  aucune  solution  reelle, 
i'equation  (i)  represente  un  hyperboloide  a  deux  nappes  ou 
une  surface  imaginaire,  suivant  que  la  valeur  de  z  est 
reelle  ou  imaginaire  pour  des  valeurs  quelconques  attri- 
buees  aux  deux  autres  coordonnees. 

Au  reste ,  il  sera  gen^raloment  plus  simple  de  rapporter 
la  surface  a  son  centre,  en  faisant  disparaitre  les  termcs  dii 
premier  degr^. 

§  n.  —  Surfaces  qui  ont  uifE  mvisvst  ue  gektres. 

424..  Nbus  supposons  que  les  trois  equations  obtenues 
en  ^galant  k  zero  les  derivees  y/ w  fM'i  fiz)  ^^  premier 
membre/"  (x,  y^  z)  die  Fequation  proposee,  adm6ttent  un 
nombre  infini  de  solutions  communes  *,  alors  les  trois  plans 
diametrauxy/\  =  o,  // x  =  o,  f!^>.  =  o  coincident,  ou  deux 

d'entre  eux  se  coupent  suivant  une  droite  qui  appartient  au 
troisieme.  La  resolution  des  equations  num^riques  du  pre- 
mier degre  /^'^^=o,  f^^^=zo,  /(',)=o    fera    disting^er 

facilement  ces  deux  cas  I'un  de  Tautrc. 
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425.  Dans  le  premier,  I'^uation  propoft^e 

fepresente  g^n^ralement  deux  plans  paralUles  (page  Sip) ; 
il  se  pent,  toutefois,  que  ces  deux  plans  coincident  ou  de- 
Tiennent  ima^naires  (*)-  Pour  ^trefix^  k  cet  ^gard,  il  suf-t 
fira  de  couper  la  surface  consideree  par  un  plan  non  paral- 
lile  a  celui  que  repre8entey'/^x==  o.  Si  Vintersection  est 

form^  d'une  seule  droite,  la  surface  est  un  plan  unique^ 

(  *)  L'equation  generate  du  second  degre 

A*«H- AV-+- A'^'-H  2B^«-+- aB'x*  H- 2  B^^O' 

pent  s'ecrire  ainsi : 

«n  designant  par/ '   , /'   x. /',,)  *«»  derivces  da  premier  membre, 
Or,  quand  les  trols  plans 

^1^)="'  AV)="'  -^c')=* 

coincident,  on  a  les  identites 

•^  (r)     C  -^f*)*     ^  {»)     C  -'(*)' 
et  I'equation  (i)  devient 

pU 

(2)  (C*-+-G'rH-C''*)l/^'^.-+-2c|4-2CE  =  o, 

Les  mimes  identites  ^onnent 


par  suite, 


"        C  '        *^        0   • 


f\,j  =  ^{Cj,^C'j-i-C''z)^iC, 
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si  cette  intersection  est  une  li^e  imaginaire ,  I'equation 

f[x,  jr,  z)  =  o 

n'admet  aucune  solution  r^elle,  et,  par  consequent,  ne 
represente  rieu. 

Prenons  pour  excmple  Tequation 

(i)  ar*-|-j'*-i-a*-i-  2yz  -f-  2a:2-H2/jc4-  2x-|-2j^-h2«  -{-/==  o. 

Les  trois  plans,  dont  la  rencontre  determine  le  centre, 
coincident,  puisque  leurs  equations  sont  ^videmment  iden^ 
tiques. 

L'intersection  de  la  surface  et  du  plan  xy  est  represen- 
tee par  Fequation 

x^-h  jr'  -h  2  a:/  -f-  2  x  H-  2/  -+-  /"=  o , 

qui  revient  a 

(2)  ^x-hr-4-  !)'+(/- 0=P- 

Selon  qu'on  aura 

/— i<o,  =ro,  >o, 

Tequation  ( 2 )  donnera  deux  droites  paralUles  :  utie  seule 
droite,  on  une  ligne  imaginaire.  Dans  ces  m&mes  condi- 
tions, Tequation  (i)  represente  deux  plans  paralleles :  un 

Substituant  dans  (  2 ),  il  vient  successivement 

(3)  '  /[,^  =  ±i\/cf=rsE. 

D'apres  cela,  on  voit  que  I'equation  proposee  represente  deux  plans  paral-> 
leles,  un  Seal  plan»  une  surface  imaginaire ,  suivani  qu'on  a  : 

C*— AE>o,     =0,     <o. 
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seul  plan,  ou  uae  surface  imaginaire.  Cest  ce  que  Ton  peui 
immediatement  verifier  en  mettant  Tequation  (i)  sous  cette 

forme, 

(a*  4-r  4-2  H- i)'4- (/— 1)  =  o. 

426.  Lorsque  deux  des plans  diametrauxy/\  ==o,y^' n==:o, 
y/N=  05  se  coupent  suivant  une  droite  situ^  daps  le  troi- 

sieme ,  Fequation  proposee 

represente ,  en  general ,  un  cylindre  hyperbolique  ou  ellip- 
tique  (page  5 1 8 )  ^  elle  peut  aussi  appartenir  a  Tune  des 
varietesde  cesdeux  cylindres. 

Pour  determiner  completement  la  nature  de  la  surface, 
on  cherchera  son  intersection  par  un  plan  non  parallele  a 
la  droite  commune  aux  trois  plans  diamelraux.  Cette  inter-s 
section  peut  6tre  une  hyperbola  ou  une  ellipse,  deux  droites 
concourantes ,  un  point,  une  ligne  imaginaire.  A  ces  diife-t 
rents  cas  correspondent :  un  cylindre  hyperbolique  ou  ellip- 
tique,  deux  plaus  qui  se  coupent,  une  seule  droite,  une 
surface  imaginaire. 

427.  Spit,  comme  cxemple,  I'^quation 

( I )  *'  —  y^  —  T^yz  —  1XZ  —  2  X  —  i^y  -\-f  =  o. 

Les  trois  derivees  du  premier  membre,  egalees  a  zero^ 
donnent 

X  —  z — 1  =  0,     jr -i- z -{- I  =zo,      j'-\-xz=o. 

La  derniere  de  ces  equations  s'obtient  en  additionnant 
les  deux  precedences,  el  celles-ci  representent  deux  plans 
qui  se  coupent*,  done  Tintersection  de  ces  deux  plans  dia-. 
m^traux  est  une  droite  situee  dans  le  troisiime. 

La  surface  est  couple  par  le  plan  des  xjr^  suivant  une  ligne. 
ajant  pour  equation 
(3)  x»~.^=—2a:  — 2/-h/=  9, 
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et  qui  est  une  hyperbole,  lorsque  /* n'est  pas  nul.  Mais  si 
y=:o,  requation  (3)  devenant 

i-r  +r)  (a?  —  J  —  2)  =  o , 

represente  les  deux  droites  concourantes 

ar-f.7  =  o,      ar— /  — 2  =  0. 

Dans  le  premier  cas ,  la  surface  est  un  cylindre  hyperboli  * 
que ;  dans  le  second ,  elle  est  form^e  de  deux  plans  qui  se 
coupent  suivant  la  droite  des  centres. 

428.  Consid^rons  encore  Tequation 

(l)         2X*-|-^=4-«- —  2X3-I-2X/  —  2J—  2«-f-y=0, 

Ses  trois  deriv^es  sont 

2X  —  a-H/rrrO,     / -f' J:  —  '  =  0,      z  —  x  —  I=o; 

la  troisi^me  se  trouve  en  retranchant  la  seconde  de  la  pre-* 
miire;  et  comme,  d'ailleurs,  les  deux  premieres  represent 
tent  deux  plans  qui  se  coupent,  il  en  faut  conclureque  les 
trois  plans  diam^traux  se  rencontrent  suivant  une  m^me 
droite. 

L'intersection  de  la  surface  et  du  plan  des  xy  est  d^ter- 
minee  par  Tequation  . 

2J:»-+-r'+  2J7  —  2/  -h/=  o, 
qui  revient  a 

(a- 4.^  --.!)'-+-(*  H-  i)'-H/— •  2  =  0. 

Cette  d^miire  equation  donne  une  ellipse ,  un  point  ou 
uneligne  imaginaire,  selon  ({uef —  2  est  negatif,  nul  ou  po- 
sitif;  par  consequent,  dans  ces  trois  cas  differents,  T^qua* 
tion  (i)  represente  un  cylindre  elliptique,  unedroito  ou  une 
surface  imaginaire. 

§  III.  — '  Surfaces  dApourvues  de  centre. 

429.  Quand  les  trois  equations  qu'on  obtient  en  egalant 
^  zero  les  derivecs  du  premier  membre  de  I'equation  pro- 
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posee  nadmetieiit  aucune  solution  commune,  la  surface 
n^a  pas  de  centre,  et,  par  consequent,  elle  est  un  des  deux 
paraboloi'des  ou  un  cylindre  parabolique. 

Pour  savoir  auquel  de  ces  trois  genres  elle  appartient ,  il 
suffira  de  determiner  ses  sections  par  des  plans  paralleles 
aux  trois  plans  des  coordonnees.  En  eifet,  ces  trois  plans  ne 
pouvant  Hre  paralleles  a  une  m^medroite,  il  faudra,  si  la 
surface  est  un  paraboloi'de  elliptique,  que  Tune  des  sections 
soit  une  ellipse^  cette  condition  est  d'ailleurs  suf&sante, 
puisque  le  paraboloi'de  elliptique  est  la  seule  surface  de- 
pourvue  de  centre  qui  puisse  donner  lieu  k  une  section 
elliptique. 

De  m&me ,  la  condition  necessaire  et  suffisante  pour  que 
la  surface  soit  un  paraboloi'de  hyperbolique  consiste  en  ce 
que  Tune  des  trois  sections  doit  ^tre  une  hyperbole. 

Enfin ,  si  la  surface  est  un  cylindre  parabolique ,  les  sec- 
tions seront  necessairement  des  paraboles  ou  des  droites 
paralleles. 

§  IV.  — Application  a  des  exbmples  xfuifiRiQUEs, 

j^xemples  dans  iesquels  la  surface  a  un  centre. 

430.  Premier  exemple. 

xy  -^  xz -^  yz --^  1 X  —  y  —  3«-hi  =  0. 

Coordonnees  du  centre : 

or  =  I,    /  =  2,     a  =  o. 

En  prenant  le  centre  pour  origine,  Fequation  proposee 
se  reduit  k 

xy  -\~  xz  -h  yz  —  1  =  0. 

Cette  derniere  ^uation  represente  un  hyperboloide  a 
deux  nappes,  puisque  le  nombre  des  coefficients  de  signes 
contraires  au  dernier  lerme  est  impair  [n?  419). 
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Peuxieme  exemple. 

7.xy —  xz  -k-yz —  2x4-  '^y  —  Sz  —  2  =  0. 
Coordonnees  du  centre ; 

ar  =  — f,    /  =  !,     a=i. 
En  transporUnt  les  axes  au  centre,  T^uation  devient 

nxy  —  xz  -^^  yz  —  ^  =  o  5 

et  comme  le  nombre  des  coefficients  de  signes  contraires  au 
dernier  terme  est  pair,  elle  represente  un  hyperboloide  a 
une  nappe  (n**  419). 

Troisieme  exemple, 

Sxy  —  i6xz  -f-  Syz  —  8j:  -+-  Sy  — r  i6«  —  7  =  0. 
Coordonnees  du  centre  : 

•*  —  —  7,     y  —  7>     •  —        4» 

En  faisant  disparaitre  les  termes  du  premier  degre,  il 

vient 

8xy  —  i6xz  4-  8yz  =  o; 

ce  qui  est  Tequation  d^un  cone. 
Quatriime  exemple, 

x' 4-  2 j' 4-  2i'4-  2xy  —  20?  —  ^y  —  ^z  4-  2  =  0. 

Coordonnees  du  centre : 

En  plagant  Forigine  au  centre,  on  a 

jj»  4-  2/*  4-  2  «'  4-  2  x/  —  2  =  0, 
d'ou 

L'^uation  qu'on  obtieQt  en  egalant  k  zero  la  quantity 
soumise  au  radical  appartient  evidemment  a  une  ellipse^ 
d^ailleurs  z  est  reelle  pour  x  =  o ,  y  =  o-^  done  Fequation 
proposee  represente  un  elHpsoide. 
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Cinquieme  exemple. 

Le  centre  a  pour  coordonnees 

x  =  o,    y=i,     «  =  i; 
en  J  transportant  les  axes,  il  vient 

ou 

«  =  d:i^— |x*  — /'  — x/. 

L'equation 
donne 

el  n^admet  que  la  solution 

X  =  o,     jr  ^=z  o. 

Tout  autre  systeme  de  valeurs  attribuees  a  x  et  ^  rend  posi- 
tif  le  trin6me  i  J^'-I-J"*-!-  xy^  et,  par  suite,  z  imaginaire. 
Done  Tequation  proposee  repr^sente  le  centre 

X  =  o,      ^  =  I,      ZZ=  I, 

Sixieme  exemple. 

x'-h  2^*-4-2«'-H2XJ^— 2X  —  4^  —  4*  "+"6=0. 

En  faisant  disparaitre  les  termes  du  premier  degre,  on  a 

X*  -h  2/*  -f-2»*-h2X7-f-2=:0, 

d'ou 

3  =  ±  V  — l*^* — X^  — ^Y  —  2. 


—  J  x'  —  J*  —  xy  —  2  =  o 


L  equation 
donne 
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ei  n'admet  aucune  solution.  L* expression 

reste  negative  pour  toutes  les  valeurs  r^Ues  de  x  et  de  j^ ; 
par  suite,  z  est  constamment  imaginaire^  done  Tequation 
proposee  ne  represente  rien. 

Septiente  exemple, 

x^ 4-  3/'  —  a z*  —  ^yz  -{-  ixy  —  ^x  -^  i1k,z  —  i4  =  o. 
Le  centre  a  pour  coordonn^s 

En  prenant  ce  point  pour  origine^  Tequation  devient 

x"^  +  3  jr*  —  2  2'  —  4/*  -h  2  x/  *—  4  =  ^  > 
et  donne 

En  ^alant  4  zero  la  quantite  soumise  au  radical ,  on  a 
I'equation 

2  x'  -f-  10^'  -H  4  J?j  —  8  =  o 


ou 

X   .    ?. 


m 

qui  appartient  evidenunent  a  une  ellipse.  D'ailleurs ,  la  va- 
leur  de  z  devient  imaginaire  lorsqu'on  remplace  x ,  y  par 
zero^  done  la  surface  est  un  hyperboloi'de  k  une  nappe 

(n°422). 

Huit&me  exemple. 

JC*-h  3  J* —  2Z'  —  4/^  -+-2X>*  —  4'^'+"  I.2Z  —  lO  =0. 

Les  coordonn^s  x,  j^,  z  du  centre  sont  i,  i,  a.  L'^ua^ 
tion  de  la  surface  rapportee  au  centre  est 

X^-j-^X^ — 2Z' — /^yz-^  2Xf=z:  O 
OU 
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Le  radical  egale  a  zero  donue 


ou 

Cette  derniere  equation  n^admet  que  la  solution 

x=o,     j^=o; 

mais  tout  autre  syst^e  de  valeurs  attribuees  ^  x^  y  rend 
positive  la  quantite  soumise  au  radical,  et ,  par  suite,  la 
Taleur  de  z  est  constamment  reelle;  il  en  resulte  (n^  422) 
que  la  surface  consideree  est  un  c6ne. 

Nenvienie  exemple. 

Goordonnees  du  centre : 

a:  =  o,     ^=  —  1,     z:l--4-i* 

Equation  rapportee  au  centre  : 

JT*  -+•  ^''  -4-  z'  —  2  /«  -h  4  */  —  t  =r  o  J 
d'ou 

£n  egalant  a  zero  la  quantite  plac^e  sous  le  radical ,  oit 
obtient  Tequation 

—  x^  —  4  •*/  -f-  •  =  o  ♦ 

qui  appartient  a  une hyperbole;  de  plus ,  la  valeur  de  z  ^^ 
reelle  pour  a:  =  o,  j^  =  o ;  done  la  surface  est  un  byperbo* 
lo'ide  a  une  nappe* 

Dixienie  exemple. 

^'-f-  j'  -f-  *'  —  2  j»  H-  4  -a:/  -t-  4  •'^  ~*~  4  J  —  4  ^  +  5  =  <^- 
L'^quation  de  ]a  surface  rapportee  au  centre 

(x=:0,  ^  J=r  —I,      Z=:l) 
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devient 

et  donne 

En  egalant  le  radical  a  zero ,  on  trouve  I'equation  d^une 
hyperbole 

d'ailleurs,  la  valeur  de  z  est  imaginaire  pour  j:  =  o,  ^"=0; 
done  la  surface  est  un  hyperboloide  a  deux  nappes. 

Onzieme  exemple, 

jp'  -f-  /'■+-«'  —  2  jz  -+-4  jcr  4-4*-+- 4j  —  42-^4  =  0- 

En  transportant  les  axes  au  centre 

(jr  =  o,    r==  —  »>    «=  0> 
on  a 

d'ou 

«  =  /  ±:  V— j:' —  4x7  =^  ±  V'— X  (a: -I- 4r)- 
L'^uation 

x(j:  -i-4r)  =  o, 

obtenue  en  egalant  a  zero  le  radical ,  represente  deux  droites 
qui  se  coupent;  par  consequent  (n®  423),  la  surface  est  un 
c6ne. . 

Exemples  dans  iesqueis  ii  y  a  une  infiniti  de  centres. 

431.  Premier  exemple. 

x^  4-  4^'  +  9»' 4-  1 2 jz  +  6xz  -^  ^xy  -^  nx 
-\'  ^y  +&Z  —  4  =  ^' 

Les  trois  equations  d^rivees  qui  determinent  les  coor- 
donnees  du  centre  se  reduiseni  a  une  seule ,  qui  est 

.r  +  Sz  4-  2/  -f-  I  -=  o. 
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Cette  demiire  equation  represente  an  plan  dont  totis  le^ 
points  peuvent  fetre  pris  pour  centres. 

L'intersection  de  la  surface  et  du  plan  des  3cy  est  deter- 
min^e  par  Fequation 

qui  donne  les  deux  paralleles 

Done  la  surface  est  formee  de  deux  plans  paralleles  (n^  425) « 
Deuxieme  exemple. 

x^  -f-  y^  -+-  Z*  —  2^2  -h2X3  —  2*J-f-X  — ^  +  Z-|-I  =  Oi 

Les  trois  equations  derivees  se  r^duisent  a 

2x-f-2iz  —  ^/"-h  I  =o; 
de  plus ,  en  supposant  z  =  o^  T^uation  proposee  devient. 

x^-hX^ 2X/-hX--J-|-  1  =  0, 


et  donne 


^^L±2±:lfZ3, 


par  cons&{uent ,  la  surface  est  imaginaire  ( u'^  425 ) . 
Troisieme  exemple. 

2  X*  -i-  8/*  -f-  2  «'  —  8/2  —  4  JP*  -H  8x/  -4-  X 

Les  trois  equations  derivees  se  reduisent  k 

4x  —  4*"+*  8/ -4-1  =  0. 

L'lnlersection  de  la  surface  ct  du  plan  des  ocy  est  d^ter- 
min^e  par  I'^uation 

2X*-+-8/'-h  8xjr  -f-  4P  4-  2/-h  -J  =  O, 

qui  represente  deuxdroites  coi'ncidant  avec 

X  I 
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n  s'ensuit  que  la  surface  consideree  «st  le  plan 
4  J?  —  42+8j-f-i=o     (n*4M), 

qui  contient  tous  les  centres. 
Quatribme  exemple, 

2x»-|-  3/'-f-i8z»-4-  i4/«  +  8x«+  aay-H  8jp 

En  egalant  a  zero  les  trois  derivees ,  on  a 

(i)  a«-4-    J  4-    4*-^4  =  o» 

(2)  «-h3j^4-   7z-h2==o, 

(3)  ^x-hTf  -h  i8z-h8  =  o* 

Si  on  adduionne  Inequation  (i)  avec  le  douUe  de  j(2)-,  cfti 
obtient  F^nation  (3);  par  consequent,  la  surface  a  une 
infinite  de  centres  situ^s  sur  la  droite  intersection  des  plans 
(i)et(2). 

En  coupant  la  surface  par  le  plan  des  joy^  on  trouve  Tel- 
lipse 

2ar»-h  3/^-1-  2xy  -f-  80:  -}"  4j^"t~  *  =*^> 

done  Tequation  proposee  represente  un  cylindre  elliptique. 
Cinquibnw  exemple^ 

x»  -f-  3/*  —  2/z  —  ajr«-f-4*>'-h  2x4-  4^  —  2  «  -+-  2  =  o 

Les  trois  ^nations  du  centre  sont 

« -h  27  —  z -h  I  =  o, 
2J?-t-3j  —  «4-2  =  o, 

y-^-x-^  I  =  o; 

et  comme  la  troisi^me  s'obtient  en  retranchanl  la  premiere 

de  la  seconde,  on  voit  que  la  surface  a  une  infinite  de  centres 

en  ligne  droite. 

L'intersection  de  la  surface  et  du  plan  xy  est  Thyper- 

bole 

**  H-  3 j^*  -^  ^xy  -\-  7,x  -\r  ^X  -f-  2  =  o; 

38 


586  CHibPITRE    SEPTIEME. 

done  TequatiOn  propos^e  appartient  a  un  cylindre  hyper- 
bollque. 

Sixieme  exemplc. 

x'  -I-  ^*  4-  6  «*  4-  6  xz  -+-  6  xz  H-  4  Ay 
-h  4 -^  H"  ^^  "*"  6  z  4- I  =  o. 

Les  equations  du  centre  sont : 

JT  -h  2/ -h  3z  -h  2  =  O^ 

2j?-h    y4-3z-|-i  =  o, 
a:  -H    j-H  2z-h  1  =  o; 

,  la  troisi&me  resultant  de  TaKldition  des  deux  autres ,  tous  les 
points  de  la  droite  representee  par  les  deux  premieres  sont 
des  centres. 

L'intersection  de  la  surface  et  du  plan  des  xy  est  donuee 
par  Tequation 

6u 

Cette  Equation  representant  le  systeme  de  deux  droites 
(bohcourantes,  r^quation  proplosee  don ne deux  plans  qui  se 
coupent  suivant  la  droite  des  centres. 

Septieme  exenlple. 

X*  -f-  2  j^  -f-  5  z'  -f-  6  jz  -4-  4  -^-s  -F  2  a?jr 
-t- 2.r    4-  2jr  -h  43     -h  I  r=  O. 

On  a ,  pour  les  ^uations  du  centre  : 

jc  4-     ^"  4-  2  Z  -4-  I  =r  o  ,• 

.r  4- 2  J  4- 3  z  4- I  =  d  j 

2  j:  4-  3/  4-  5  z  4-  2  =  o ; 

c 

la  troisi^me  est  la  somme  des  deux  pr^cedentes  ^  done  tous 
les  points  de  la  droite  que  les  deux  premieres  represenleitit 
sont  des  centres. 
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Pour  i  =  o,  Tequation  proposee  devient 

ou 

j.  =  -l(^  +  i)±iv/-(x4-i)'. 

Cette  derniere  n^admettant  que  la  solution 

il  eu  resuite  que  le  lieu  g^m^trique  determine  par  Tequa- 
tion  proposee  est  la  droite  des  centres. 

ffuitiime  exethple. 

x'  -t-  /*  +  5  «'  —  ^yz  -i-2xs-H2^'  —  4*"^*  =  ^- 

Les  Equations  derivees  sont 

a:  -h  3  =  o, 
>•—  2z  H-  1  ==o, 

X  —  2/  -f-  5  Z  —  2  =  O. 

On  obtient  la  troisiime  en  retranchant  de  la  premiere  le 
double  de  la  seconde ;  d^ou  il  suit  que  les  deux  premieres 
representent  une  droite  dont  tons  les  points  peuvent  &tre 
pris  pour  centres. 

En  faisant  z  =  o  dans  I'^juation  donn^ ,  il  vient 

4?' -4- /' -h  2  J -+- I  =  o     ou     j:'-H  (j^ -f- i)»:=0. 

Cette  demiire&{uation  n'admettant  aucune  solution  r^elle, 
Tequation  represente  une  surface  imaginaire. 

Exemples  dans  lesqueis  la  surface  rCa  pas  centre, 

432.  Premier  exemple, 

*'  -H  j'  -h  a'  —  i  j2  -4-  a4rz  —  2xj  H-  .r  —  >•  +  J* «  ~h  i  =  o. 
Les  ^nations  derivees /^'^j  =  o, /^'^^  ==  o,  J^^^  ==  o,  sont 

ici  : 

2a:-|-2z—  2j-hi  =  o, 

2  JC  -+-  22  —  2/  +1  =  0, 
2X-f-2« —  2j-h2=r;0; 

38, 
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et  il  est  Evident  qu'elles  n'admettent  aucune  solution  com- 
mune ,  done  la  surface  n*a  pas  de  centre. 

Si  Ton  coupe  la  surface  par  un  plan  z  =  y,  parallele  au 
plan  des  xy^  les  Equations  de  la  section  seront 

y'^ — J  {27  -H  2  jtH-  i)-h  4P'  -h  27  J?  ^-x-+-y» -4-27-4-1=  O. 

Cette  derni^re  donne 

J  =  |{ 27  -H  aar 4-  1)  ± T  V^— 47  —  3, 

et  sous  cette  forme  on  reconnait  qu^elle  represente  deux  pa< 
r alleles ,  lorsqu'on  a  —  47  —  3^o. 

Par  consequent ,  la  surface  est  un  cylindre  parabolique 
{n«  429). 

Deuxikme  exemple. 

JT*  -h  3/'  —  2/S  —  2  JF2  -f-  4  JJ/  -h  2  J:  -h  4/  —  «  -f-  2  =  O. 

On  a ,  pour  equations  du  centre : 

(1)  X-J-  2J  — «-f-  1  =  0, 

(2)  2x4-3^  —  «-h2=:0, 

(3)  x-+-rH-7=»- 

Si  de  I'equation  (2)  on  retranche  la  somme  des  deux  autres, 
on  trouve  ?  =  o;  done  ces  Equations  n'admettent  aucune 
solution  commune,  c'est-a-dire  que  la  surface  consideree 
n'a  aucun  centre. 

En  coupant  cette  surface  par  le  plan  des  xy^  on  a  Vhyper- 
bole 

x'  H-  3/'  +  4  -i^x  •+"  2  X  -h  4/  -+-2=0; 

il  en  faut  conclure  que  Tequation  proposee  represente  un 
parabolo'ide  hyperbolique. 

Troisieme  exemple, 

2.r*-|-  3^'  -I-  182*  4-  \^yz  H-  8x2  -f-  vtxy 
4- 8x  4-4^     4-102     4-1  =  0. 


r 
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Les  irois  equations  derivees  soiit : 

(i)  2x-+-j-h4« -h4  =  o> 

(2)  X -h  3j-+- 7»4- 2  =  0, 

(3)  4'*^"*"7y"Hi8a-4^5  =  o. 

Si  l^on  retrancbe  la  troisiemc  equation  du  double  dc  la 
seconde  augmente  de  la  premiere,  on  trouve  3  =r  o;  done 
ce  systeme  n'a  pas  de  solution »  et  par  consequent  la  surface 
est  depourvue  de  centre. 

L^intersection  de  cettc  surface  et  du  plandes  xy  est  Tel- 
iipse 

2x»  4-  3j'-f-  2xy  H-  8x  -+"4/  -H  I  =  o; 

il  s'ensuit  que  Tequation  proposee  represente  un  parabo* 
loide  elliptiquc. 


f-m^' 
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CHAPITRE  HUITIEME. 

PCS  SURFACES  SPHl^RIQUES,  CONIQUES  £T 

CYLINDRIQUES. 


r\ 


De  la  surface  splierique. 

483.  Ed  repr^ntant  par  a,  ^,  y,  les  coordonnees  dir 
centre  d'une  sphere ,  et  par  r  son  rayon ,  F^uation  la  plus 
g^n^rale  de  cette  surface  est  evidemment 

•  4-  2  (x  —  a)  (/•  —  p)  cos  (x,  y) 
a(«  —  «)  («  —  7)cos(x,  z) 
2(7  — P)(«  — 7)cos(j,s) 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires ,  Pequation  se  reduit  » 

Cas  paiticuliers.  — :  Le  centre  peut  6tre  place  sur  I'un 
des  plans  coordonn^a,  celui  des  xy  par  exen^ple^  on  a  alors 
y  =  o,  et,  par  suiiO) 

(x  —  o^)»  4- (j  —  p)M- «' =  r»; 

mettons  le  centre  sur  I'axe  des  j:,  nous  aurons  |3  ==  o,  y  =  o, 
et  r^uation  sera 

Enfin,  lorsque  le  centra  est  a  Torigine,  I'equation  (i) 
devient 

(2)  x^+y^ 4- «'  =  /•»; 

c'est  la  forme  sous  laquelle  Tequationde  la  sphere  est  cni-e 
ployee  ordinal rement. 
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4>34.  L'equation  (i)  etanl  d^vcloppee  dotine  un  resultat 
de  la  forme 

J^'  -»-  r'  -H  2'  4-  Ax  H-  Bj  4-  C«  -I-  D  =  o. 

Beciproguement ,  toutc  Equation  d«  cctte  forme,  quand 
ies  axes  sont  rectangulaires,  represente  une  surface  sph4~- 
rique  dont  Ies  coordonnees  du  centre  soni; 


2 

ct  qui  a  pour  rayon 

r 


A       «  B  C 


Celle  proposition  se  demontre  comme  celle  du  n^  54. 

435.  Pour  trouver  l^iutersection  d^une  sphere  el  d'ut^ 
plan,  il  faut  (0*^365)  combiner  l^quatioa 

avec  Ics  formules 

X  =  x'cos  y  -h  /'  sin  f  cos  0  -h  <i,, 
y-  =  x'  sin  f  —  y  cos  <f  cos  0  4-^, 
z=z  y  sinQ  -i-  c; 

Teqiiation  resultante  en  x\  y^  sera  ceHe  de  U  courbe  d'ln- 
tersection . 

Or,  en  eilectuant  Ies  calculs,  on  reconnait :  i**  que  te 
coefficient  de  x^y*  est  nul  \  2^  que  Ies  coefficients  de  x'*  el 
de  y^*  sont  egaux  a  V unite  :  ainsi  (u^54),  cette  equation^ 
est  celle  d'un  cercle. 

Remarqiie,  —  Si  Ton  eliminait  une  des  variables ,  z  pai', 
exemple,  cntre  I'equation  (2)  et  Tequation 

Ax -h  Bj -h  C«.-l- D  =  o, 

d*un  plan  quelconq^ue,  oq  obtiei^drait  I'equation  d\ine  el-- 
lipse.  On  en  conclurait  que  la  projection  d'un  cercle  sur  uui 
plan  est  une  ellipse. 

436.  Proposons^nous  maintenant  de  determiner  Te^a-^ 
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tion  du  plan  tangent  a  la  sphere,  au point  (a:%y\  z^)  de 
cette  sarface  rapport^  a  des  axes  rectangulaires. 
Soient 

requation  de  la  sphere,  et  (n^  346) 

celle d'un  plan  passant  par  le  point  (x',  y'^  z'). 

II  est  Yisibleque  le  rayon  mene  au  point  de  contact  a  pour 
Equations 

Or,  le  plan  cherck^  decant  &tre  pcrpnendiculaire  a  ce  rayoxi, 
on  est  conduit  (n^  354)  aux  relations 

«  —  7  «  •-  7 

ces  valeurs;  portees  dans  Tequation  (2),  donnent 

(a)  (x'-a)(*-xO  +  (/-p)Cr-/)+(*'-t)(*-^)=a 

pour  Tequation  du  plan  tangent. 

Cette  &[uation  pent  ^tre  pr^eAt^  sous  une  autre  forme, 
au  moyen  de  la  relation 

(x'— a)'-h{y— p)»  +  vV--7)»  =  rV 

qui  exprime  que  le  point  (x\  y\  js')  se  trouvesur  la  sphere. 
En  efTet,  cette  relation  revieut  a 

et,  en  Tajoutant  a  T^uation  (a),  on  trouve 

(A)  (x'-«)(*- «)-4- (r'- p.){r- P)  +  («'-7) (' -7)  = '•', 

Quand  Forigine  est  au  centre  de  la  sphere ,  on  1^ 

«=^0,      p=:o,      7=:0> 
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el  Tequation  (&)  se  reduit  a 

C'est  r equation  qu'on  emploie  generalement  dans  les  appli- 
cations. 

Des  surfaces  com'gues. 

437.  On  nomme  surface  conique  la  surface  engendree 
par  une  droitc  qui  se  meut  en  passant  constammcnt  par  un 
point  donne  et  en  s^appuyant  sur  une  ligne  aussi  donnee. 
Le  point  donne  est  le  sommet,  la  ligne  donnee  est  la  direc^ 
tiicey  et  la  droite  mobile  la  generatrice. 

Soient  x',  v'l  <2'  les  coordounees  du  sommet  du  cone,  et 

(i)  F(.r,  7,z)  =  o,     F,(j-,  7,  z)  =  o, 

les  equations  de  la  directrice. 

Les  equations  de  la  genera  trice  seront  de  la  forme 

(a)  or  — ^'=a(z— z'),     J  — j'=^(z  — z'). 

Puisque  cette  droite  doit  rencontrer  la  courbe ,  il  faut  que 
les  equations  (i)  et  (2)  aient  une  solution  commune^  par 
suite,  que  I'equation  resultant  de  I'elimination  de  JC,  j^,  z 
^ntre  (i)  et  (2),  equation  que  nous  representerons  par 

(3)  /(a,b)'=o, 

soit  verifiee  par  toutes  les  valeurs  que  recevront  les  indeter- 
minees  a  et  b  dans  les  differentes  positions  que  prendra  la 
generatrice.  11  resulte  de  la  que  si  on  donne  une  valeur  ar- 
bltraire  a  a,  et  que  Ton  calcule  la  valeur  correspondante  deby 
ces  valeurs,  portees  dans  les  equations  (2),  feront  connaitre 
une  position  particuliere  de  la  generatrice.  Par  consequent, 
Fequation 

a  laquelle  on  parvient  en  eliminant  a  et  b  entre  les  equa- 
tions (2)  et  (3),  est  I'equation  generaledes  surfaces  coniques. 
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438.  Lorsqu^on  suppose  le  soinmet  dc  la  surface  a  Tori- 
gine  des  coordoanees,  x*^y\  z^  sont  uuls ,  et  requadon  (4) 
se  r^uit  a 


/ii-j)=- 


c'est  la  forme  geiierale  des  equations  homog^aes.  AidsI 
*  T equation  de  toute  sut'Jaae  conique  est  homogene ,  quand 
Vorigine  des  coordonnees  est  placce  an  sommet  de  cetto 
surfhce. 

La  reciproque  est  vraie ,  car  si  i'on  coupe  une  surface 
dont  Tequation  est  une  fonction  liomngene  des  trois  varia« 
bles  J*,  Y^  z,  par  un  plan 

mene  par  Torigine,  la  projection  de  Tintersection  sur  le 
plan  des  xy^  par  excmple,  aura  une  equation  homogene 
en  ^  et  y,  el  cetle  ^uation  representera  alors  un  sysleme 
de  ligues  droites  {*),  Tout  plan  mene  par  I'origine  rencon- 
trant  la  surface  suivant  uu  systeme  de  lignes  droites,  il 
s'ensuit  que  cette  surface  est  conique. 

439.  On  conclut  de  la  que,  pour  reconnaitre  si  une  sur- 
face dont  Fequation  est  donn^e  appartient  a  Isijamille  des 
surfaces  coniques,  il  fautdeplacerTorigine  et  egaler  a  zero 
les  coefficients  de  lous  les  lertnes  dont  le  degre  est  inferieur 

{*)  L'cquation  homogene 

represento  le  systemc  d'autant  de  lignes  du  premier  ordre,  qui  passenl  par 
Torigine,  qaeTequation  numerique 

que  Ton  obticnt  en  posant  y  =  sx,  renferme  de  racines  reelles  et  inegales; 
car,  en  desfgnant  par  a,,  a,,  «,,...,  a^  les  racines  de  I'eqiiation  en  «,  on 

pourrajnettre  la  proposee  sous  la  forme 
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a  cclui  de  Tequation  transformee,  ce  qui  la  rend  hooiogene. 
Si  les  equations  de  condition  fournissent  des  valeurs  recUes 
et  6nies  pour  a,  A,  c  (n**  3S9),  il  en  resuho  que  la  sur- 
face est  conique^  sinon,  elle  ne  I'est  pas. 

440.  Appliquons  ce  qui  precede  a  la  recherche  de 
I'equation,  en  coordonn^s  rectangulaires,duc6ne  oblique 
a  base  circulaire. 

En  placant  la  base  dans  Ic  plan  des  xy^  el  son  centre  k 
Torigme,  elle  aura  pour  equations 

celles  de  la  genera  trice  scront 

si  on  d^signe  par  x\jr\  z*  les  coordonnees  du  sommet. 

L'hypothese  z  ;=  o,  introduite  dans  les  equations  (2), 
donne 

X  zz:  x'  —  az'y     yr=z  > '  —  bz'\ 

portant  ces  valeurs  dans  la  premiere  des  equations  (1),  on 
trouve 

(3)  [x'  —  az'Y-^(r'--bz'y^r^ 

pour  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  param^tres  a  et  &. 
Enfin,  si  Ton  elimine  a  et  h  entre  les  equations  (2)  et  (3), 
on  obtiendra  Tequation 

ou 

(a:'a  —  3'x)> -4- (/a  —  «»-^  =  r' («  —  z')% 

qui  sera  celle  de  la  surface. 

Dans  le  cas  du  cone  droit ,  c'est-a-dire  lorsquc  le  sommet 
est  sur  Taxe  des  ^,  on  a,  a  la  fois, 

x'  =  O,      J-'  =  o, 
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et  Filiation  prec^ente  se  reduit  a 

en  combinant  celte  equation  avec  les  formules  (n^365), 
on  pourrait  obteiiir  les  sections  coniques,  determinees  pre- 
cedemment  par  une  autre  methode. 

Remarque.  —  Dans  la  question  relative  au  c6ne  oblique 
a  base  circulaire,  si  Ton  prenait  le  sommet  pourorigine^et 
un  plan  parallMe  a  celui  de  la  dircctrice  pour  plan  des  xy^ 
les  equations  de  cette  courbe  seraient 

et  celles  de  la  generatrice, 

X  =  az^     y  =  hz. 
On  aurait  evidetument,  pour  equation  de  condition  j 

ce  qui  conduirait  a 

pour  r equation  de  la  surface. 

Des  surfaces  cjlindiiques, 

441.  On  nomme  surface  cylindnque  la  surface  cngen- 
dree  par  une  droite  assujettie  a  glisser  sur  une  ligne  fixe  en 
restant  parallele  a  une  direction  donnee.  La  ligne  Cxc  est 
appelee  directricCy  la  droite  mobile  est  la  generatrice. 

Soient 

(i)  F(j:,;',2;)  =  o,     F,  (^,/,  z)  =r  o, 

les  equations  de  la  directrice;  celles  de  la  generatrice  seront 
de  la  forme 

(2)  x  =  rtz -+-/?,     jr=^s4-7, 

a  et  b  etant  deux  constantes  donnees.  Puisquc  cette  droite 
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doit  rencontrer  la  courbe,  il  faut  que  les  equations  (i)  et  (2) 
aient  une  solution  commune.  Par  suite ,  Fequation  resul- 
tant de  Telimination  de  x^j,^  z  entre  (i)  et  (2),  equation 
que  nous  pouvons  representer  par 

(3)  /{p,q)  =  0, 

doit  fetre  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  que  reyoivent  les 
indeterminees  petq  dans  les  differentes  positions  que  prend 
la  generatrice.  II  suit  de  la  que,  si  on  elimine  p  et  q  entre 
les  ^nations  (2)  et  (3),  T^quation  resultante,  savoir  : 

/{x  —az,  J  —  ^«)  =  o, 

sera  Tequation  generale  des  surfaces  cylindriques. 

442.  Appliquons  la  m^thode  au  cylindrequi  aurait  pour 
directrice  Tellipse 

(1)  z  =  o,     A\r'-f-B»4:'=  A'B'. 

Soient  toujours 

(a)  xzzzaz-^pj    j=^z-+-^, 

les  Equations  de  la  generatrice ,  Felimination  de  x^  y^  z 
entre  les  quatre  equations  precedentes  conduit  a  la  rela- 
tion 

(3)  A'y' -H  B»/»«  =  A'B'. 

EHiminant  p  et  q  entre  (2)  et  (3),  on  trouve,  pour  le  cy* 
lindre  demande , 

A«  (jr  —  bzY  -H  B»  (jc  -^  azy  =  A'BK 
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Page  76,  ligne  a  en  remontant;  au  lieu  de  1^  co8  0,  lisei  6  cos  9. 
Page  III,  ligne  \  en  descendant ;  au  lieu  tie  sin  65**,  Use*  —  sin  65**. 
Page  III,  ligne  8  en  descendant ;  au  lieu  de  x'  sin  65<»,  liset  — x'  sin  63o. 
Page  326,  ligne  1  en  descendant;  au  lieu  de  SI,  Uses  PI. 
Page  a)6,  ligne  3  en  descendant;  au  lieu  de  SI,  lisez  PI. 
Page  38o,  ligne  4  on  descendant;  au  lieudeh*x',  litesb*x'. 

Page  411  >  ligne  7  en  remontant;  an  lieu  de  sin  ( J  tt  -h  jr,  //i<'« 

Page  4^9*  ligne  i  en  remontant;  am  lieu  de  supose,  lisez  suppose. 

Page  4^3,  ligne  4  en  descendant;  au  lieu  de  axes.  Uses  plans. 

Page  464*  ligne  8  en  remontant;  au  lieu  de  pl.in,  lisez  point. 

Page  483,  ligne  4  en  descendant;  au  lieu  de  une  donnee,  Uses  une  droiti! 
donnee. 

I*age  5oi,  lignes 9  et  10  en  remontant;  au  lieu  <ie  x  —  x'  =  -- — j- 9 

r— y=-T rr- — »     ltsezx  —  x'=  ^ j-^  — *', 

Pdge  5 1 6,  ligne  i  en  remontant;  au  lieu  de  K,  lisez  £. 

Page  520,  lignes  7  et  8  en  descendant;  au  lieu  de  tiy  =:nz.  Soient  »,  lisez 
ti  X  =  nz  f  soient  ». 

I'age  547 f  ligne  3  en  descendant;  au  lieu  de  ces,  lisez  ses.| 
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